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1 摘要

细胞膜张力直接影响各种细胞功能。在这项研究中，我们开发了一种方

法从时间序列数据来估计表面张力。我们从二值化细胞形状图像的时间序

列中获得了曲率-速度关系，并通过线性回归计算了有效表面张力项。

在过程中，我们观察到曲率与速度之间的关系呈现出 S形模式。为了理

解动态过程，我们构建了一个描述单细胞运动的最小晶格模型。该模型由表

面张力和突起形成组成，特征参数来自实验观测。我们发现，在曲率与速度

的关系中出现了类似的模式。

2 介绍

2.1 培养细胞的形状

细胞形状的动态变化与细胞运动密切相关，并且对于发育、免疫反应和

癌症转移等过程至关重要 [1]。细胞具有多种伸出结构，包括扁平的伪足板、

指状的微绒毛和圆形的泡状突起。伪足板是薄而宽的结构，与基质有较强的

黏附力，并且作为参与二维基质依赖性运动的主要伸出结构被广泛研究 [2]。
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微绒毛是长条纤维状结构，在细胞迁移、微管引导和信号传导期间发挥作

用 [3]。伪足板和微绒毛是由肌动蛋白骨架的聚合形成的，这推动了膜向外

扩张。与之相反，泡状突起则出现在细胞骨架与膜之间的连接中断的地方，

使得静水压力可以将膜推出去。与伪足板不同，泡状突起对基质的黏附力较

弱，并且最近因其在三维环境中使灵活快速运动成为可能的作用而受到关

注。伸出结构不仅有助于细胞运动，还被认为作为传感器发挥作用，用于探

索基质。因此，细胞形状在细胞功能中的作用是巨大的。

2.2 细胞形状的理论模型

有几个理论模型可以再现单细胞的形状。

2.2.1 相场模型

相场模型是一个连续场模型，它描述了一个变量 φ(r, t)表示的相态 [4]。

使用这种方法，我们可以表达表面张力下的界面运动。该模型已被用于表示

单细胞和多细胞的动力学 [5, 6]。为了描述细胞，他们通过定义适当的能量

将主动细胞移动（细胞迁移）、趋化性、细胞粘附和体积守恒引入到模型中。

2.2.2 细胞波茨模型

一个著名的用于再现细胞运动的离散模型是单元 Potts 模型（CPM）

[7]。该模型将细胞形状表示为晶格上的模式，并定义了一个能量泛函

E = Eadhesion + Evolume + Echemotaxis

。Eadhesion，Evolume和 Echemotaxis分别代表细胞表面张力、体积守恒和极化

细胞运动。然后，根据该泛函，使用马尔可夫链蒙特卡罗方法使细胞形状随

时间演变。CPM简单、计算效率高且高度可扩展，因此被广泛应用。然而，
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它面临着诸如将模型参数映射到细胞的物理常数以及解释蒙特卡罗方法代

表的时间动态等挑战。

2.3 细胞皮层的表面张力

细胞膜张力，在这两种模型中都涉及，是一个关键概念，已被证明可以

直接影响诸如膜运输、细胞形状和运动等功能 [8]。膜张力可以通过测量维

持从细胞表面拉出的膜索所需的力来进行测定。使用原子力显微镜和光学

镊子已经实现了对膜张力的直接测量。[9, 10]

与细胞相关的张力有多种类型，包括膜张力、皮层张力和基质上的张力

[8]。膜张力主要由两个组成部分构成：脂双层内的静水张力以及膜与细胞骨

架之间的粘附，这两者相互影响。皮层张力来源于与细胞膜相连的肌动蛋白

细胞骨架的舒张或收缩，并对膜张力有显著的影响。相比之下，基质上的张

力是由肌动蛋白细胞骨架对基质的强粘附产生的，但它对膜张力的影响很

小。这些张力的大小决定了各种细胞形状，如在边界上交替出现突出和回缩

区域的细胞或在前缘形成伪足并在后缘收缩的极化细胞。

2.4 研究总结

我们通过时间推移图像分析和数学建模检查了单个MDCK细胞的细胞

膜变形。通过图像处理，我们分析了界面突起和回缩的时空特征。利用这些

数据，我们研究了表面张力，考察了界面曲率与法线方向速度之间的关系。

最后，我们开发了一个离散模型，该模型直接整合了与界面变形相关的物理

参数，使我们能够准确再现细胞的形状。
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3 材料和方法

3.1 细胞培养

Madin-Darby犬肾 (MDCK)，其持续表达 EGFP，由东岛英典教授 (神

户大学)慷慨赠送。细胞在含有 10%胎牛血清 (FBS)+1%抗生素 (Gibco)的

Dulbecco’s Modified Eagle Medium (DMEM)中培养。细胞在塑料皿上培

养，并每周传代一次。

3.2 定时观察

次完全汇合的 MDCK 细胞使用 0.05% 胰酶-乙二胺四乙酸从培养皿中

分离。然后将细胞接种到一个 35 毫米玻璃底皿（Matsunami 玻璃）上。细

胞被允许在二氧化碳培养箱中附着于玻璃表面两小时。之后，将培养皿放置

在一个舞台顶部的二氧化碳培养箱（Tokai Hit）中，并使用 Nikon A1R 共

聚焦显微镜（Nikon）观察细胞动力学。每分钟拍摄一次细胞图像，持续 3

小时。

在某些情况下，我们向培养基中添加了 2µM细胞松弛素D和/或 2.5µM

秋水仙素，以观察细胞骨架破坏的影响。

3.3 图像处理

3.3.1 二值化

捕获的 nd2 文件使用 nd2reader 转换为 NumPy 数组，并使用 Python

进行处理。绿色通道（细胞质）被分离出来，使用 OpenCV[11] 进行平滑

处理，并通过二值化平滑后的图像获得掩码图像。使用了一个手动定义的

阈值。
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3.3.2 通过核测量曲率

对掩码图像执行了卷积操作，使用了 SciPy[12]中的盘形核和二维卷积

函数（图 1a）。随后，开发了一个函数，通过计算核与半径为 1/κ的圆的交

集面积，将卷积结果转换为曲率 κ（图 1b）。显著小于核的圆从分析中排除。

腐蚀和膨胀被应用于掩模图像。内部边界是通过从掩模图像中减去腐

蚀后的图像获得的，外部边界则是通过从膨胀后的图像中减去掩模图像获

得的。界面像素的曲率是通过将卷积后的掩模图像与内部边界图像相乘计

算得出的，最终曲率 κ由卷积结果确定。

图 1: 曲率测量的概念图。(A) 使用圆形内核进行曲率测量。测量了内核 K
（红色）与细胞 u(x, y, t)（黄色）之间的交集面积。(B) 卷积区域K ∗ u与曲
率 κ的关系。内核与细胞之间重叠的区域 K ∗ u和曲率 κ存在相关性。(C)
两帧之间的二值细胞图像差异 u(x, y, t + 1) − u(x, y, t)。(D) (C) 的放大视
图。红色箭头表示 V ni,t

3.3.3 界面速度的量化

界面速度 V（图 1c, d）计算如下：首先，我们获得某个时间点 t内边

界的坐标列表作为 ri,t。接下来，我们使用 ndimage 中的 gaussian_filter 函
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图 2: 三类细胞运动。(A) 细胞边界具有交替的突出和缩回区域的细胞。(B)
边界相对较不活跃的细胞。(C)在前缘形成伪足并在后缘收缩的细胞。(D-F)
(A-C) 中细胞边界的时序叠加。比例尺 =500µm。
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数获得了平滑后的图像 s(x, y)。向外单位法向量在第 i个内边界点 ni,t处由

∇s(x, y)/|∇s(x, y)|获得。接下来，我们获得了时间 t+dt处的内边界坐标。最

后，我们选择了坐标 rj,t+dt，它对应于 ri,t，通过选择使 |ri,t+V ni,t−rj,t+dt|

最小化的 j。

3.3.4 突出动态的量化

质心到内边界的角度和距离在特定时间点被计算。角度值被四舍五入

到整数值，具有相同角度的网格点被平均以获得从质心开始的角度范围为

0◦到 360◦的界面长度。这些长度的时间差异被计算，并根据这些差异将变

化归类为三种状态：

1. 长度增加 1个或更多单位时赋予的值为 1。

2. 长度减少 1个或更多单位时赋予值为-1。

3. 变化在 1单位以内的值被赋为 0。

使用此方法，生成了一个二维数组表示角度与时间的关系，其中每个点都被

分配了前突、回缩和静止的状态。对于每个角度，在时间方向上连续 1的数

量被计数以获得前突持续时间的直方图。此外，对于每个时间点，在空间方

向上连续 1的数量也被计数以获得前突宽度的直方图。

3.3.5 表面张力的测量

由于突起是由肌动蛋白细胞骨架推动细胞膜而产生的，可以通过排除

突起的影响来估算表面张力。为了实现这一点，我们选择了那些突起和回缩

呈旋转传播的细胞。

突出区域的识别是基于先前分析中构建的表示推进和回缩的时空数组。

在生成曲率与速度图的过程中，计算了从质心的角度，并且仅使用了回缩

区域。
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3.4 数值模拟

我们使用 Python和 Julia实现了基于格子的模型和相场模型。模型的

详细信息在支持信息中进行了描述。

4 结果

4.1 细胞形状动态的定量测量

4.1.1 细胞运动的观察

我们使用尼康 A1R共聚焦显微镜获得了细胞的时间延时电影。每组细

胞记录了总共 3小时的运动。在实验中，观察到了以下类型的细胞：

• 一个细胞在其边界处具有交替的凸起和收缩区域（图 2A，D）。在这个

细胞中，凸起很明显。

• 具有相对不活跃边界的一个细胞（图 2B, E）。在这个细胞中，突起的

大小适中，但未观察到旋转传播。

• 在前缘形成丝状伪足并在后缘发生收缩的细胞（图 2C，F）。在这个细

胞中，突起定位在前缘，并且结构显得很精细。

4.1.2 界面运动的量化

细胞膜界面的运动性被量化为两个连续帧之间面积差异与周长比的时

间平均值。为了评估细胞骨架抑制剂对界面运动性的影响，我们将对照组和

秋水仙素处理组（一种微管聚合抑制剂）进行了比较（图 3）。我们未能检测

到统计学上的显著差异。
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图 3: 两组实验之间界面运动性的箱线图。

4.1.3 曲率与速度的关系。

我们从实验测量中获得了曲率与界面速度的关系图。在多个细胞的情

况下，该图表现出分段线性模式，在凸区域斜率减小（图 4）。对于单个细

胞，识别出三个不同的组：S形组、中间组和分段线性组（图 5A-C）。

这些组之间的界面运动性比较显示，S 形组表现出最高的运动性（图

5D）。S形组对应于具有活跃突起和旋转传播的细胞。在这些细胞中，突起

相对于表面张力而言较强，并且保持一个特征大小，这可能会决定图形的

形状。

中间组和分段线性组之间图形形状的差异可能归因于界面移动性和突

起大小的变化。在对多个细胞进行平均时，不同大小和频率的突起的影响被

削弱，从而形成了一个在接近零曲率处有折点的分段线性形状。
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图 4: 曲率与速度关系的多细胞观测。(A) 处于 t = 0 的细胞。(B) 处于
t = 1(300sec)的细胞。(C)t = 1和 t = 0之间的差异图像。(D) 从实验中多
个细胞图像获得的曲率 κ与速度 V 的关系。该图形成分段线性形状，在接
近 κ = 0处斜率发生变化。比例尺：200 µm。

图 5: 曲率与单个细胞中测量的界面速度。(A) S形图案。(B)中间图案。(C)
分段线性图案。(D) 膜界面运动性（A-C）。
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4.1.4 突出形成动力学的量化

接下来，我们制作了细胞突起形成的走行图以量化各种特征（图 6）。生

成了一个二维数组来表示角度与时间之间的关系，在这个数组中将每一个

点分配为突出、回缩或静止状态。突出显示为黄色，回缩显示为黑色，而静

止则显示为绿色。

在旋转的细胞中，突出区域表现出一致的空间时间特征长度，并以恒定

速度沿界面传播（图 6A-C）。突出持续时间和突出宽度的直方图被展示出

来。当分析按类别加权的频率时，在大约 5帧处观察到时间特征长度的峰

值，而在约 20◦处观察到空间特征长度的峰值。这些峰值可以分别解释为突

出区域的持续时间和宽度。

在非活性细胞中，特征长度和突起数量以及旋转传播略有减少（图 6D-

F）。

在极化的细胞中，尾部区域大约在 180◦ 处明显观察到回缩，而其他区

域的突起则显得更加碎片化（图 6G-I）。

在秋水仙素处理组中，存在突起但结构更细（图 6J-L）。

4.1.5 表面张力的测量

在曲率与速度的图中，仅考虑回缩区域时，初始的 S形曲线转变为近

似线性形状。所得线性拟合的斜率平均值为 15.6，标准偏差为 1.3，表明

斜率大小的一致性。通过应用正常界面速度的关系式 V = σκ，估计了表

面张力系数 σ。鉴于 dx = 0.30µm 和 dt = 60 秒，估计的表面张力系数

为 σ = 2.3 × 10−14 m2/s。在秋水仙素处理组中，突出部分的影响被抑制，

曲率与速度图显示出斜率大小一致的线性关系。线性拟合的斜率平均值为

20.6，标准偏差为 3.8。这表明可以将斜率解释为表面张力系数 σ，得到 σ =

3.1 × 10−14 m2/s。尽管估计的 σ 略有不同与对照组获得的结果，这种变化

可能是秋水仙素对表面张力的影响所致。
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图 6: 旋转、非活性、极化和秋水仙素处理的细胞的突起动力学。(A,D,G,J)。
黄色、黑色和绿色分别代表突起、回缩和静止。(B,E,H,K) 突起时间的加权
频率。(C,F,I,L) 突起宽度（度数）的加权频率。
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图 7: 利用细胞的曲率-速度关系估计表面张力。(A) 曲率与速度图显示了 S
形关系。(B) 仅使用回缩区域生成的曲率与速度图。(C) 秋水仙素处理组的
曲率与速度图。

4.2 重现单细胞运动的数学模型。

我们开发了一个模型，通过迭代以下突起和表面张力过程 n_substeps

次来实现细胞膜突起和表面张力。

令 σ表示细胞膜的表面张力，wp表示突起宽度，w+
p 表示突起宽度增加

率，ωp 表示突起旋转速度，Vp 表示突起生长速度，qp 表示突起持续概率，

gp表示突起启动概率。

4.2.1 突出过程

我们以以下方式实现突起动力学（图 8）：首先，我们定义

wp = protrusion_num × dx, (1)

w+
p = n_substeps × protrusion_plus_num × dx

dt
, (2)

ωp = n_substeps × rotate_num × dx
dt

, (3)

Vp = n_substeps × dx
dt

, (4)

qp = persistence_pn_substeps, (5)

gp = n_substeps × generate_p. (6)
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图 8: 突出过程的示意图。横轴表示以逆时针方式分配给细胞轮廓格点的顺
序索引 s，而纵轴表示时间 t。(A) 每个平行四边形对应一个单独的突起形
成，由寿命 (1/qp)、宽度 (wp)和速度 (ωp)指定。(B) 细胞表面的走行图通
过概率 gp实现了多个突起的生成。

在时间 t时，从外边界中选择若干个突起启动点。以概率 persistence_p，一

个启动点会持续到时间 t − 1。在这种情况下，在以启动点为中心的核（半

径为 t− 1）与外边界的交点中，会选择中心格点。这确保了时间 t处的启动

点仍靠近之前的位置，并位于外边界上。突起的旋转运动是通过沿外边界将

启动点移动 rotate_num个晶格点来实现的。以 generate_p的概率，从外边

界随机选择一个启动点。为防止过度聚集，选择启动点时要确保它们之间的

距离不会变得太小，并且在启动点处的曲率不是正数。如果两个启动点之间

的距离小于 10，则移除这两个点。如果突出区域持续了 k 步，则通过将启

动点为中心的 protrusion_num + (k− 1)× protrusion_plus_num个晶格点

设置为 1来实现突起。
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图 9: 表面张力过程的实现。(A) 由于表面张力导致界面移动（红色箭头）。
(B) 界面移动的实现。位于界面上的非细胞晶格点以概率 p转变为细胞晶格
点。当界面的速度为 V 时，设置 p = V dt/dx可确保界面速度的期望值等于
V。(C) 界面处的曲率 κ与沿法线方向移动的概率 p之间的关系。

4.2.2 表面张力过程

接下来我们如下实现表面张力（图 9）：计算内外边界的曲率。使用曲率

和单元体积，移动边界格点的概率 p按照以下方式确定：

V = σκ+ α

(
∆A

A0

)
, p =

V

n_substeps
× dt

dx

其中 σ表示表面张力，κ表示曲率，α是体积守恒的强度，A0是目标体积，

而 ∆A是当前体积与目标体积之间的差值。

α的值被选择为使得体积随时间的变化保持在合理的范围内。

对于内边界，设置 p > 0处的格点为 0，而对于外边界，设置移动方向

为负向的 p < 0处的格点为 1。

如果一个格点仅通过对角线连接与其他点相连，并且其相邻点被进一

步替换为 0，则该格点本身也替换为 0以防止孤立。
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图 10: 细胞动力学及模型的曲率-速度关系。(A,D) 单个细胞仅通过表面张
力移动的模式。u(t)：时间 t处的二值化细胞图像。(A) 时间 t = 0的细胞
图像。(B) 时间 t = 99的细胞图像。(C) 时间 t = 99和 t = 0之间的差异图
像。(D) (A-B) 的曲率与速度图。显示了 σ = 5 · dx2/dt（蓝色虚线）及其线
性回归线（蓝色实线）。模型的设置 σ = 5 · dx2/dt与测量的斜率（5.33）紧
密匹配。(E-H) 具有表面张力和突起动力学的单个细胞的模式。u(t)：时间
t处二值化的细胞图像。(E) 时间 t = 0处的细胞图像。(F) 时间 t = 1处的
细胞图像。(G)t = 1和 t = 0之间的差异图像。(H) 从 (E,F)获得的曲率与
速度图。随着突起活动增加，该图从分段线性形状过渡到 S形曲线。这一结
果与图中所示的结果一致。5A-D.

4.3 细胞模型的定量测量

4.3.1 曲率与速度的关系对于模型生成的图案。

我们展示了由模型中细胞运动产生的曲率与界面速度的图（图 10）。当

仅施加强度为 σ = 5 · dx2/dt的表面张力时，形成的图形几乎是直线，斜率

约为 5，成功重现了所施加的表面张力强度（图 10A-D）。当同时施加表面

张力和突起时，随着突起相对强度的增加，图形从分段形状转变为 S形曲线

（图 10E-H）。

16



图 11: 曲率与速度图及其回归线。蓝色线条显示了 S形关系，而橙色线条则
使用仅回缩区域（橙色）生成的图形。

4.3.2 表面张力的测量

在曲率与速度的图中，初始的 S形曲线转变为近似线性的形状（图 11）。

所得线性拟合的斜率为 17.3，这与模型中的表面张力参数 σ = 18 · dx2/dt非

常吻合。这一结果表明，我们的方法可以有效地提取出实验测量细胞中表面

张力的影响。

5 讨论

5.1 测量表面张力的生理重要性

细胞膜的表面张力在包括运动性、内吞作用、外排作用和维持细胞形状

等多种细胞功能中起着关键作用 [8]。一些研究表明，膜张力与细胞运动性

呈负相关，并利用这种关系来解释细胞的移动 [13, 14]。其他研究则表明，膜

张力通过限制伪足突出到单一方向帮助维持细胞极性。一项关于线虫精子细

胞的研究显示，降低膜张力会破坏极性的形成并导致运动速度下降 [15]。此

外，增加的膜张力已被证明可以增强外排作用，这提供了额外的膜表面积，
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从而缓冲了张力的变化。这种能力使细胞能够适应机械应力和环境变化，使

得膜张力成为维持细胞柔性的关键因素 [16]。研究膜张力的机制和测量方法

对于理解这些细胞功能至关重要。

5.2 膜张力的测量方法

实验上，可以通过使用光学捕获的珠子拉动膜栓来测量膜张力 [17]。然

而，在细胞访问受限的情况下，如发育或集体细胞迁移期间，这种方法难以

应用。在这种情况下，从延时图像中估算膜张力提供了一个可行的替代方

案。这一方法不仅在直接接触细胞受限条件下是可行的，而且还可以与其他

实验程序同时进行，使其成为一种便捷和灵活的方法。

5.3 所提模型的优势

在我们的模型中，可以明确定义界面张力，其曲率与界面速度关系的准

确性可与相场方法相比拟。此外，可以将界面张力设置为零，该模型具有计

算速度快的优势。与同样是离散模型的细胞 Potts模型（CPM）相比，我们

的方法在时间间隔和界面速度等物理量之间提供了更清晰的对应关系。此

外，可以独立指定物理参数。

5.4 我们研究的局限性

我们的模型具有以下限制：首先，晶格各向异性的影响可能会影响结

果。可以通过提高空间分辨率来减轻这种影响。其次，该模型明确包含了与

变形相关的物理参数，但没有考虑内在机制如生化反应。最后，小于核圆的

结构无法准确测量其曲率。在这种情况下，需要重新定义一个合适的核圆或

者直接从空间坐标计算曲率。
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6 支持信息

6.1 相场模型的定义

相场模型首先由 [4]描述。为了描述细胞，胞内区域定义为 φ = 1，胞外

区域定义为 φ = 0，并且两个相通过一个薄过渡层连接。该方法包含能量项，

如表示每个相的自由能的双阱势能、界面能、体积守恒和趋化性。φ(r, t)的

时间演化由这些能量的功能导数决定：

τ
∂φ(r, t)

∂t
= − δG

δφ(r, t)
,

其中 G是能量泛函。虽然该方法可以与反应扩散方程结合来表达各种形状，

但在计算速度方面存在局限性。

非线性反应扩散方程已被广泛用作图案形成的模型。其中一个最简单

的例子是单稳态反应扩散方程，即艾伦-卡恩方程。这里，设 0 < m < 1和

ε � 1。

τ
∂φ

∂t
= ε2∇2φ+ φ(1− φ)

(
φ− 1

2
+m

)
(7)

解由两个区域组成，Φ = 0和 Φ = 1，通过一个过渡层连接。虽然这个

过渡层的宽度是有限的，但它很小，并且通过取尖锐界面极限作为 ε → 0，

可以将过渡层近似为一个界面。这种近似导致了一个界面演化方程。

特别是当m = 1/2时，界面的法向速度 V 与其平均曲率成正比。这被

称为平均曲率方程，该方程已经被广泛研究。

6.2 Allen-Cahn方程的尖锐界面极限

该关系的简化推导由 [4]提供。我们考虑二维阿伦-卡恩方程。
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τ
∂φ

∂t
= ε2∇2φ+ φ(1− φ)

(
φ− 1

2
+m

)
(8)

令 ε � 1，并定义 τ = bε和 m = εf/
√
2。假设轴对称并使用极坐标，

方程采取以下形式。

bε
∂φ

∂t
= ε2

(
∂2φ

∂r2
+

1

r

∂φ

∂r

)
+ φ(1− φ)

(
φ− 1

2
+

εf√
2

)
(9)

令 V 表示界面的法向速度，κ表示平均曲率。通过将径向坐标 r拉伸一

个因子 ε并假设具有速度的行进前沿解 V

η =
1

ε
(r − V t) (10)

我们得到以下方程

d2φ

dη2
+ ε (bV + κ)

dφ

dη
+ φ(1− φ)

(
φ− 1

2
+

εf√
2

)
= 0 (11)

通过比较 ε中的零阶项，我们发现方程存在一个驻波前沿解。

φ′′ + φ(1− φ)

(
φ− 1

2

)
= 0 → φ =

1

2

(
1− tanh η

2
√
2

)
(12)

此外，Φ′可以重写成以下形式：
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φ′ = −1

2

(
1− tanh2 η

2
√
2

)
· 1

2
√
2

(13)

= − 1√
2
· 1
2

(
1− tanh η

2
√
2

)
· 1
2

(
1 + tanh η

2
√
2

)
(14)

= − 1√
2
φ(1− φ) (15)

将 Φ和 Φ′代入方程并比较 ε中的一阶项，我们得到 V 的表达式：

ε{(bV + κ)φ′ + φ(1− φ)
f√
2
} = 0 (16)

ε · 1√
2
φ(1− φ){−(bV + κ) + f} = 0 (17)

bV = f − κ (18)

通过将极坐标系的原点放置在曲率圆的中心，可以推导出一般情况下

的相同关系 [4]。

6.3 格点模型与界面方程的关系

我们评估在离散晶格模型中以概率决定运动时，表示以速度 c移动的界

面所产生的误差程度。

一个离散格点模型被考虑，其中单位时间和长度分别划分为 nt和 nx个
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格点，以表示速度 c。该模型中的时间步长 dt和空间步长 dx由以下给出：

dt =
1

nt

, dx =
1

nx

. (19)

在此公式下，移动的概率 p表示为：

p = c · dt
dx

= c · nx

nt

.

对于足够大的 nt，单位时间内移动 k格点的概率服从泊松分布：

P (k; c · nx).

当 c ·nx足够大时，泊松分布近似于正态分布。此外，增加 nx按比例减

少标准差（SD）为：
1

√
nx

.

因此，如果我们将 nx和 nt取得足够大，则该系统的行为主旨类似于界

面方程。
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