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低维模拟李代数的导子的矩阵表示

IMED BASDOURI1, BOUZID MOSBAHI2

摘要. 在这项工作中，我们研究了维数不超过四的Mock-Lie代数的导子的矩阵表示。使用矩阵方法，我们考察
了它们的结构和性质，展示了这些导子如何帮助我们更好地理解Mock-Lie代数的代数性质。

1.介绍

模拟李代数是一个配备双线性乘积的向量空间，满足两个关键条件：该乘积是交换的，并且它满足雅可比恒
等式。这个雅可比恒等式也是李代数的基本性质之一，确保了涉及代数中三个元素的一种特定关系。

Mock-Lie代数在文献中以各种名称出现，反映了不同数学社区的不同视角。在 Jordan代数文献 [1, 2, 3]中，
这些结构被称为 Jacobi-Jordan代数。在 [4]中，它们被称作Mock-Lie代数，而在其他作品中，它们已经被
使用不同的名字进行研究，包括 Lie-Jordan代数和秩 3的 Jordan代数。

Mock-Lie代数的基础研究在 [5]中进行了介绍，其中系统地发展了它们的性质、提出了猜想并分析了等价表
示。进一步的研究考察了它们的普遍包络代数以及诸如表示理论、叉乘和自同构群等基本代数性质 [1]。此
外，Poonen研究了在特征不等于 2或 3的代数闭域上维度低于七的Mock-Lie代数的分类 [6]。

本文通过关注四维 Mock-Lie代数的导子矩阵表示，扩展了对 Mock-Lie代数的分类。作为研究代数结构中
一个基本概念的导子结构，是通过矩阵运算来考察的，以提供关于Mock-Lie代数的行为和相互作用的见解。
通过对矩阵元素之间相互关系的分析，我们获得了对这些代数所遵循的代数框架更深入的理解。

此外，关于 Mock-Lie代数的研究还通过最近的工作得到了补充，该工作在各种条件下分类了它们的理想，
并强调了六维环境中存在无限多同构类的交换、结合代数 [9]。Jordan – Lie超代数、反结合代数和 Jordan
代数之间的关系也在 [4]中进行了探讨。此外，Zhevlakov[8]建立了满足恒等式 a3 = 0的 3个幂零指数的
Jordan代数包括Mock-Lie代数作为特殊情况。

在这项研究中，我们系统地考察了四维及以下的Mock-Lie代数的导子的矩阵表示。通过利用矩阵运算并探
讨矩阵分量之间的相互作用，我们得出了有助于更广泛理解Mock-Lie代数结构的结果。

2.预备知识

定义 2.1. 一个向量空间 L在 F上，其乘法 · : L⊗ L → L由 (x, y) 7→ x · y给出，使得

(αx+ βy) · z = α(x · z) + β(y · z), z · (αx+ βy) = α(z · x) + β(z · y)
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当且仅当 x, y, z ∈ L和 α, β ∈ F时，被称为一个代数。

定义 2.2. 一个代数 L在 F上带有李括号 [·, ·]，如果它满足以下条件，则被称为模拟李代数：

(1) [x, y] = [y, x] (commutativity)

(2) [[x, y], z] + [[z, x], y] + [[y, z], x] = 0 (Jacobi identity)

定义 2.3. 一个李代数 L的线性变换 d如果对于任何 x, y ∈ L，满足以下条件，则称为推导：

d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)].

一个李代数 L的所有导子构成 EndF(L)的一个子空间。这个子空间，配备括号 [d1, d2] = d1 ◦ d2 − d2 ◦ d1，
是一个李代数，记为 Der(L)。

引理 2.4. 设 L是一个有限维李代数，带有基 {e1, e2, . . . , en}。那么，线性映射 d ∈ Der(L)当且仅当

d([ei, ej ]) = [d(ei), ej ] + [ei, d(ej)], ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

证明. 令 d ∈ Der(L)。根据定义，对于所有的 x, y ∈ L，我们有

d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)].

特别地，将其应用于基元素，我们得到

d([ei, ej ]) = [d(ei), ej ] + [ei, d(ej)], ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

反之，假设

d([ei, ej ]) = [d(ei), ej ] + [ei, d(ej)], ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

对于任意的 x, y ∈ L，我们可以写成

x =
n∑

i=1

aiei, y =
n∑

j=1

bjej .

然后，我们有

d([x, y]) = d

∑
i,j

aibj [ei, ej ]

 =
∑
i,j

aibjd([ei, ej ]).

利用假设，代入 d([ei, ej ]) = [d(ei), ej ] + [ei, d(ej)]，得到

d([x, y]) =
∑
i,j

aibj ([d(ei), ej ] + [ei, d(ej)]) .
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由于 d是线性的，
d([x, y]) =

∑
i

ai[d(ei), y] +
∑
j

bj [x, d(ej)].

改写为 x和 y的形式，我们得到
d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)].

因此，d满足导子性质，证明完成。 �

命题 2.5. 令 d是有限维Mock-Lie代数 L的一个导子，并令 {e1, e2, . . . , en}是 L的一组基。然后，d相对于
这个有序基的矩阵表示由

d(e1, e2, . . . , en) = (e1, e2, . . . , en)


d11 · · · d1n
... . . . ...

dn1 · · · dnn

 ,

给出，其中元素 dij 是由 d作用于基元素所确定的系数，即

d(ej) =
n∑

i=1

dijei, for all j = 1, . . . , n.

特别是，当 d属于导数代数 Der(L)时，矩阵 (dij)被称为导数相对于基 {e1, e2, . . . , en}的表示矩阵。

3.主要结果

在本节中，我们使用满足定义 2.3条件下线性变换来研究 Mock-Lie代数的导子。通过比较结构关系，我们
确定了维数最多为 4的代数的导子的矩阵表示。对于 n ≤ 4的分类参考了文献 [5, 6, 7]，并在表 1中进行了
总结。

如表 1所示，代数 A0,1, A0,1⊕A0,1, A0,1 ⊕A0,1⊕A0,1, A
4
0,1的乘法运算是零。因此，我们专注于非交换代数，

并排除对这些代数的进一步讨论。

定理 3.1. 一个二维Mock-Lie代数的导子相对于给定有序基的矩阵是(
d11 0

d21 2d11

)
,

其中矩阵的所有元素都是域 F上的复数。

证明. 由于 d是一个导子，它满足关系

d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)] ∀x, y ∈ L.

对于具有 e1 · e1 = e2的 2维Mock-Lie代数，考虑以下内容：

从 d[e1, e1] = [d(e1), e1] + [e1, d(e1)]，我们得到

d(e2) = d11e1 + d21e2,
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表 1. 模拟 Lie代数的维度为 n ≤ 4。

代数结构 产品 维度
A0,1 — 1

A0,1 ⊕A0,1 — 2
A1,2 e1 · e1 = e2 2

A0,1 ⊕A0,1 ⊕A0,1 — 3
A1,2 ⊕A0,1 e1 · e1 = e2 3

A1,3 e1 · e1 = e2, e3 · e3 = e2 3
A4

0,1 — 4
A1,2 ⊕A2

0,1 e1 · e1 = e2 4
A1,3 ⊕A0,1 e1 · e1 = e2, e3 · e3 = e2 4
A1,2 ⊕A1,2 e1 · e1 = e2, e3 · e3 = e4 4

A1,4 e1 · e1 = e2, e1 · e3 = e3 · e1 = e4 4
A2,4 e1 · e1 = e2, e3 · e4 = e4 · e3 = e2 4

这表明 d12 = 0和 d22 = 2d11。

2. 对于 d[e1, e2] = [d(e1), e2] + [e1, d(e2)]，我们得到

0 = d(e2) = d12e1 + d22e2,

所以 d12 = 0。

因此，关于二维拟李代数相对于指定基的导子的矩阵表示已经建立。 �

定理 3.2. 存在两种关于给定有序基的 3维Mock-李代数导子的矩阵表示。

(A) 当三维Mock-Lie代数同构于 A1,2 ⊕A0,1时，其在给定基下的导子的矩阵表示为d11 0 0

d21 2d11 d23

d31 0 d33

 .

(B)当三维Mock-Lie代数同构于 A1,3时，其在给定基下的导子的矩阵表示为d33 0 −d31

d21 2d33 d23

d31 0 d33

 ,

其中矩阵的所有元素都是域 F上的复数。

证明. (A) 将导出条件应用到给定的基上：
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1. 对于 d([e1, e1]) = [d(e1), e1] + [e1, d(e1)]，我们得到：

d(e2) = [d(e1), e1] + [e1, d(e1)].

将 d(ei)表示为基础元素的形式为

d(ei) = di1e1 + di2e2 + di3e3,

我们得到：

d21e1 + d22e2 + d23e3 = 2d11e2.

因此，d22 = 2d11，而 d21和 d23保持任意。

2. 对于 d(e3)，由于 e3属于 A0,1组件，因此独立保留：

d(e3) = d31e1 + d33e3.

从而我们得出结论 d32 = 0。

总结而言，本情况下的导数矩阵取的形式如 (A)所示。

(B) 一个导数 d必须满足：

d([ei, ej ]) = [d(ei), ej ] + [ei, d(ej)], ∀i, j.

将其应用到给定的基上：

对于 d([e1, e3]) = [d(e1), e3] + [e1, d(e3)]，我们得到：

d(e1) = [d(e1), e3] + [e1, d(e3)].

将 d(e1)表达为

d(e1) = d11e1 + d12e2 + d13e3,

我们推导出：

d11e1 = d13e1 − d31e1,

这简化为 d13 = −d31。

2. 对于 d(e2)，利用结构方程，我们写为：

d(e2) = d21e1 + d22e2 + d23e3.

从括号性质，我们得到 d22 = 2d33。

3. 对于 d(e3)，由于 e3具有相同的变换性质：

d(e3) = d31e1 + d33e3.

因此，d32 = 0。

总结来说，这种情况下导数矩阵的形式如 (B)所示。

因此，我们已经对两种情况建立了定理。 �
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定理 3.3. 存在五种相对于给定有序基的 4维拟 Lie代数导子的矩阵表示。

(A) 当 4维Mock-Lie代数同构于 A1,2 ⊕A2
0,1时，其在给定基下的导子的矩阵表示为：
d11 0 0 0

d21 2d11 d23 d24

d31 0 d33 d34

d41 0 d43 d44


(B) 当 4维Mock-Lie代数同构于 A1,3 ⊕A0,1时，其在给定基下的导子矩阵表示为：

d33 0 −d31 0

d21 2d33 d23 d24

d31 0 d33 0

d41 0 d43 d44


(C) 当 4维Mock-Lie代数同构于 A1,2 ⊕A1,2时，其在给定基下的导子的矩阵表示为：

d11 0 0 0

d21 2d11 d23 0

0 0 d33 0

d41 0 d43 2d33


(D) 当 4维Mock-Lie代数同构于 A1,4时，其在给定基下的导子的矩阵表示为：

d44 − d33 0 0 0

d21 2d44 − 2d33 d23 0

d31 0 d33 0

d41 2d31 d43 d44


(E) 当 4维Mock-Lie代数同构于 A2,4时，其在给定基下的导子矩阵表示为：

d11 0 −d41 −d31

d21 2d11 d23 d24

d31 0 2d11 − d44 0

d41 0 0 d44


其中矩阵的所有元素都是域 F上的复数。

证明. (A) 将推导条件应用到 [e1, e1]上，我们得到：

d(e2) = [d(e1), e1] + [e1, d(e1)].
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展开 d(e1) = d11e1，我们获得：

d21e1 + d22e2 + d23e3 + d24e4 = 2d11e2.

因此，d22 = 2d11，而 d21, d23, d24保持任意。类似地，将导出条件应用于 d(e3)和 d(e4)，我们得到：

d(e3) = d31e1 + d33e3 + d34e4, d(e4) = d41e1 + d43e3 + d44e4.

这证实了 (A)中的矩阵表示。

(B) 应用导出条件：
d(e1) = [d(e1), e3] + [e1, d(e3)],

并展开 d(e1) = d11e1 + d12e2 + d13e3 + d14e4，我们得到 d13 = −d31。类似地，通过将导出条件应用于 d(e2)、
d(e3)和 d(e4)，我们得到 (B)中的矩阵。

(C) 应用导出规则：

d(e2) = [d(e1), e1] + [e1, d(e1)], d(e4) = [d(e3), e3] + [e3, d(e3)],

我们发现 d22 = 2d11和 d44 = 2d33，从而得出 (C)中的矩阵形式。

(D) 应用导出条件：
d(e2) = [d(e1), e1] + [e1, d(e1)],

我们得到 d22 = 2(d44 − d33)，这给出了 (D)中的矩阵。

(E) 展开导数后，我们推导出对系数的约束条件，这导致了矩阵 (E)。

因此，在所有情况下，我们都得到了所需的矩阵表示。 �
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