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摘要

我们考虑将 Kv 均匀分解为子图，使得每个解析类仅包含与同一图

形同构的块。对于所有解析类要么是K2要么是K1,n的情况，其中 n为

奇数，我们给出一个部分解。

1 介绍

令 G = (V,E)是一个图。图 G的一个 H-decomposition是一组边不相

交的子图 H = {H1, H2, . . . , Ha}，使得 G中的每条边恰好出现在其中一个图

Hi ∈ H中。
子图 Hi ∈ H 被称为区组。一个 H-分解被称为可解的，如果区组在 H

中可以被划分为类（或因子）Fi，使得每个 Fi 都是 G的生成子图。可解析

的 H分解也称为 G的 H因子分解，其类被称为 H因子。一个 H-分解称为
uniformly resolvable ，如果每个因子 Fi都由所有同构的块组成。

在均匀可解的H-分解的情况下，存在性结果可以根据H进行分类：当H
是 [7, 23, 25, 26]中阶数最多为五的两个完全图的集合时；当H是 [10, 11, 19]
中具有两个、三个或四个顶点的两个或三个路径的集合时；对于 [9]中的H =
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{P3, K3 + e}；对于 [14]中的 H = {K3, K1,3}；对于 [21]中的 H = {C4, P3}；
以及对于 [22]中的H = {K3, P3}。

如果 H = {H1, H2}，那么我们还可以考虑包含 H1 的因子有多少个以及

包含H2的因子有多少个。我们令 (H1, H2)-URD(v; r, s)表示一个均匀可解析

分解Kv成 r类别，每个类别仅包含H1的副本和 s类别，每个类别仅包含H2

的副本。在本文中，我们考虑了 {H1, H2} = {K2, K1,n}的存在性问题。
虽然一般情况 (K2, K1,n)-URD(v; r, s)仍然是开放的并且正在发展中，我

们观察到用于大多数 (r, s)情况的标准方法不适用于解决 1因子数量较少的

情况。因此，我们单独研究了这些情况。关于极端情况，我们有以下发现。

一个K2-分解的 G被称为一个 1-因子分解，其因子被称为 1-因素。我们
令 I 表示一个 1-因子。众所周知，当 v 是偶数时（[20]），Kv 的 1-因子分解
存在。

如果 n = 3，即 (K2, K1,3)-URD(v; r, s)的情况，分解存在的充要条件在

[5] 中给出。如果 n = 4，即 (K2, K1,4)-URD(v; r, s) 的情况，分解存在的充

要条件在 [12]中给出。如果 n = 5，即 (K2, K1,5)-URD(v; 1, s)的情况，分解

存在的充要条件在 [16] 中给出。这一结果被推广到了奇数 n ≥ 3 的情况下

(K2, K1,n)-URD(v; 1, s)，并在 [17]中完全解决。
在这篇论文中，我们关注所有 (r, s)对中的 (K2, K1,n)-URD(v; r, s)，其

中 r, s ≥ 1，并且我们给出了一个关于 (K2, K1,n)-URD(v; r, s) 存在性问题的

部分解。

2 必要条件

引理 2.1. 令 n ≥ 3为一个奇数。如果存在一个 (K2, K1,n)−URD(v; r, s)，则

存在整数 x，0 ≤ x ≤ bv−1
2n

c，使得 s = (n+1)x和 r = v− 1− 2nx。此外，如

果 r > 0，则 v ≡ 0 (mod 2)；如果 s > 0，则 v ≡ 0 (mod (n+ 1))。

证明. 假设存在一个 (K2, K1,n)−URD(v; r, s).，通过计算出现在因子中的Kv

的边的数量，可以得出结论。

r
v

2
+ s

nv

n+ 1
=

v(v − 1)

2
,
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并且因此

(n+ 1)r + 2ns = (n+ 1)(v − 1). (1)

令 S为 s K1,n-因子的集合，并令 R为 r1-因子的集合。由于 R的因子是次数

为 1 的正则图，Kv 的每个顶点与 R中的 r条边和 S 中的 (v − 1)− r条边相

关联。假设任何固定顶点出现在 x个 S 因子中，其度数为 n，并且出现在 y

个 S 因子中，其度数为 1。因为

x+ y = s and nx+ y = v − 1− r,

方程（1）给出

(n+ 1)(v − 1− nx− y) + 2n(x+ y) = (n+ 1)(v − 1).

这表明 y = nx和 s = (n+ 1)x。

进一步，在方程（1）中用 s = (n+ 1)x替换得到 r = v − 1− 2nx，其中

x ≤ v−1
2n
（因为 r是一个非负整数）。

最后，如果 r > 0，则 v必须是偶数；而如果 s > 0，则必然 n+ 1整除 v

（因为 K1,n是一个有 n+ 1个顶点的图）。

如果存在一个 (K2, K1,n) − URD(v; r, s) 具有 s = 0，则结果是一个 1-
因子分解（见 [20]）。因此，我们将考虑具有 s > 0 的情况。因此，v ≡ 0

(mod n+1)，我们将证明所有可能的 (r, s) ∈ J = {(r, s)|r = v− 1− 2nx, s =

(n+ 1)x, with 0 ≤ x ≤ bv−1
2n

c}存在一个 (K2, K1,n)-URD(v; r, s)。

3 加权图和初步结果

设G是一个图，t是一个正整数。一个 weighted graph G(t) 是在 V (G)×Zt

上的图，其边集为 {{xi, yj} : {x, y} ∈ E(G), i, j ∈ Zt}。我们将从 G构造 G(t)

称为 “giving weight t to G ”。
对于某个正整数m，令Km是一个完全图。然后，对于某个正整数 n，令

Km(n+1) 是通过给 Km 赋予权重 n + 1得到的图。然后对于每个 x ∈ V (Km)，

令 Kx
n+1 表示一个顶点集为 V (Kx

n+1) = {xi|x ∈ Km, i ∈ Zn+1}的完全图。注
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意每个Kx
n+1都是彼此不相交的。因此，对于 v = m(n+1)，我们可以将完全

图 Kv 视为 Kv = Km(n+1) ∪
( ⋃

x∈V (Km)

Kx
n+1

)
。

对于我们的目的，我们将Km(n+1)分解为加权循环 Cm(n+1)。我们从两个

关于完全图分解为循环的众所周知的结果开始。

引理 3.1. (Alspach, Brian (2001)) : 对于正奇整数 m和 n满足 3 ≤ m ≤ n，

图 Kn可以分解为长度为m的圈当且仅当 Kn中的边数是m的倍数。

引理 3.2. (Alspach, Brian (2001)) : 对于正偶数整数m和 n，当 4 ≤ m ≤ n

时，图Kn − I 可以分解为长度为m的圈当且仅当Kn − I 中的边的数量是m

的倍数。

显然，m整除 |E(Km)|，因此如果m是奇数，则根据引理 3.1，我们可以
将 Km分解为m-循环。m-循环在分解中的数量是：

|E(Km)| =
m(m− 1)

2
· 1

m
=

m− 1

2
.

类似地，如果 m是偶数，则根据引理 3.2，我们可以将 Km 分解为 I 和
m−2
2

m-圈。
现在给 n+1权重到Km和每个m-循环，Cm以获得Km(n+1)和加权的m-

循环的副本，Cm(n+1)。一个m-循环和一个加权m-循环如图 1所示。因此，我们
将Km(n+1)分解为 m−1

2
加权的m-周期，当m ≥ 3为奇数时是Cm(n+1)。我们还

有将Km(n+1)分解为 I(n+1)和 m−2
2
加权的m-周期，Cm(n+1)，对于偶数m ≥ 4。

令 Ck
m(n+1)表示 kth加权的m-圈。如果m ≥ 3是奇数，则 i ∈ {1, 2, . . . , m−1

2
}，

如果m ≥ 4是偶数，则 k ∈ {1, 2, . . . , m−2
2

}。注意所有 Ci
m(n+1)都有相同的顶

点集，但它们都是 Km(n+1)的互不相交的子图。

通过这种分解，我们现在将Kv = (Km(n+1))∪
( ⋃

x∈V (Km)

Kx
n+1

)
视为如下。

Kv = (Km(n+1)) ∪
( ⋃

x∈V (Km)

Kx
n+1

)

=


(
∪

m−1
2

k=1 Ck
m(n+1)

)
∪
( ⋃

x∈V (Km)

Kx
n+1

)
, if m is odd(

∪
m−2

2
k=1 Ck

m(n+1)

)
∪
( ⋃

x∈V (Km)

Kx
n+1

)
∪ (I(n+1)), if m is even

(2)
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图 1: 一个循环 Cm和一个加权循环 Cm(n+1)

3.1 几乎均匀可解析分解

对于顶点集为 V (G)× Zt的加权图 G(t)，令 J(G(t))是一个子图 G(t)，具

有 V (J(G(t))) = V (G(t))和边集 {{xi, yi} : {x, y} ∈ E(G), i ∈ Zt}。令 H =

G(t) − J(G(t))为顶点集为 V (G)×Zt且边集为 {{xi, yj} : {x, y} ∈ E(G), i, j ∈
Zt, i 6= j}的图。如果存在一个 (X,Y )−URD(H; r, s)，则我们说 G(t)具有一

个几乎均匀可解分解，记为 (X,Y )-AURD(G(t); r, s)。

在本节中，我们构造给定加权循环和一个加权边的 AURD。
假设 Cm = (0, 1, . . . ,m− 1)是一个m-循环，并且 Cm(n+1)是相应的带权

重的m-循环（权重为 n+ 1）。然后在 Cm中的边是有向边，例如，(x, x+ 1)

到 x ∈ {0, 1, 2, . . . ,m− 1}。顶点集为 Cm(n+1)是

V (Cm(n+1)) = V (Cm)× Zn+1

边集为 Cm(n+1)是

E(Cm(n+1) = {(xi, (x+ 1)j)|(x, x+ 1) ∈ E(Cm); i, j ∈ Zn+1}.

我们定义边 (xi, (x+ 1)j)的差为 d = j − i (mod n+ 1)。

我们的第一个结果给出了将 Cm(n+1)分解为 1因子的等价形式。然而，对

于我们来说，关键是我们要将其视为几乎均匀可解析分解。

引理 3.3. 存在一个 (K2, K1,n) − AURD(Cm(n+1); 2n, 0) 对于任何奇数 n 和

整数m ≥ 3。
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证明. 如果m ≥ 3是偶数，我们将通过以下方法构造一个 (K2, K1,n)−AURD(Cm(n+1); 2n, 0)。

不失一般性，假设 Cm = (0, 1, . . . ,m− 1)是m-循环。令 Cm(n+1)为带权重的

m-循环（权重为 n+ 1）。

如果 d ∈ {1, 2, . . . , n}是奇数，我们将按以下方式构造 Cm(n+1)的一对 1-
因子 B1a,d和 B1b,d。对于任意的 d，令

B1a,d ={((x)i, (x+ 1)i+d)|x ∈ Zm and even i ∈ Zn+1}

B1b,d ={((x)i, (x+ 1)i+d)|x ∈ Zm and odd i ∈ Zn+1}.

如果 d ∈ {1, 2, . . . , n} 是偶数，我们构造一对 1-因子 B2a,d 和 B2b,d 的

Cm(n+1)如下。对于任意的 d，令

B2a,d ={((x)i, (x+ 1)i+d), ((x+ 1)i+1, (x+ 2)i+d+1)| even x ∈ Zm and even i ∈ Zn+1}

B2b,d ={((x)i, (x+ 1)i+d), ((x+ 1)i+1, (x+ 2)i+d+1)| even x ∈ Zm and odd i ∈ Zn+1}

通过这种构造，对于给定的 d ∈ {1, 2, . . . , n}，我们得到两个包含所有差
值为 d的边的 Cm(n+1)的 1-因子。因为我们能够为每个 d构造两个 1-因子，所
以我们成功构造了一个 (K2, K1,n)− AURD(Cm(n+1); 2n, 0)。

如果m ≥ 3是奇数，我们将通过以下方法构造一个 (K2, K1,n)−AURD(Cm(n+1); 2n, 0)。

如果 n + 1 ≡ 2 (mod 4)，令 D = {1, 2, . . . , n}，并令 D′ = {d|d ≡ 3

(mod 4) and d ∈ D}。对于任何 d ∈ D′，我们将用两个偶数差 d− 1和 d + 1

匹配 d，以构建三对 1-因子 B3a,d和 B3b,d，B4a,d和 B4b,d，以及 B5a,d和 B5b,d

的 Cm(n+1)如下。对于每个 d ∈ D′，令

B3a,d = {((0)i, (1)i+d), ((x)i, (x+ 1)i+(d−1)), ((x+ 1)i+1, (x+ 2)i+1+(d−1))|

odd x ∈ Zm, even i ∈Zn+1}

B3b,d = {((0)i, (1)i+d), ((x)i, (x+ 1)i+(d−1)), ((x+ 1)i+1, (x+ 2)i+1+(d−1))|

odd x ∈ Zm, and odd i ∈Zn+1},
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B4a,d = {((1)i, (2)i+d), ((x)i, (x+ 1)i+(d+1)), ((x+ 1)i+1, (x+ 2)i+1+(d+1))|

x 6= 0, even x ∈ Zm, and even i ∈Zn+1}

B4b,d = {((1)i, (2)i+d), ((x)i, (x+ 1)i+(d+1)), ((x+ 1)i+1, (x+ 2)i+1+(d+1))|

x 6= 0, even x ∈ Zm, and odd i ∈Zn+1},

B5a,d = {((0)i, (1)i+(d−1)), ((1)i+1, (2)(i+1)+(d+1)), ((x)i, (x+ 1)i+d)|

x 6= 0, 1, x ∈ Zm, and even i ∈Zn+1}

B5b,d = {((0)i, (1)i+(d−1)), ((1)i+1, (2)(i+1)+(d+1)), ((x)i, (x+ 1)i+d)|

x 6= 0, 1, x ∈ Zm, and odd i ∈Zn+1}.

然后，对于任意给定的奇数 d ∈ D\D′，即 d ≡ 1 (mod 4)，我们构造一

对 1-因子 B6a,d和 B6b,d的 Cm(n+1)如下。对于每个 d ∈ D\D′，令

B6a,d ={((x)i, (x+ 1)i+d)|x ∈ Zm and odd i ∈ Zn+1}

B6b,d ={((x)i, (x+ 1)i+d)|x ∈ Zm and even i ∈ Zn+1}.

通过这种构造，对于给定的 d ∈ {1, 2, 3, . . . , n}，我们得到两个包含所有
差值为 d的边的 Cm(n+1)的 1-因子。因此，我们对任意的 n + 1 ≡ 2 (mod 4)

都有一个 (K2, K1,n)− AURD(Cm(n+1); 2n, 0)。

如果 n + 1 ≡ 0 (mod 4)，则令 D = {1, 2, . . . , n}。在这种情况下，D包

含奇数个偶数差。因此，为了将两个偶数差与一个奇数差配对，如同之前的

构造，我们将构建两个 1-因子 B7a,2和 B7b,2的 Cm(n+1)，这两个只包含差值为

d = 2的边。

B7a,2 = {((x)i, (x+ 1)i+2), ((x)(i+1), (x+ 1)(i+1)+2)|

x ∈ Zm, i ∈Zn+1, and i ≡ 0 (mod 4)}

B7b,2 = {((x)i, (x+ 1)i+2), ((x)(i+1), (x+ 1)(i+1)+2)|

x ∈ Zm, i ∈Zn+1, and i ≡ 2 (mod 4)}.

然后，D\{2}包含偶数个偶数差。现在，令 D′ = {d|d ≡ 1 (mod 4), d ∈
D, and d 6= 1}。对于任何 d ∈ D′，我们匹配两个偶数差 d − 1和 d + 1来构

造三个对 1-因子B8a,d和B8b,d，B9a,d和B9b,d，以及B10a,d和B10b,d的 Cm(n+1)
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如下：

B8a,d = {((0)i, (1)i+d), ((x)i, (x+ 1)i+(d−1)), ((x+ 1)i+1, (x+ 2)i+1+(d−1))|

odd x ∈ Zm and even i ∈Zn+1}

B8b,d = {((0)i, (1)i+d), ((x)i, (x+ 1)i+(d−1)), ((x+ 1)i+1, (x+ 2)i+1+(d−1))|

odd x ∈ Zm and odd i ∈Zn+1},

B9a,d = {((1)i, (2)i+d), ((x)i, (x+ 1)i+(d+1)), ((x+ 1)i+1, (x+ 2)i+1+(d+1))|

x 6= 0, even x ∈ Zm, and even i ∈Zn+1}

B9b,d = {((1)i, (2)i+d), ((x)i, (x+ 1)i+(d+1)), ((x+ 1)i+1, (x+ 2)i+1+(d+1))|

x 6= 0, even x ∈ Zm, and odd i ∈Zn+1},

B10a,d = {((0)i, (1)i+(d−1)), ((1)i+1, (2)(p+1)+(d+1)), ((x)i, (x+ 1)i+d)|

x 6= 0, 1, x ∈ Zm, and even i ∈Zn+1}

B10b,d = {((0)i, (1)i+(d−1)), ((1)i+1, (2)(p+1)+(d+1)), ((x)i, (x+ 1)i+d)|

x 6= 0, 1, x ∈ Zm, and odd i ∈Zn+1}.

然后，对于任意给定的奇数 d ∈ D\D′，我们构造 Cm(n+1)的一对 1-因子
B11a,d和 B11b,d如下：

B11a,d ={((x)i, (x+ 1)i+d)|x ∈ Zm and odd i ∈ Zn+1}

B11b,d ={((x)i, (x+ 1)i+d)|x ∈ Zm and even i ∈ Zn+1}

通过这种构造，对于给定的 d ∈ {1, 2, 3, . . . , n}，我们获得两个 1 因子

Cm(n+1)，它们包含所有具有差值 d的边。因此，我们对任何 n+1 ≡ 0 (mod 4)

都有一个 (K2, K1,n)− AURD(Cm(n+1); 2n, 0)。

因此，对于任意奇数 n > 1，存在一个 (K2, K1,n)−AURD(Cm(n+1); 2n, 0)。

引理 3.4. 存在一个 (K2, K1,n)−AURD(Cm(n+1); 0, n+1)对于任何奇数 n > 1

和整数m ≥ 3。
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证明. 假设 Cm = (0, 1, . . . ,m− 1)是m-循环，Cm(n+1)是加权的m-循环。我
们给出 n+ 1 n-星因子如下。对于每个 j ∈ Zn+1，令

Sj ={(xj; (x+ 1)j+1, (x+ 1)j+2, . . . , (x+ 1)j+n)|x ∈ Zm}.

然后，E(Cm(n+1))中差值为 d ∈ {1, 2, 3, . . . , n}的所有边在某个 Sj中恰好

出现一次。因此，对于任何奇数n > 1都存在一个 (K2, K1,n)−AURD(Cm(n+1); 0, n+

1)。

令m ≥ 4为一个偶数，并考虑顶点集 V (Km)×Zn+1上的加权图Km(n+1)。

令 I 是Km的一个 1-因子，具有 m
2
条边 {x, y} ∈ E(I)，并且 I(n+1)是对应的

加权 1-因子Km(n+1)。然后，对于每个 d ∈ {1, 2, . . . , n}，我们可以取以下 1因

子的 I(n+1)：

Bd ={{(x)i, (y)i+d}|i ∈ Zn+1}.

唯一没有出现的边是从 I(n+1) 到 J(I(n+1)) = {{xi, yi}|{x, y} ∈ E(I), i ∈
Z(n+1)}的边。因此，我们得到以下结果。

引理 3.5. 对于任何奇数 n > 1，存在一个 (K2, K1,n)− AURD(I(n+1);n, 0)。

由引理 3.3和引理 3.4，我们已经证明了 Cm(n+1) − J(Cm(n+1))可以分解

为 2n 1-因子或 n + 1 n-星因子。为了找到 Kv 的均匀可分解分解，我们现在

必须转向寻找 J(Km(n+1)) ∪
( ⋃

x∈V (Km)

Kx
n+1

)
的分解。

4 差值 0 和内部边

回顾，由引理 3.1和 3.2，Km(n+1)已按如下方式分解：

Km(n+1) =


(
∪

m−1
2

k=1 Ck
m(n+1)

)
, if m is odd(

∪
m−2

2
k=1 Ck

m(n+1)

)
∪ (I(n+1)), if m is even.

记每个加权循环为 Ck
m(n+1)，其中当m为奇数时为 1 ≤ k ≤ t与 t = m−1

2
，

而当m为偶数时则为 t = m−2
2
。回忆一下，所有Ck

m(n+1)都有相同的顶点集，但

它们都是 Km(n+1)的互不相交的子图。由于每个 Ck
m(n+1)都具有 (K2, K1,n)−

AURD(Cm(n+1); 0, n+1)分解或 (K2, K1,n)−AURD(Cm(n+1); 2n, 0)分解，因
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此 ∪t
k=1C

k
m(n+1)具有几乎均匀可分解为 r K2-因子和 s K1,n-因子的形式，其中

(r, s) ∈ J = {(r, s)|r = 2nx, s = (n+1)(t−x), for any non negative integer x ≤
t}。

回忆一下，加权图 Km(n+1) 的 AURD 存在当且仅当存在 H 的 URD 使

得 H = Km(n+1) − J(Km(n+1))。在引理 4.1和 4.2中，我们将把 H = Kv − H

分解为 1因子。注意 H = J(Km(n+1) ∪
( ⋃

x∈V (Km)

Kx
n+1

)
。

引理 4.1. 令 v = m(n + 1)为某个奇数 m ≥ 3，以及奇数 n ≥ 3。存在一个

(K2, K1,n)− URD(H;m+ (n− 1), 0)。

证明. 对于任意边 {x, y} ∈ Km，令 Rx,y = {{xi, yi}|i ∈ Zn+1} 表示来自
E(J(Km(n+1)) 的 n + 1 条边的集合。对于任意顶点 x ∈ V (Km)，令 Rx =

{{xi, xi+1}| even i ∈ Zn+1}表示来自 E(Kx
n+1)的边的集合。然后，对于每个

x ∈ Km，定义 Ax ∪Bx为 1因子的 H，如下所示：

Ax ={Rx−1,x+1, Rx−2,x+2, Rx−3,x+3, · · · , Rx−m−1
2

,x+m−1
2 }

Bx ={Rx}

这生成了m 1因子的H。注意，对于任意的 x ∈ V (Km)，Bx是Kx
n+1的一个 1

因子。由于 n+1是偶数，将Kx
n+1−Bx分解为 n−1 1因子是显而易见的。令Bk

x

为此分解中的 kth 1因子。然后对于 k = 1, 2, . . . , n−1，∪x∈V (Km)B
k
x给出了剩

余的 n−1 1因子的H。因此，存在一个 (K2, K1,n)−URD(H;m+n−1, 0)。

引理 4.2. 令 v = m(n+1)表示某个偶数m ≥ 4和某个奇数 n ≥ 3。存在一个

(K2, K1,n)− URD(H;m+ n− 1, 0)。

证明. 因为 m是偶数，存在一个 1-因子分解 Km，其中包含 m − 1 1-因子。
令 F1, F2, . . . , Fm−1 表示 m − 1 1-因子。对于每条边 {x, y} ∈ Fk，其中 k ∈
{1, 2, . . . ,m − 1}，令 Rx,y = {{xi, yi}|i ∈ Zn+1}是来自 J(Km(n+1))的边集。

然后，对于 k = 1, 2, . . . ,m − 1，定义 Ak = ∪{x,y}∈Fk
Rx,y 为 J(Km(n+1))的一

个 1-因子。这总共产生了m− 1 1-因子的 H。

对于任何 x ∈ V (Km)，存在一个 1-因子分解的 Kx
n+1，因为 n 是奇数。

令 F x
k 表示 kth 1-因子的 1-分解因子。然后，对于 k = 1, 2, . . . , n，定义 Bk =

∪x∈V (Km)F
x
k 是 ∪x∈V (Km)K

x
n+1的一个 1因子。因此，我们得到另一个 H 的 n

1 因子。
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5 结果

设 v = m(n+1)。回想我们在引理 3.2的公式 (2)中是如何看待Kv的。我

们将完成对 Kv 的分解，分别处理m为奇数和m为偶数的情况。

定理 5.1. 设 v = m(n + 1) 对于任何奇数 n ≥ 3 和任何奇数 m ≥ 3。存

在一个 (K2, K1,n) − URD(Kv; r, s)对于所有成对的 (r, s) ∈ J = {(r, s)|r =

2n`+ (m+ n− 1), s = (n+ 1)(m−1
2

− `)，其中任意一些非负整数 ` ≤ m−1
2

}。

证明. 回顾引理 3.2之后的讨论，我们将 Kv 视为：

Kv = (Km(n+1)) ∪
( ⋃

x∈V (Km)

Kx
n+1

)

=

( m−1
2⋃

k=1

Ck
m(n+1)

)
∪
( ⋃

x∈V (Km)

Kx
n+1

)
根据引理 3.3和引理 3.4，每个Cm(n+1)都可以分解为一个 (K2, K1,n)−AURD(Cm(n+1); 2n, 0)

或一个 (K2, K1,n)−AURD(Cm(n+1); 0, n+1)。设 `（带有 0 ≤ ` ≤ m−1
2
）为选

择 (K2, K1,n)−AURD(Cm(n+1); 2n, 0)中的加权m环的数量。然后，(m−1
2

− `)

个加权环将被选择以具有 (K2, K1,n)−AURD(Cm(n+1); 0, n+1)。通过这种方

法，我们获得 2n` 1-因子和 (n+1)(m−1
2

− `) n-星因子。然后，由引理 4.1，我
们得到 (m+ n− 1)个更多的 1-因子，这完成了分解。

定理 5.2. 令 v = m · (n + 1)对任意奇数 n ≥ 3和任意偶数 m ≥ 4成立。存

在一个 (K2, K1,n) − URD(Kv; r, s)满足所有成对的 (r, s) ∈ J = {(r, s)|r =

2n`+(m+2n−1), s = (n+1)(m−2
2

−`)条件，对于任意非负整数 0 ≤ ` ≤ m−2
2

}。

证明. 回顾引理 3.2之后的讨论，我们将 Kv 视为：

Kv = (Km(n+1)) ∪
( ⋃

x∈V (Km)

Kx
n+1

)

=

( m−2
2⋃

k=1

Ck
m(n+1)

)
∪
( ⋃

x∈V (Km)

Kx
n+1

)
∪ (I(n+1))

根据引理 3.3和引理 3.4，每个Cm(n+1)都可以分解为一个 (K2, K1,n)−AURD(Cm(n+1); 2n, 0)

或一个 (K2, K1,n)−AURD(Cm(n+1); 0, n+1)。设 `（带有 0 ≤ ` ≤ m−2
2
）为选

择一个 (K2, K1,n)−AURD(Cm(n+1); 2n, 0)的加权m-循环的数量。然后，将有
(m−2

2
− `)加权循环被选中以具有一个 (K2, K1,n)−AURD(Cm(n+1); 0, n+ 1)。
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通过这种方法，我们获得 2n` 1-因子和 (n+ 1)(m−2
2

− `) n-星因子。由引
理 3.5，I(n+1) 具有一个 (K2, K1,n) − AURD(I(n+1);n, 0)，因此这产生了更多

的 n1-因子。然后，由引理 4.2，我们得到更多 (m+ n− 1)个 1-因子，这完成
了分解。

由引理 5.1，设 n ≥ 3为奇数且 m ≥ 3为奇数。我们提供了一个解的存

在性问题解决方案，当 r ≥ m+ n− 1时存在 (K2, K1,n)−URD(Kv; r, s)。由

引理 5.2，如果 n ≥ 3是一个奇数且 m ≥ 4是一个偶数，我们提供了一个当

r ≥ m+ 2n− 1时存在 (K2, K1,n)− URD(Kv; r, s)的解。

由于我们的构造需要一个包含 m个顶点的环的形式，m必须不小于 3。

如果 m < 3，则不存在 Cm，我们无法使用我们的构造。其次，如果 m是奇

数，我们的构造需要最少m+n− 1 1-因子。类似地，如果m是偶数，我们的

构造需要最少m+2n− 1 1-因子。因此，以下情况被排除在我们的结果之外。

• v = (n+ 1) 和 v = 2(n+ 1)。

• 任何 (r, s)对具有奇数m ≥ 3的 r < m+ n− 1。

• 任何 (r, s)对与偶数m ≥ 4的 r < m+ 2n− 1。
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