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赫里孔是三维电子系统中存在静态磁场时的横向电磁模式。这些模式已在各向同性或单韦尔半金属
(sWSMs)中提出 (Francesco M.D. Pellegrino等人, Phys. Rev. B 92, 201407(R) (2015))。在这项工
作中，我们扩展了我们的研究以探讨无能隙多韦尔半金属 (mWSMs)中的赫里孔模式，并讨论与单韦
尔半金属相比出现的差异。

I. 介绍

赫里孔波是低频、圆偏振的横向电磁波，在静态
磁场中的三维导电介质中传播 (B)[1–3]。在常规金属/
等离子体中，它们遵循二次色散关系。[4]

ω =
k2B

µ0nee
(1)

其中 ne是电子密度，k 是波矢量。Helicons 强烈地耦
合到等离子体子（集体电荷振荡）上，导致 helicon-
等离子体子极化激元：一种具有可调频率和光学导电
率中异常吸收峰的新混合模式。

外尔半金属是一种三维拓扑物质状态，在这种状
态下，导带和价带在有限数量的节点处接触，这些节点
被称为外尔节点 [5–10]。每个外尔节点可以视为 k空间
中的一个单极子，携带拓扑电荷 n=1。外尔半金属具
有费米弧表面态，连接两个外尔节点 [3]的表面投影。
由于其拓扑磁电效应，外尔半金属在外尔方程中引入
了一个轴子项 θ(E · B)，改变了赫利孔色散。[11]

ω ∼ k2B

µ0nee
+ k (2)

第二项源于拓扑 θ 项。这项工作研究了包含轨道磁矩
(OMM)[11]的各向同性或单个WSMs。可以将 OMM
视为 Bloch 波包的自旋，并在外部磁场 [12] 下修改
Bloch 电子的能量。轨道矩 ms(k) 和分布函数的各向
异性贡献。Weyl 半金属中的螺旋波是拓扑电动力学
的一个丰富测试平台，将凝聚态物理学与电磁波理论
相结合。它们独特的性质——受手征异常、Berry 曲

率和轴子场支配——使新型设备概念成为可能，同时
也提出了引人深思的理论挑战。由于伪场（例如，应
变诱导规范场）而修改了 Weyl 半金属中的螺旋模式
refres伪螺旋波 [13]。

在本文中，我们将相应的研究扩展到多WSMs（更
高的拓扑电荷大于一）的情况。多WSMs可以被认为是
由相同手性的多个Weyl点合并而成，在 k空间中产生
各向异性的色散关系 [7, 8, 14]。多WSMs表现出一些
有趣的输运现象 [15–22]。我们观察到在多WSMs（拓
扑荷 J=2,3）中的 helicon模式具有与各向同性WSM
（拓扑荷 J=1）相同的一次和二次色散关系，但它们被
相应的等离子体频率 ωp,J 重正化。我们还获得了磁感
应频率 ωcJ 关于磁场 B的平方项表达式。

II. 模型哈密顿量和半经典玻尔兹曼方法

麦克斯韦方程组由于轴子项 θ(r, t) = 2(b · r− b0t)

而产生的修改，其中 b(b0)表示动量（能量）空间中节
点的分离 [11, 23]

L =
1

8π
(E2 −B2)− ρϕ+ J · A + Lθ (3)

其中
Lθ = − α

4π2
θ(r, t)E · B (4)

其中 α = e/(h̄c) ≈ 1/327 是通常的精细结构常数，
θ(r, t) = 2(b · r− b0t)是轴子角度。轴子项 θ(r, t)修改
了麦克斯韦方程组中的两个方程。

∇ ·D = (ρ+
α

2π2
b · B) (5)
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∇ ·B = 0 (6)

∇×E = −1

c

∂B

∂t
(7)

−∂ D
∂t

+∇× B =
4π

c
(J− α

2π2
b×E+

α

2π2
b0B) (8)

因此，电场传播的波动方程被修改为

−εb
∂2E
∂2t

−∇×∇×E) =
∂J

∂t
− α

π
b× ∂E

∂t

−α

π
b0∇×E (9)

在具有手性 χ和贝里单极子电荷大小为 J 的节点
点附近，低能量有效连续哈密顿量由 [24–26]给出

H(k) = ds(k) · σ , (10)

其中 k⊥ =
√
k2
x + k2

y 且 φk = arctan(ky

kx
)

ds(k) =
{
αJ k

J
⊥ cos(Jφk), αJ k

J
⊥ sin(Jφk), s vF kz

}
,(11)

其中σ = {σx, σy, σz}是通常的泡利矩阵，s ∈ {1,−1}
表示节点的手性，而 vF（v⊥）是在 z方向（xy平面）
上的费米速度。哈密顿量的本征值由

εk =
√
α2
J k

2J
⊥ + v2z k

2
z , (12)

给出，其中值 1（−1）对于 s 表示传导（价）带。我
们注意到，通过设定 J = 1和 α1 = vz，我们可以恢复
WSM 的线性和各向同性性质。对于单个外尔节点给
定的手性 s = ±，在平衡状态下的半经典玻耳兹曼方
程可以写为

∂f̃ s

∂t
+ k̇.

∂f̃ s

∂k
+ ṙ.

∂f̃ s

∂r
= 0 (13)

这里，f̃ s是电子分布函数。
在存在静态磁场 B和时变电场 E的情况下，半经

典运动方程是

_r =
1
h̄∇K~εs

k −_k × s
k (14)

h̄k̇ = −eE − eṙ ×B (15)

其中 -e 是电子电荷，E和 E分别是外部电场和磁场。
Ωs

k是贝里曲率，而 ε̃sk = εsk−ms
k ·B与由半经典“自旋”

引起的轨道磁矩ms(k)相关。方程 (14)右边的第一项
是 vs

k = 1
h̄
∇pε̃

s
k，它是由一个有效的能带色散 ε̃s(k)定

义的。在拓扑金属如WSMs中，这个量由于固有的轨
道矩而获得了一项，即 ε̃sk = εsk − ms

k · B，而ms
k 是

由半经典“自旋”引起的轨道矩。Ωs
k 这一项是 Berry

曲率。[12, 27, 28]

Ωs
k = Im[〈∇ku

s
k| × |∇ku

s
k〉] (16)

ms
k = − e

2h̄
Im[〈∇ku

s
k| × (HJ(k)− εsk)|∇ku

s
k〉](17)

其中 |us
k〉满足方程 HJ(k)|us

k〉 = εsk|us
k〉

Berry曲率和多WSMs轨道磁矩的一般表达式为
[25]

Ωs
k = ±s

2

JvFα
2
Jk

2J−2
⊥

β3
k,s

{kx, ky, Jkz} (18)

m±
k,s =

s

2

eJvFα
2
Jk

2J−2
⊥

h̄β2
k,s

{kx, ky, Jkz} (19)

其中，在 mWSMs 的情况下，为 βk,s =√
α2
Jk

2J
⊥ + v2

Fk
2
z。

从这些表达式中，我们立即观察到恒等式

mk,s = − e εk Ω
s
k . (20)

虽然 BC的符号随 s变化，但 OMM不会变化。
通过求解这些耦合方程（14）和（15），可以得到

ṙ =
1

h̄D

[
∇ kε̃k + eE × s

k +
e
h̄(∇k~εs

k · s
k)B

]
(21)

k̇ =
1

h̄D
[−eE −∇kε

s
k × B − e2

h̄ (E · B)s
k] (22)

其中因子 D = 1 + e
h̄
(Ωs

k ·B)修改了相空间体积。

方程（13）可以通过将分布函数在电场中展开为线
性幂来求解：

f̃ s = f̃ s
0 + f̃ s

1e
−iωt (23)

其中 f̃ s
1 是关于 E的线性，并被参数化如下

f̃ s
1 = −∂f̃ s

0

∂εsk
(X−e

iφ +X+e
−iφ +X0) (24)
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f̃ s
0 (ε

s
k)可以在低磁场下展开为 [11]

f̃ s
0 (ε̃

s
k) = f̃ s

0 (ε
s
k −ms

k ·B)

' f̃ s
0 (ε

s
k)−ms

k ·B ∂f̃ s
0 (ε

s
k)

∂εsk
(25)

由式 (21)和式 (24)，时间 t的电流密度表达式为

j1 = − e

(2π)3

∫
d3k

[
~vs
k +

e

h̄
(Ωs

k · ~vs
k)B

]
f̃ s
1 (26)

上述方程可以在频率空间 ω中表示为

ja(ω) = σab(ω)Eb(ω) (27)

为了包含 OMM和 BC的影响，我们首先定义量

ε̃sk = εsk −ms
k ·B (28)

= εsk + εm,s
k (29)

带有

εm,s
k = −Bs · ms(k)

k空间中的速度定义为

vs(k) ≡ ∇kε̃sk = v(0)(k) + v(m)
s (k) (30)

v(m)
s (k) = ∇kε

m,s
k (31)

其中，εm,s
k 是由于 OMM引起的能量的 Zeeman类校

正，vs(k) 是在包含 εm,s
k 后的 Bloch 电子的修改带速

度，而 D是由于非零 BC导致的相空间体积元素的修
正因子。我们的弱磁场极限意味着

e |B ·Ωs
k| � 1. (32)

将方程插入在公式 (13) 中，我们发现 (23) 和 (24)

X± =
e

2D

k⊥(Ex ± iEy)

i[ω ± eBk⊥
Dk⊥

]
(33)

=
e

2D

k⊥(Ex ± iEy)

i[ω ± ωcJ ]
(34)

其中 ωcJ = eBk⊥
Dk⊥

是 m-WSMs 的旋磁频率的一般表达
式，J 表示拓扑荷。旋磁频率的二阶 B 表达式为

ωc1 = Bev2F/εF − sB2e2v4F cosφ/(2ε3F ) (35)

ωc2 = 2Beα2 sinφ+ 4sB2e2α2
2 cos3 φ/εF (36)

ωc3 = 3Beα
2/3
3 ε

1/3
F sin4/3 φ

+ 9sB2e2α
4/3
3 ε

−1/3
F cosφ(4 cos2 φ+ sinφ) (37)

其中 εF 表示多 WSMs 的费米能。

X0 =
eEz

iωD
[ ˜vkz + eB(Ωs

k · ṽs
k)] (38)

利用关于 z 轴的方位对称性，我们利用由 [26]定
义的柱坐标

kx = k⊥ cosφ , ky = k⊥ sinφ , and kz = kz , (39)

其中 k⊥ ∈ [0,∞)和 φ ∈ [0, 2π)。我们可以将速度分量
（x和 y）重写为

vskx
= vsk⊥

cosφ, vsky
= vsk⊥

sinφ (40)

在下一步中，我们通过坐标变换

vsk⊥
= J

α2
Jk

2(J−1)+1
⊥
ε(k) (41)

+ seBJ2vFα
2
Jkzk

2(J−2)+1
⊥

(v2Fk
2
z(J − 1)− α2

Jk
2J
⊥ )

ε(k)4

(42)

将变量从 (k⊥, kz)更改为 (εk, ϕ)

k⊥ =

(
εk
αJ

sinϕ

)1/J

, kz =
εk
vF

cosϕ, (43)

其中 εk ∈ [0,∞)和 ϕ ∈ [0, π)。变换的雅可比矩阵是

J (εk, ϕ) = 1
JvF sin ϕ

(
εk sin ϕ

αJ

)1/J

，从而得到多 WSMs
纵向电导率 σJ

zz 的解析表达式。

σ1
zz(ω) = i

e2

120π2vFωεF
(13B2e2v4F + 20ε4F ) (44)

σ2
zz(ω) = i

e2

4π2ω
(
B2e2πvFα2

8εF
+

πvF εF
4α2

) (45)

和



4

σ3
zz(ω) = i

e2vF
41496π3/2( εF

α3
)2/3ωΓ(1/3)

(
−81B2e2(2

√
3π + 19Γ(1/3)Γ(2/3))

Γ(7/6)
+

1729(εF/α3)
4/3Γ(1/3)2

Γ(11/6)

)
(46)

上述组件已在图中绘制。(1) 用于图注释中提到的参 数。在低频极限下，横向导电性的解析表达式是不可
能存在的。

σ(2)
xx (ω) = − e

8π2

∞∫
−∞

dkz

∞∫
0

k⊥dk⊥

π∫
0

dφ
e

2D
v2⊥ cosφ2

( 1

i[ω + eBv⊥
Dk⊥

]
+

1

i[ω − eBv⊥
Dk⊥

]

)(
−∂f s

0

∂εsk

)
(47)

σ(2)
xy (ω) = − e

8π2

∞∫
−∞

dkz

∞∫
0

k⊥dk⊥

π∫
0

dφ
e

2D
v2⊥ cosφ2

( 1

i[ω + eBv⊥
Dk⊥

]
− 1

i[ω − eBv⊥
Dk⊥

]

)(
−∂f s

0

∂εsk

)
(48)

我们对上述方程进行了数值求解，直到 B 的二次幂，
并在图 (2) 和图 (3) 中绘制了结果。方程 (37) 中 B 的
主导幂次确定了回旋频率 ω0

c1 = 5.68125× 10−5,ω0
c2 =

7.0902×10−5 sinφ,ω0
c3 = 3.49896×10−4 sinφ4/3的值。

我们可以看到，随着拓扑荷的增加，回旋频率的主要
部分在减小。这些回旋频率值的不同区分了多WSMs。

接下来，我们定义电介质张量

εlm = δlmεb +
4πi

ω

[
σlm − εlmn

αc

2π2

(
bn − qn

b0
ω

)]
(49)

其中 εlmn 是 Levi-Civita 反对称张量，指标 l, m 和 n
遍历笛卡尔坐标 x, y 和 z。上述方程可以与波动方程
结合给出以下关系(ck

ω

)2

− 2α

πcω

(
bz −

b0k

ω

)
= εb +

4πi

ω
(σxx − iσxy)(50)

我们可以看到，多 WSM 的电导率的横向部分与其色
散关系不同。然而，线性和二次 k 功率保持不变，如
同单 WSM 的情况 [11]。色散关系已在图中绘制。(4)
我们现在将计算在 B = 0 处的有能隙集体模式。

在长波极限下，我们发现三个有能隙模式 Ωλ(q)随着
λ = 1, 2, 3给出由

Ω1,J(k = 0) = ω−,J (51)

Ω2,J(k = 0) = ωp,J/
√
εb (52)

Ω3,J(k = 0) = ω+,J (53)

其中 ω±,J = αcb/(πεb)±
√
(αcb)2/(πεb)2 + ω2

p,J/εb 具
有 b =| b |

其中 ωp,J 定义了多WSM中的等离子体频率。

ω2
p,1 =

4e2ωc12

3πh̄vF
(54)

ω2
p,2 =

πe2vF
4α2

2h̄
(55)

ω2
p,3 =

2

9

√
πe2vFω

2/3Γ(1/3)

22/3α
2/3
3 h̄Γ(11/6)

(56)

因此，多层 WSMs 中电磁响应中的轴子项消除
了 k=0 处三个带隙集体模式的简并。这些模式可以通
过它们对应的等离子频率 ωp,J 来区分。

III. 结论

总结来说，我们从半经典玻尔兹曼输运理论出发
研究了三维多重 Weyl 半金属中的赫利孔模式，并包
含了或我们已经计算出了电导张量纵向部分的解析表
达式。电导横向部分可以通过数值方法来计算。这些
横向分量固定了多重WSMs的旋衡频率，我们发现这
种频率在三重 WSM 中最低，在单重 WSM 中最高。
由于多WSMs电磁响应中的轴子项的存在，k=0处三
种带隙集体模式的简并性被解除。可以通过它们各自
的等离子体频率 ωp,J 来区分这些模式。我们的工作可
以在未来的实验中通过赫利孔模式的不同来区分多重
WSMs。
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图 1. 纵向光学电导率的频率依赖性在 B = 3时的情况。其他参
数取为 vF = 0.005,µ= 0.4,α2 = 3.9×10−5和 α3 = 2.298×10−6
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