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闭子函子通过外三角范畴中 3× 3-引理性质的刻画

JUAN C. CALA AND SHAIRA R. HERNÁNDEZ

摘要. 给定一个外三角范畴 (C,E, s)，我们引入了 3× 3-引理性质用于 E的子函子，
并证明一个加性子函子 F在 E中是闭的，当且仅当它满足这个条件。这个特征化将
A. Buan (针对阿贝尔范畴)的一个众所周知的结论扩展到外三角范畴。作为这个结

果的应用，我们得到一个新的等价条件来描述 C 中的饱和适当类 ξ。

介绍

在 [7]中，M.Butler和G.Horrocks引入了加性双函子 Ext的子函子的概念，在
阿贝尔范畴的背景下。他们的主要贡献是通过子函子建立了一个进行相对同调代数
的框架。更确切地说，为了实现这一目标，他们定义了闭子函子的概念。这种做法
与D.Buchsbaum在 [4, 5]中之前探讨的思想有关，他展示了如何相对于满足某些公
理的态射类进行相对同调代数。

另一方面，根据 D. Quillen 在 [18] 中引入的精确范畴定义，Dräxler 等人 [9,

Proposition 1.4]建立了闭子函子与精确结构之间的联系。在此基础上，A. Buan[3,

Lemma 2.2.1]利用 3× 3-引理性质对闭子函子进行了表征，采用了来自精确范畴理
论的高级技术，如 Freyd – Mitchell嵌入定理 [16, Appendix A]。值得注意的是，
D. Buchsbaum[5]和 J. Fisher[11]等人已经意识到这一属性的有用性，但他们不熟
悉这种特征化。最近，J. Cala[8, Theorem 3.18]仅使用交换范畴理论中的基本方法
证明了这一结果。

作为交换、精确和三角范畴的常见推广，H. Nakaoka和 Y. Palu在 [17]中引入
了所谓的外三角范畴。此外，类似于精确范畴（在Quillen的意义上）公理化来自交
换范畴的扩张封闭子范畴，它们为三角范畴的扩张封闭子范畴提供了公理框架。因
此，在近年来，几个概念和构造已经被推广到这个新的背景下。

关于高维模拟三角范畴的相对理论，即 n-exangulated范畴，在 [12, Section 3]

中由M. Hershend、Y. Lui和 H. Nakaoka进行了研究。他们的结果包含了通过设
置 n = 1的模拟三角范畴（见 [12, Proposition 4.3]）。因此，对于一个外三角范畴
(C,E, s)，[12, Proposition 3.16]提供了几个等价条件，用于判断一个加法子函子 F
是否为 E的闭子函子。特别是，它表明闭子函子正好是那些对于 F ⊆ E而言 (F, s|F)
给出 C 的外部三角结构的地方，其中 s|F 是将 s限制到 F扩展。因此，闭子函子提
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供了一种从给定的外部三角结构构造新外部三角结构的一般方法。这已经激发了多
项工作的研究，参见例如 [1, 10, 15, 19, 20]。

另一方面，由 J. Hu、D. Zhang和 P. Zhou在 [13]中引入的 E-三角形的适当类
已被用于研究精确和三角范畴中存在的不同概念，但现在应用于外三角范畴，例如
[13, 14, 21]。这推广了 A. Beligiannis在 [2]中考虑某些类别的三角形以发展三角范
畴中的相对同调代数的想法。从A. Sakai的工作 [19]我们知道，E的闭子函子与 E-

三角形的适当类之间存在一一对应关系。这意味着在研究外三角范畴中的相对理论
时，两种方法是相同的。

一个自然的问题是，是否可以通过类似 A. Buan 在阿贝尔范畴中采用的 3Œ3

引理性质来刻画 E的闭子函子。据我们所知，目前没有适用于外三角范畴的 Freyd

– Mitchell嵌入定理版本，并且在这个上下文中普遍性质的独特性不成立。这些限
制阻碍了直接采用 A. Buan [3]和 J. Cala [8]使用的方法。本工作的目标是通过仅使
用外三角范畴中闭子函子的基本性质来证明这一问题的肯定回答。

论文组织结构. 在第 1节中，我们回顾了一些关于 extra三角范畴的定义和性质来
自 [17]。我们包括了某些无需证明的结果，这些结果将在我们主要结果的证明中使
用。另一方面，给定一个外三角范畴 (C,E, s)，我们回顾定义 1.2中的 [12]所述的
函子 F成为函子 E的子函子意味着什么，并在命题 1.4中回顾了 E的闭合子函子与
(C,E, s)的相对外三角结构之间的关系。

在第 2节中，对于给定的外三角范畴 (C,E, s)，我们在定义 2.2中介绍了子函子
F对 E的 3× 3-引理性质，并陈述了我们的主要结果，即闭合子函子 F对于 E正好
是那些具有 3× 3引理性质的。最后，我们看到这个想法如何融入在 [13, 19]中发展
的真类理论。

惯例. 在整个论文中，C 表示一个加性范畴。我们用 A ∈ C 来表示 A是 C 的一个对
象。给定 A,B ∈ C，我们将 HomC(A,B)表示为从 A到 B在 C 中的态射的交换群。
最后，Set和 Ab分别表示集合范畴和交换群范畴。

sectionsection=0 SUBSECTIONSECTION=0 1. 预备知识

外三角范畴和术语。让我们简要回顾一些重要概念并建立本文将使用的符号。关于
这些概念和与 extra-triangulated范畴相关的性质的更多细节，我们请读者参考 [17,

Sections 2 and 3]。
一个外三角范畴包含一个三元组 (C,E, s)，其中 C 是一个加性范畴，E : Cop ×

C → Ab是一个加性双函子，并且 s是一个满足某些公理的 E的加法实现（详情见
[17, Definition 2.12]）。一个 E-扩展是一个三元组 (A, δ, C)，其中 A,C ∈ C 和 δ ∈
E(C,A)。我们简单地说 δ是一个 E-扩展，指的是对于某个A,C ∈ C有 δ ∈ E(C,A)。
对于每一个 a ∈ HomC(A,A′)和 c ∈ HomC(C

′, C)，我们使用符号 a · δ和 δ · c分别
表示 E(C, a)(δ)和 E(c, A)(δ)。给定 δ ∈ E(C,A)和 δ′ ∈ E(C ′, A′)，从 δ到 δ′ 的 E-
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扩展的态射是一对态射 a ∈ HomC(A,A′)和 c ∈ HomC(C
′, C)，使得 a · δ = δ′ · c。在

这种情况下，我们写 (a, c) : δ → δ′。
实现 s的 E将任何 δ ∈ E(C,A)分配到一个同构类 s(δ) = [A

x−→ B
y−→ C]中，

该同构类是一个在 C 中的态射序列（参见 [17, Definitions 2.7 and 2.9]）。在这种情
况下，我们说 A

x−→ B
y−→ C 实现 δ ，并将其称为一个 s-混同。此外，我们说这对

(A
x−→ B

y−→ C, δ)是一个 E-三角形，我们将其表示为 A
x−→ B

y−→ C
δ

99K。对于零元
素 0 = 0(C,A) ∈ E(C,A)，我们说 A

x−→ B
y−→ C

0
99K是一个分割 E -三角形。因此，

由于 s是可加的，我们得到了任意 A,C ∈ C 的分裂 E-三角形 0 → C
1C−−→ C

0
99K和

A
1A−−→ A → 0

0
99K。设 s(δ) = [A

x−→ B
y−→ C]和 s(δ′) = [A′ x′

−→ B′ y′

−→ C ′]。我们
说一个由形如 (a, b, c)的态射组成的三元组在 C 实现 (a, c) : δ → δ′ 中成立，如果
bx = x′a和 cy = y′b成立。三元组 (a, b, c)被称为一个 E-三角形的态射，并用以下
的交换图表示

A B C

A′ B′ C ′ .

x

a

y

b

δ

c

x′ y′ δ′

以下结果在证明我们的主要结论中将是有用的。

命题 1.1. [17, Proposition 3.15] 令 (C,E, s)为一个外三角范畴。令 A1
x1−→ B1

y1−→
C

δ1
99K和 A2

x2−→ B2
y2−→ C

δ2
99K为任意一对 E-三角形。然后，存在一个交换图的 E-

三角形

A2 A2

A1 M B2

A1 B1 C

m2 x2

m1 e1

e2

δ1·y2

y2

x1 y1

δ2·y1

δ1

δ2

(1.1)

满足条件m1 · δ1 +m2 · δ2 = 0.

闭子函子。以下，我们回顾了 E的闭子函子的概念并建立了一些相关的记号。

定义 1.2. [12, Definition 3.7]令 (C,E, s)为一个扩张范畴。若函子 F : Cop ×C → Set
满足以下条件，则称为子函子 E：

(1) F(C,A) ⊆ E(C,A)对于所有 A,C ∈ C.
(2) F(cop, a) = E(cop, a) |F(C,A)成立，对于任意的 c ∈ HomC(C

′, C)和HomC(A,A′)。

在这种情况下，我们记作 F ⊆ E。如果另外，对于任何 C,A ∈ C，F(C,A) 都是
E(C,A)的一个阿贝尔子群，则我们说 F是 E的一个加性子函子。
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令 F为 E的一个加性子函子。对于实现 s的 E，我们将 s|F 定义为 s在 F上的
限制，即对于任何 F-扩展 δ，有 s|F(δ) := s(δ)。因此，我们说 A

x−→ B
y−→ C 是一个

s|F-综合，而 A
x−→ B

y−→ C
δ−→是一个 F-三角形，如果 A

x−→ B
y−→ C 实现了一个 F-

扩张 δ。在这种情况下，x : A → B 和 y : B → C 分别称为 s|F-通胀和 s|F-减压。

定义 1.3. [12, Definition 3.10]令 F为 E的加性子函子。

(1) F是右端闭合，如果对于任何 s|F-组合 A
x−→ B

y−→ C 和 X ∈ C，序列

F(X,A)
F(X,x)−→ F(X,B)

F(X,y)−→ F(X,C)

在 Ab中是正合的。
(2) F是左侧闭合，如果对于任意的 s|F-混合 A

x−→ B
y−→ C 和 X ∈ C，序列

F(C,X)
F(y,X)−→ F(B,X)

F(x,X)−→ F(A,X)

在 Ab中是精确的。

我们说 F是关闭，如果它既在右边闭合也在左边闭合（见 [12, Lemma 3.15]）。

以下闭子函子的特征是 [12, Section 3.2]的主要结果。这表明研究 E的闭子函
子的重要性，因为它们诱导相对外三角结构。

命题 1.4. [12, Proposition 3.16]令 (C,E, s)为一个扩张范畴。对于任何加性子函子
F为 E的，以下条件是等价的。

(1) F是闭合的。
(2) s|F-膨胀类在复合下是封闭的。
(3) s|F-压缩类在复合下是封闭的。
(4) (C,F, s|F)是一个外三角范畴。

sectionsection=0 SUBSECTIONSECTION=0 2. 主要结果

我们从介绍子函子的所谓 3 × 3-引理性质开始，这些子函子属于外三角范畴
(C,E, s)中的 E，并研究其与闭合条件的关系。以下结果对本工作的其余部分起着重
要作用，因此我们在此包括其证明。

引理 2.1. 令 (C,E, s)是一个外三角范畴，F是 E的加性子函子，并且 A
f−→ B

g−→
C

δ
99K是一个 E-三角形。然后，f 是一个 s|F-膨胀，当且仅当 g是一个 s|F-收缩。

证明. 如果 f 是一个 s|F-膨胀，则存在一个 F-三角形 A
f−→ B

g′

−→ C ′ η
99K。由 (ET3)，

存在一个从 c : C → C ′ 到 C 的态射，使得下图可交换

A B C

A B C ′ ,

f g δ

c

f g′ η
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然后是 η · c = δ。由于 F是一个加法子函子，我们有 δ ∈ F(A,C)，因此 g 是一个
s|F-通缩。对偶地，逆蕴含也成立。 �

以下定义建立了在扩张三角范畴中与 3 × 3引理性质的类比。这个概念最初出
现在 abelian范畴中的 [3]。

定义 2.2. 令 (C,E, s)是一个外三角范畴，并且令 F是 E的一个加性子函子。我们说
如果对于每一个交换图中的 E-三角形

A B C

D E G

H I J

a

i

b

j

ε1

c

d

k

e

l

ε2

f

g

η1

h

η2

ε3

η3

其中 (i, j, c)是 E-三角形的态射，如果所有的列和外部行都是 F-三角形，则中间的
行也是一个 F-三角形，那么 F具有 3× 3-引理性质。

如我们在上一节中提到的，研究闭子函子 E是相关的，因为它们诱导相对外三
角结构。3× 3引理性质允许我们添加另一个等价条件到命题 1.4中给出的那些条件
中，这将 [3, Lemma 2.2.1]推广到了外三角范畴的上下文中。

定理 2.3. 令 (C,E, s)是一个拓展三角范畴。对于任何加性子函子 F的 E，以下条件
是等价的。

(1) F具有 3× 3-引理性质。
(2) F是闭合的。

证明. (1) ⇒ (2) 根据命题 1.4，只需证明 s|F-挠元类在合成下是封闭的。设 A
a−→

B
b−→ C

δ
99K和 D

d−→ E
e−→ B

η
99K是两个 F-三角形。由 (ET4)op，存在一个交换图中

的 E-三角形

D D

G E C

A B C

f d

g e

θ

a

µ

b

η

δ
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，使得 g · θ = δ和 η · a = µ。此图可以扩展为如下通勤的 E-三角形：

D D 0

G E C

A B C

f d

00,D

g e

θ

a

µ

b

η

δ

0C,0

(2.1)

由于 µ = η · a是一个 F-扩张，那么在图 (2.1)中所有列以及第一行和第三行都是 F-

三角形。给定 F具有 3× 3引理性质，因此 G −→ E
be−→ C

θ
99K是一个 F-三角形，从

而使得态射 be是一个 s|F-通缩。
(2) ⇒ (1)。令 F是 E的一个闭子函子。假设我们有一个交换图的 E-三角形

A B C

D E G

H I J

a

i

b

j

ε1

c

d

k

e

l (∗)

ε2

f

g

η1

h

η2

ε3

η3

(2.2)

其中 ε1, ε3, η1, η2, η3都是 F-扩张，并且使得 i ·ε1 = ε2 ·c。为了看出D
d−→ E

e−→ G
ε2
99K

是一个 F-三角形，我们将证明 d是一个 s|F-膨胀。
根据命题 1.1的对偶，我们有以下交换图

A B C

D M C

H H

a

i

b

q

ε1

u

k

x

p

i·ε1

η1 a·η1

.
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现在由于 F是 E的加性子函子，因此 i · ε1 ∈ F(C,D)和 a · η1 ∈ F(H,B)。
另一方面，由 (ET4)op，我们有一个交换图

D D

M E J

C G J

u d

v

x

y

e

θ

c

ε2·c=i·ε1
f

ε2

η3

.

注意在图 (2.2)中的可换性 (∗)产生 y = fe = hl。给定 F是闭合的，且 h,l都是 s|F-

降解，根据命题 1.4可知 y = hl也是一个 s|F-降解，因此从引理 2.1可得 v 是一个
s|F-膨胀。现在我们得到 d = vu是由 s|F-膨胀组成的，这再次根据命题 1.4意味着 d

是一个 s|F-膨胀。 �

作为前面结果的推论，我们在精确范畴的背景下得到了与 [6, Corollary 3.6]类
似的结论。

推论 2.4. 设 (C,E, s)是一个三角范畴，并且设 F是 E的一个闭子函子。考虑一个交
换图中的 E-三角形

A B C

D E G

H I J

a

i

b

j

ε1

c

d

k

e

l

ε2

f

g

η1

h

η2

ε3

η3

(2.3)

其中所有列都是 F-三角形，使得 (i, c) : ε1 → ε2 和 (k, f) : ε2 → ε3 是 E-扩张的态
射。然后，以下条件是等价的。

(1) (2.3)的中间一行是一个 F-三角形。
(2) (2.3)的第一行和第三行为 F-三角形。

证明. 由于 F是 E的一个闭子函子，根据定理 2.3可知 F具有 3 × 3引理性质。因
此，(2)⇒(1)成立。

假设 ε2是一个 F-扩展。然后，我们有 ε3 ·f = k · ε2 ∈ F(G,H)和 i · ε1 = ε2 · c ∈
F(C,D)，其中 f 是一个 s|F-紧缩，而 i是一个 s|F-膨胀。因此，从 [12, Lemma 3.14]

及其对偶我们可以得出 ε1 和 ε2 是 F-扩张。 �

备注 2.5. 在对定理 2.3的证明进行仔细修订后，我们观察到，在假设 (k, l, f)是 E-

三角形的态射而不是 (i, j, c)为一个的情况下，该证明仍然成立。证明通过使用对偶
论据得出。
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与饱和恰当类的关系。我们在此项工作中得出的结论将所发展的理论与在 [2, 13]中
给出的饱和类和恰当类联系起来。我们首先回顾以下定义。

定义 2.6. [13, Definition 3.1]令 (C,E, s)是一个外三角范畴，ξ是一类在同构下封闭
的 E-三角形。我们说 ξ是一个真类，如果以下条件成立。

(1) ξ包含所有分割的 E-三角形。
(2) ξ在有限余积下是封闭的。
(3) ξ在基变换和余基变换下是封闭的。

此外，如果满足以下条件，则 ξ是饱和的：在图（1.1）的情况下，如果第三列和中
间行是 ξ中的 E-三角形，则第三行也属于 ξ。

一些参考文献，如在 [13]中，认为饱和条件是适当类定义的一部分。在这项工
作中，适当的类不一定满足饱和（见 [19, Appendix A]）。

令 (C,E, s)是一个外三角范畴，令 ξ是一类在同构下封闭的 E-三角形。对于任
何 A,C ∈ C，设定

Eξ(C,A) := {δ ∈ E(C,A) | there exists an E-triangle A → B → C
δ

99K∈ ξ }.

在 [13, Theorem 3.2]中证明了，ξ是一个饱和的真类当且仅当 (C,Eξ, s|Eξ
)是一个外

三角范畴，并且从命题 1.4可知，Eξ 是从 E的一个闭合子函子。此外，如以下命题
所示，这种对应是双射的。

命题 2.7. [19, Proposition A4.] 令 (C,E, s)为一个扩张范畴。则以下条件成立。

(1) ξ 7→ Eξ 对应于 E-三角形的恰当类与 E的加法子函子之间是一一对应的。
(2) 在上述对应中，饱和恰当类对应于 E的闭子函子。

先前的结果表明饱和恰当类和闭子函子本质上是相同的。因此，我们可以按照
恰当类来建立我们的主要结果如下。

推论 2.8. 令 (C,E, s)是一个外三角范畴。如果 ξ是 E-三角形的一个恰当类，那么以
下条件是等价的。

(1) ξ是饱和的。
(2) ξ满足 3× 3-引理性质：对于任意的交换图中的 E-三角形

A B C

D E G

H I J

a

i

b

j c

d

k

e

l f

g h

(2.4)
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使得 (i, j, c)或 (k, l, f)是 E-三角形的态射，如果所有的列和外部行属于 ξ，
那么中间行也属于 ξ。

推论 2.9. 令 (C,E, s)为一个拓展三角范畴，令 ξ为 E-三角形的一个饱和恰当类。考
虑一个如 (2.4)所示的 E-三角形交换图，使得所有列都属于 ξ，且三元组 (i, j, c)和
(k, l, f)是 E-三角形的态射。那么，下列条件是等价的。

(1) (2.4)的中间一行属于 ξ。
(2) (2.4)的第一行和第三行属于 ξ。
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