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三体长期理论和开普勒碰撞中的一个常见第一积分

GABRIELLA PINZARI1, LEI ZHAO2

Abstract. 我们观察到，在三体问题的长期理论中，部分平均系统的某个第一积分也出现在可积开普勒
弹子系统的重要守恒量中。在这篇笔记中，我们展示了它们与双中心问题投影动力学的共同根源。然
后我们将这两个方面结合起来，定义一类在常曲率表面上的可积弹子系统。

1. 介绍

在一个至少为 2维的欧几里得空间中，开普勒问题是超可积的：它拥有比系统在刘维尔意义下
可积所需的更多的独立首次积分。具体而言，在总能量和角动量之外，由拉普拉斯-龙格-伦茨向量
的分量提供了额外的守恒量。从动力学角度看，这意味着该系统是适当退化的：所有有界的非奇异
轨道都是封闭的。在 d个频率（在一个合适的 Action-Angle坐标系中），只有 1频率是非零的。开
普勒问题的这种适当退化是天体力学中许多退化的主因。这使得研究扰动变得困难，但也留下了考
虑具有变化开普勒轨道（无论是离散地还是连续地）的可能性，而不破坏可积性。此外，即使在固
定开普勒能量的情况下也可以这样做。
函数

(1) D = C2 − 2hA1

作为最近研究的两种系统中的守恒量，其中 C 是总角动量，A1 是拉普拉斯-龙格-楞次向量的一个
分量，而 h是一个参数：

• 开普勒轨道在部分平均的牛顿势下演化，在 R2 和 R3 中。这一现象已被第一作者在 [16]中
注意到。在这种情况下，经过某种归一化处理后，h表示原点与第二个静止粒子位置之间距
离的一半。
• 在一个平面开普勒弹子球系统中，以一条直线作为反射墙。这一点首先由 Gallavotti-Jauslin
在 [9]中证明。在这种情况下，h表示从开普勒中心到墙壁的距离，而 A1 是相对于反射墙
的拉普拉斯-龙格-伦茨向量的垂直分量。

[16]中的研究在 [17, 18, 20]中继续进行，以进一步应用于三体问题的研究。分别针对平面和空
间情况，在 [12, 7]中讨论了正则化圆形限制性三体问题中近距离相遇的一个看似不同的第一积分。

D 在 Gallavotti-Jauslin[9] 研究中的存在被用来反驳 Boltzmann[2] 论文中的一项遍历断言。自
[10, 25]以来，这一直吸引着许多研究。函数 D对于以圆锥曲线的一支作为反射壁的开普勒碰撞系
统也成立，前提是开普勒中心位于该圆锥曲线的一个焦点上，h是圆锥曲线的焦距距离，而 A1 是
拉普拉斯-龙格-伦兹向量沿焦点轴 [22, 23]的分量。
特别是，在 Gallavotti-Jauslin考虑的系统中，将一个无质量的 Kepler中心对称地放置在反射线

上是有帮助的。这条线可以被视为沿着具有焦点位于 Kepler中心的一族共焦双曲线的退化线。然
后 h又是两个 Kepler中心之间的半距离。
本文的一个主要观察结果是，D在两个系统中的出现可以通过射影动力学 [1]来理解。因此我

们进行了一些进一步的推广：
• 在 [16]中，部分平均的牛顿势能是根据开普勒映射定义的。我们提出了一种无坐标的形式
化表述。
• 我们将定理 [16]推广到了球面和双曲空间。
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• 我们将 [16]推广为牛顿势与适当放置的胡克势的部分平均和，在定义于欧几里得空间、半
球面以及双曲空间中的系统中。
• 我们基于部分平均系统定义新的可积机械弹子球系统。

本笔记据此组织。

2. 两中心问题

2.1. 常曲率空间上的两个中心问题. 我们考虑在欧几里得空间 Rd 中的两中心问题。在这个系统中，
一个单位质量的运动粒子在两个固定的开普勒中心的吸引力下，在空间 Rd 内移动。这个系统是一
个可积系统，已经由欧拉 [4]和拉格朗日 [11]在 d = 2, 3时所知。确实，围绕中心轴的旋转提供了
通过诺特定理在 Rd 中与能量对易的 d − 2第一积分，并且因此系统的可积性来自于这些作者已经
识别的一个额外的非平凡的第一积分。
此类问题也可以施加于球体上。球面双中心问题描述了在 Sd 上受两个对径点 Kepler-Coulomb

类型中心吸引的粒子运动，这些中心由与中心角余切成比例的势能生成。这种 1-中心Kepler-Coulomb
类型的潜在识别是为了尽可能地保留球形宇宙上的开普勒定律，特别是为了保持椭圆律。这是由
Graves[8]和 Serret[21]完成的。双曲 3空间中的双中心问题已被 Killing[13]研究。

2.2. 两中心/拉格朗日问题的射影动力学. 在 [1]中，Albouy解释了两中心问题中额外的非平凡第一
积分 Rd 最终与球面上定义的一个相应的系统能量相关，这是半球上的球面两中心问题 Sd。
我们更精确地回顾这个构造。我们将 Sd 嵌入为 Rd+1 中的单位球体，将 Rd 嵌入为超平面 Rd ×

{−1} ⊂ Rd+1。下半球 Sd
S H := {(x1, · · · , xd+1) ∈ Sd, xd+1 < 0}的 Sd 通过从原点 Rd+1 的中心投影映射到

Rd。如果两个中心问题的中心相对于 Sd 与 Rd × {−1}的接触点对称放置，那么这种投影也将无参数
轨道从这个球面问题映射到 Rd中的双中心问题的无参数轨道上，这定义了一个修改后的度量 ‖ · ‖a，
如下所示 [1]。因此，球面能量为 Rd 中的双中心问题诱导出一个额外的第一个积分，并且反之亦
然，欧几里得双中心问题的能量是球面双中心问题的一个额外第一个积分。此外，我们也可以在两
个开普勒中心之间放置一个谐波势能，并且所有这些对于修改后的系统都成立，称为拉格朗日问题
[11]。这同样可以定义在 Sd

S H 上，其势能与中心角的正切平方成比例，类似于球谐函数的势能。
我们将两个开普勒中心的质量和胡克中心的弦常数在 Rd 中分别记为 m1,m2, f。我们把中心放

在 Rd 的位置 (0, · · · , 0,±a)。在 Rd 中，系统是根据仿射范数 ‖(v1, · · · , vd)‖a :=
√

v2
1 + · · · + v2

d−1 +
v2

d
1+a2

定义的。
我们回顾来自 [1, 22]的以下命题：

命题 2.1. 拉格朗日问题在 Rd中，度量来自范数 ‖ · ‖d，并带有参数 (m1,m2, f )，在 Sd
S H上具有从 R

d+1

继承的圆度量，并带有参数 (m1
√

1 + a2,m2
√

1 + a2, f )，处于射影对应关系。

这些系统以及在 Sd
S H 上定义的那些系统因此是可积的。类似的结果也适用于在 S

d 和 Hd 中定
义的系统。我们参考 [22]以获得精确的陈述。
对于问题 Rd，我们将该问题的能量表示为 EEucl。我们考虑将 Rd作为下半球 SS H 的图表，并用

Esph表示以位置和速度为依据的球形能量，即视为切丛 TRd上的一个函数。请注意，Legendre变换
允许我们将切丛与余切丛进行识别。在后续内容中，当需要时，我们也将其视为余切丛上的函数。

2.3. 两中心问题中首次积分的关系. 我们考虑双中心问题，并在 d = 2的情况下进行论证。由于旋
转不变性，这些公式对任何 d ≥ 2也成立。
我们将 Kepler中心置于 (0, a)和 (0,−a)在 R2 中，质量分别为 m1 和 m2。我们给 R2 配备范数

‖ · ‖a，定义为 ‖(u, v)‖a =
√

u2 + v2

1+a2。
这与 [25]中的设置相同。同样的论点，只需添加第二个中心的势，就导致了这一点。

(2) EEucl =
1
2

(
ẋ2 +

ẏ2

1 + a2

)
−

m1√
x2 +

(y−a)2

1+a2

−
m2√

x2 +
(y+a)2

1+a2

,
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(3) Esph =
1
2

(
ẋ2 + ẏ2) +

1
2

(xẏ − ẋy)2 −
m1
√

1 + a2(ay + 1)√
(y − a)2 + (1 + a2)x2

−
m2
√

1 + a2(−ay + 1)√
(y + a)2 + (1 + a2)x2

.

我们使用仿射坐标变换 (ξ, η) 7→ (x = ξ, y =
√

1 + a2η + a)将范数带入 R2 的标准欧几里得形式。
通过这种变化，我们将第二个中心放置在新坐标中的 (0,−2a/

√
1 + a2)处。并且我们有

EEucl =
1
2

(
ξ̇2 + η̇2

)
−

m1√
ξ2 + η2

−
m2√

ξ2 + (η + 2a/
√

1 + a2)2

,

Esph = (1+a2)
(1
2

(ξ̇2+η̇2)−
m1√
ξ2 + η2

)
+

(1 + a2)
2

(
(ξη̇−ηξ̇)2−

2a
√

1 + a2
((ξη̇−ηξ̇)ξ̇+

m1η√
ξ2 + η2

)
)
−

m2(−a
√

1 + a2η + 1 − a2)√
(η + 2a/

√
1 + a2)2 + ξ2

.

进一步设置第一中心的开普勒能量为 EKep := EEucl|m2=0。然后

EEucl = EKep + VEucl,2 := EKep −
m2√

ξ2 + (η + 2a/
√

1 + a2)2

.

这清楚地表明了

(4) Esph = (1 + a2)(EKep + VEucl,2 + (D + K)/2).

其中 D如 (1)中出现的是 EKep的第一个积分。VEucl,2这一项在m2中是线性的，同样也是 K的。

K := −
2

1 + a2

m2(a
√

1 + a2η + 2a2)√
(η + 2a/

√
1 + a2)2 + ξ2

.

我们有

(5) {EEucl, Esph} = 0,

因为 Esph 在 EEucl 的流下是不变的。
因此我们得到

(6) {EKep + VEucl,2,D + K} = 0.

2.4. 两中心问题中的平均值计算. 我们切换到余切丛，同时保持函数符号不变。我们在区域上进行
讨论，在该区域内 EKep 定义了一个圆作用（即即区域内的所有轨道都是闭合的），在该区域内 Rd

中的轨道避免了第二个开普勒中心。记 EKep在 T∗Rd 中的轨道集，其投影通过第二个开普勒中心为
I。我们将排除该集合，因为在这些轨道上 VEucl,2 会遇到奇点。然后由具有负开普勒能量 EKep < 0
和非零开普勒角动量 CKep , 0定义的区域 R以排除 T ∗Rd \ I中的碰撞轨道：

R := {EKep < 0,CKep , 0} ⊂ T ∗Rd \ I.

此外，后者排除碰撞轨道的条件可能可以省去，因为通过正则化方法，在碰撞轨道之前平均是
良好定义的。在二维和三维中，这可以通过分别在 [6]和 [27]中解释的方法和坐标来证明。这很可
能适用于所有维度，但我们在此不讨论这个问题。

定义 2.1. 部分平均系统是由哈密顿量

EEucl,a = EKep +

∫
S 1

VEucl,2 ds,

定义的在 R上的系统，其中积分理解为对 EKep 的闭轨道进行平均。
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定义不需要选择一组标准坐标。当 d = 2, 3时，有几个坐标系可用，包括经典的德洛内变量和
庞加莱坐标。莫泽构造了类型为德洛内的作用-角度坐标系 Rd [15]。一般来说，构造这些坐标并不
总是容易的，在涉及更多天体的情况下情况会更加复杂 [19]。此外，所有这些坐标在某些类型的轨
道上都会变得奇异。
然而，在这个圆丛的平凡化中，我们在闭合开普勒轨道的空间上进一步局部化后，可以得到一

组（抽象的）规范坐标 (L, ˜̀, u1, · · · , ud−1, v1, · · · vd−1)，在这组坐标下，L是与德鲁纳坐标中的圆形角
动量相同的，而 ˜̀则是在这个平凡化中参数化开普勒轨道的角度（当两者都有定义时，从平均线度
通过一个相位偏移），(ui, vi)是世俗变量，在这个意义上它们仅是轨道的函数，与粒子在轨道上的
实际位置和速度无关。关于这些抽象局部坐标的具体讨论，请参见 [26]。不难看出定义 2.1独立于
局部坐标的选取。因此，在一个非平凡主 S 1 丛中平均是明确定义的，在我们的例子中是由沿着闭
合开普勒轨道的运动所定义。
以下命题是 [16]中主要观察结果的无坐标形式。不指定声明中使用的坐标，我们带来一个小

的推广。

命题 2.2. D是部分平均系统 EEucl,a 的第一积分：

{EEucl,a,D} = 0.

Proof. 我们用上述规范坐标被定义的开子流形来覆盖 M。设 M̃是这些子流形中的任意一个，其局
部规范坐标为 (L, ˜̀, u1, · · · , ud−1, v1, · · · vd−1)。
在这些坐标的任意一组中，我们可以写出

EEucl,a = EKep + 〈Vpl,2〉 ˜̀ := EKep +
1

2π

∫ 2π

0
Vpl,2d ˜̀.

然后

EEucl = EEucl,a + Vpl,2 − 〈Vpl,2〉 ˜̀.

我们应用平均理论。只有一个频率需要进行平均。此外，我们可以使用 m2来充当一个小参数。
在这种设定下，我们知道存在一个阶数为 O(m2)的典范变换 φ : M̃ 7→ M̃将 EEucl 共轭到 EEucl,a，也
就是说，

EEucl,a = EEucl ◦ φ.

并且

{EEucl,a,D ◦ φ + K ◦ φ} = 0.

写出 D ◦ φ + K ◦ φ = D + D ◦ φ − D + K ◦ φ并注意

D ◦ φ − D + K ◦ φ = O(m2),

因为 φ是 O(m2)接近恒等。此外，K 的阶是 m2。这意味着

D ◦ φ + K ◦ φ = D + O(m2).

因此

{EEucl,a,D ◦ φ + K ◦ φ} = 0 = {EEucl,a,D} + O(m2).

由于上述方程对于所有 m2 都成立，我们有

{EEucl,a,D} = 0.

此外，这个等式与 M̃的选择无关。因此它在所有 M上成立。这结束了证明。 �

请注意，证明并不依赖于系统在 Rd 中的定义，因此可以推广到许多其他情况。
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2.5. 球面情形. 我们现在考虑球面上的系统 Sd。球面上的开普勒问题具有一个很好的且非常特定
的性质，即所有非奇异轨道是闭合的。这使我们能够沿着球面开普勒问题的所有非奇异轨道进行
平均。
我们再次将自己限制在情况 d = 2的情况下。为了避免坐标变换带来的复杂化，我们将参考开

普勒中心置于 (0,
a

√
1 + a2

,−
1

√
1 + a2

)，对应于图表中的点 (0, a)。

我们设

EsKep :=
1
2

(
ẋ2 + ẏ2) +

1
2

(xẏ − ẋy)2 −
m1
√

1 + a2(ay + 1)√
(y − a)2 + (1 + a2)x2

并写出
Esph = EsKep + Vsph,2.

由 (3)，项 Vsph,2 在 m2 上是线性的。请注意，通过解析性，在整个球体除去四个单个球形开普勒势
的奇点之外的所有术语和这种关系都是明确定义的，即使我们仅在一个半球的地图中推导出此公
式（参见 [22]中的相关讨论）。这一论点也适用于以下内容。
从 (4)和 (5)可知，在球面情况下，(6)的类似式成立：

(7) {EsKep + Vsph,2,D + K} = 0.

T ∗Sd 中使得所有球面开普勒轨道均为非奇异的子集是 T ∗Sd 中的一个稠密开集。我们用 IS ph

表示 EsKep 在 T ∗Sd 中的那些轨道集合，这些轨道在投影到 Sd 时会经过其他开普勒中心。我们设定
Rsph = T ∗Sd \ IS ph。

定义 2.2. 部分平均系统在平均区域 Rsph 上由以下给出

Esph,a = EsKep +

∫
S 1

Vsph,2 ds,

其中积分是在 EsKep 的闭轨道上进行的。

现在用与命题 2.2完全相同的证明方法，将欧几里得量替换为它们的球面对应量，我们得到

命题 2.3. D是部分平均系统 Esph,a 在 Rsph 上的第一积分：

{Esph,a,D} = 0.

3. 拉格朗日问题中的平均值处理

我们现在考虑在 R2中的拉格朗日问题。结果和论证很容易扩展到其他情况。在 R2中，两个开
普勒中心分别放置在 (0, a)和 (0,−a)的 R2位置上，质量分别为 m1和 m2。此外，在 (0, 0)处放置了

一个胡克中心，胡克因子为 f。R2 上的度量是 ‖ · ‖a，定义为 ‖(u, v)‖a =
√

u2 + v2

1+a2。
该系统的能量是

(8) ẼEucl =
1
2

(
ẋ2 +

ẏ2

1 + a2

)
−

m1√
x2 +

(y−a)2

1+a2

−
m2√

x2 +
(y+a)2

1+a2

+ f (x2 +
y2

1 + a2 ).

如前所述我们写为

ẼEucl = EKep + ṼEucl,2,

现在与

ṼEucl,2 := −
m2√

x2 +
(y+a)2

1+a2

+ f (x2 +
y2

1 + a2 ).
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根据命题 2.1，该系统有一个球面对应的系统，由此推导出一个额外的第一积分，来自于球面
能量，并需要加上来自球面调和势的项 f (x2 + y2)。与 (4)相比，只增加了一个关于 f 的一次项，所
以我们满足于写出

(9) Ẽsph = (1 + a2)(EKep + ṼEucl,2 + (D + K̃)/2).

其中现在 K̃ 是分别以 m2 和 f 为线性项的线性组合。
如在定理 2.1中，我们现在定义

定义 3.1. 部分平均系统在 R上由

ẼEucl,a = EKep +

∫
S 1

ṼEucl,2 ds,

给出，其中积分是对 EKep 的闭轨道进行的。

命题 3.1. D是拉格朗日问题中部分平均系统 ẼEucl,a 的第一积分：

{ẼEucl,a,D} = 0.

Proof. 我们遵循与命题 Prop. 2.2相同的证明方法，但现在沿着闭合开普勒轨道进行单频平均两次。
第一次消除了依赖于 m2 项的振荡部分，第二次消除了依赖于 f 项的振荡部分。我们得到了命题
Prop. 2.2

{ẼEucl,a,D} + O(m2, f ) = 0

的证明，并因此获得了

{ẼEucl,a,D} = 0.

�

正如双中心情况一样，将平面系统投影到半球上，我们得到类似于命题 3.1的结果，适用于定
义在半球上的拉格朗日问题。称区域 Rs 为满足球面开普勒轨道与 m1 相关联的非奇异、完全包含
在此半球内且不经过此半球内的另一个开普勒中心的区域。在 Rs 上，我们以类似的方式定义部分
平均系统 Ẽsph,a。这种限制是必要的，因为胡克势能在赤道处变得奇异。然后用同样的论点，我们
得到

命题 3.2. D是半球拉格朗日问题中系统 Ẽsph,a 在 Rsph 上的第一积分：

{Ẽsph,a,D} = 0.

4. 双曲空间中的系统

正如在 Killing[13]中定义的那样，可以在双曲空间中以类似的方式定义开普勒问题、两中心问
题和拉格朗日问题。射影动力学同样可以扩展到这种情形。实现双曲空间的一种方法是将其写成单
位伪球面 Rd,1 的一片。欧几里得-双曲对应关系现在再次通过从原点 Rd,1 进行中心投影给出。开普
勒和胡克势能的类似项可以通过替换余切和正切为双曲余切和双曲正切，以类似于球面情形的方
式定义。这样我们就可以获得部分平均系统相同的结果，这些系统来自双曲空间中的两中心问题和
拉格朗日问题：D总是部分平均系统的首积分。在这里，部分平均系统再次在这样的区域内定义，
即开普勒轨道是封闭的。
我们参考 [22]中这些问题的具体设置。
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5. 可积弹子球与部分平均系统

5.1. 可积的开普勒弹子球问题. 设 (M, g,V) 是一个自然机械系统，其中 (M, g) 是黎曼流形且 V :
M 7→ R是势能。在数据中添加 M的余维-1子流形 B定义了一个机械台球系统。在这个系统中，粒
子在势能 V的影响下移动，并且到达 B时弹性反射。这定义了一个连续的、非光滑的动力系统。系
统的总能量是该系统的守恒量。如同光滑情形一样，如果系统具有独立且相对于余切丛上的标准
Poisson结构互为对合的 d := dim M个守恒量，则该系统被称为可积。特别地，如果 dim M = 2，则
在除了能量之外还存在一个守恒量的情况下，该系统是可积的。
在平面中，已经识别出几个具有开普勒势场的机械台球族。类似的结论也适用于二维球面和双

曲平面。在其最一般的设定下，我们有

定理 5.1. ([22])在平面、球体和双曲平面中，来自固定共焦圆锥截面族及其退化的任何有限组合，
并将一个开普勒中心放置在其中一个焦点上，都会产生一个可积的开普勒台球，其中 D是额外的
第一个积分，h是焦点-中心距离。

我们考虑平面上的一组共焦二次曲线，并将开普勒势放置在它们的一个公共焦点上。这总是导
致平面中可积的开普勒台球，其中 D是额外的第一个积分，在这里 h被解释为焦点中心距离。[22]。
很可能这些就是所有可积的情况 [3]。

定理 5.2. ([24])在欧几里得空间中，考虑围绕固定轴的一系列旋转不变二次曲面，使得这些二次曲
面与通过该固定轴的任何平面的交集都属于相同的共焦圆锥截面族。交点的焦点对于所有通过固
定轴的平面都是相同的，被称为该族的焦点。在球面和双曲空间中，考虑这些二次曲面族从欧几里
得空间在中心投影下的图像的自然解析延拓。该族焦点在欧几里得空间中的图像被称为球面和双
曲空间中该族的焦点。通过进一步将一个开普勒中心放置在该族的一个共同焦点处，并考虑来自这
些族的开子集的任何有限组合，我们获得欧几里得空间、球面和双曲空间中的可积开普勒台球，其
中 D是一个额外的第一个积分。

5.2. 带有部分平均系统的台球系统. 我们将稍微推广可积机械台球的概念。基础机械系统现在被一
个光滑的、自主的 Hamilton系统所替代，该系统定义在 T ∗M上。如果配置空间 M的维度为 2，并
且它具有两个独立的、可交换的守恒量，则称这样的系统为可积的。我们现在定义一组台球系统：
在欧几里得空间，球面和双曲空间中，考虑从定理 5.2中定义的二次型族中的任意有限组合开

子集。然后，这个族中的任何有限组合开子集作为反射墙，并且以部分平均系统作为基础动力学系
统，就定义了一个台球系统。该系统结合了由部分正则化系统描述的轨道连续长期演化以及由于与
反射墙碰撞而引起的轨道急剧变化。然而这样的系统并不符合上述机械台球系统的定义，因为它不
一定是在总能量为动能和势能之和的自然力学系统中定义的。尽管如此，它仍然定义了一个结合了
机械动力学和台球动力学的系统。
结合命题 2.2及其在球面和双曲空间中的类似版本与定理 5.1，5.2，我们得到

定理 5.3. 开普勒能量 EKep 和 D是上述定义的碰撞系统中的守恒量。因此它们是可积的。

Proof. 我们证明了 EKep 是一个守恒量。首先，由于哈密顿量的平均化，任何部分平均系统的哈密
顿量在局部作用角坐标中都不依赖于开普勒快速角度，因此开普勒轨道的半长轴是不变的。因为
EKep 仅是这个半长轴的函数，所以它也是不变的。另一方面，EKep 是粒子在纯开普勒系统中的动
能和势能之和。由于弹性反射中动能和势能都不发生变化，因此在反射壁处发生反射时，EKep也保
持不变。 �

例如，这断言了在平面上的系统中，一个粒子按照流 EEucl,a移动直到碰到一条直线并在该直线
上反射，这个系统有两个守恒量，即开普勒能量 EKep 和 D。然而，系统的哈密顿量 EEucl,a 在反射
过程中不一定是守恒的。
我们因此识别出了一大类具有常曲率空间上力学性质的动力学的可积弹子系统。

致谢：L. Z.获得了德国研究基金会海森堡计划 ZH 605/4-1的支持。
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