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一种针对线性时变系统非高斯噪声的鲁棒故障检测滤波器

Zhemeng Zhang, Yifei Nie, Le Yin∗

School of Computer and Information Sciences, Southwest University
Chongqing 400715, P. R. China

摘要

本文解决了具有非高斯噪声和加性故障的线性时变（LTV）系统的鲁棒故障检测滤波问
题。传统的广义似然比（GLR）方法利用卡尔曼滤波器，在非高斯噪声条件下可能表现出不
足的性能。为缓解这一问题，提出了一种采用H∞滤波器的故障检测方法。首先推导出H∞

滤波器作为正则化最小二乘（RLS）优化问题的解，并分析了故障对输出预测误差的影响。所
提出的使用H∞滤波器的方法在非高斯噪声环境中表现出鲁棒性，并且与采用卡尔曼滤波器
的原始 GLR方法相比，显著提高了故障检测性能。通过数值示例说明了所提方法的有效性。
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1 介绍

故障检测对于维持系统稳定性至关重要，特别是在航空航天和制造业 [16]。随着现代控制系统的
发展，研究人员一直致力于提高各种系统的安全性和可靠性 [17, 6]。

线性时不变（LTI）系统的故障检测方法已在 [5, 7]中得到了广泛研究。由于非线性系统在实际应
用中更为常见，已经开发了多种方法来解决非线性系统的问题。其中一种方法涉及使用一阶泰勒

级数展开将非线性系统转换为线性时变（LTV）系统，这就是著名的扩展卡尔曼滤波器（EKF）
方法。然而，由于忽略了高阶项 [4]，EKF状态估计的准确性受到限制。为了克服这一局限，提
出了一种统计线性化方法，即无香草卡尔曼滤波器 [9]。与 EKF相比，该方法提高了线性化模型
的精度。由于非线性系统通常被视为线性系统，因此对于研究人员而言，线性系统的故障检测尤

为感兴趣。

卡尔曼滤波器在假设高斯噪声的情况下，以提供最优线性状态估计而闻名。一种基于卡尔曼滤

波器的故障检测方法，在 [2]中提出，该方法源于广义最小二乘法。广义似然比 (GLR)故障检测
方法在 [15, 14]中被引入，并在 [1]中进一步探索。一种使用递归卡尔曼滤波器并基于更弱假设
的 GLR方法扩展，在 [16]中提出。然而，这些研究主要集中在具有高斯噪声的模型上。

一种基于博弈论的非高斯噪声故障检测方法在 [3]中被引入。后续工作，如 [18, 10]，将 H∞ 滤

波器应用于具有非高斯噪声的 LTV系统的故障检测。这些研究利用了H∞滤波器能够最小化真
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实状态与估计状态之间最大估计误差的能力，相比卡尔曼滤波器 [12]提供了更大的鲁棒性。基
于前期工作，结合GLR方法和H∞滤波器为非高斯噪声系统中的故障检测提供了一个有前景的

方向。

在本文中，首先将H∞滤波器重新形式化为 RLS形式。然后，在 [16]中的 GLR方法的启发下，
提出了一种广义创新比（GIR）方法，该方法利用最小二乘法推导故障向量。所提出的 GIR方
法扩展了GLR方法以适应非高斯噪声环境，并且新引入的H∞滤波器增强了在这种环境下的故

障检测性能。

论文组织如下。2节将卡尔曼滤波器和 H∞ 滤波器重新表述为 RLS形式。3节考察了故障对滤
波创新的影响，并引入了持续激励条件，可以替代对多个传感器的需求。4节提出了一种求解故
障向量 θ的最小二乘法方法。5.1节提出了 GIR方法，这是一种针对非高斯噪声 LTV系统的故
障检测方法。5.2节介绍了一种针对未知起始时间故障的 LTV系统故障检测方法。最后，在第 6
节通过数值例子验证了所提出的方法。

符号表示法：( · )T 和 ( · )−1 分别是矩阵的转置和逆。E [ · ]表示期望算子。I 表示适当维度的单

位矩阵。Rn代表 n维的欧几里得空间。{x0 , x1 , ... , xk}表示为 x0:k。给定一个向量 x和一个正

定矩阵 A � 0，‖x‖2A = xTAx。给定一个成本函数 J(x)，x̂ = arg min J(x)意味着 x̂是使得 J(x)

达到最小值的数值。

2 预备知识

考虑以下无故障线性时变系统的状态空间模型，带有控制输入

xk+1 = Akxk +Bkuk + wk

yk = Ckxk +Dkuk + vk

其中 xk ∈ Rn、uk ∈ Rl 和 yk ∈ Rp 分别表示时间步长 k的状态向量、输入向量和输出向量。过

程噪声和测量噪声 wk 及 vk 相互独立，并且与 x0 独立，它们的协方差矩阵分别由 Qk 和 Rk 给

出。更具体地说，在典型的卡尔曼滤波设置中假定 wk 和 vk 为零均值且高斯分布，而在典型的

H∞滤波设置中仅假设它们为零均值。Ak、Bk、Ck和Dk分别是状态转移矩阵、控制输入矩阵、

观测矩阵和直接馈通矩阵。

然后，带有加性故障的 LTV系统可以表示为

xk+1 = Akxk +Bkuk + wk + Ψkθ (2.1)

yk = Ckxk +Dkuk + vk

其中 Ψk 是部分已知的 n×m时变故障轮廓矩阵，θ是一个 n维常数故障向量。与假设故障剖面

Ψ 和时变故障向量 θk 已知的 [8]不同。在这种情况下，传感器的数量 p必须满足 p ≥ m。上述条

件可以用 [16]中所示的持续激励条件来替代。
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2.1 典型故障

由于 θ是 (2.1)中的常数，带有阶跃故障的故障剖面可以表示为

Ψk(r) = Ψ̃k × 1{k≥ r}

其中 Ψ̃k是已知的故障剖面，r是未知的阶跃故障起始时间，Ψk(r)表示 Ψk对 r的依赖性，而 1{·}

表示指示函数。

由脉冲故障引起的故障剖面可以表示为

Ψk(r) = δk , r × I

其中 δk , r 是克罗内克德尔塔函数，当 k = r时等于 1。

已经表明，通过比较故障系统和无故障系统的状态估计之间的差异可以实现故障检测 [16]。因
此，在故障检测中，使用适当的滤波器进行准确的状态估算是特别关键的。

2.2 卡尔曼滤波器

对于具有高斯噪声的系统，卡尔曼滤波器被认为是最佳线性无偏估计器，这意味着没有其他线

性估计器能提供更小的估计误差方差 [13]。卡尔曼滤波器可以表示为一个批处理形式最小二乘问
题的解

J(x0:k+1) = ‖x0 − x̂0|−1‖2P−1
0|−1

+

N−1∑
k=0

‖xk+1 −Akxk −Bkuk‖2Q−1
k

+

N∑
k=0

‖yk − Ckxk −Dkuk‖2R−1
k

其中 x̂k|k−1 和 Pk|k−1 分别是在时间步 k的先验状态估计及其误差协方差。或者，根据 [13]，卡
尔曼滤波器的等效递推最小二乘代价函数由下式给出

J(xk) = ‖xk − x̂k|k−1‖2P−1
k|k−1

+ ‖yk − Ckxk −Dkuk‖2R−1
k

(2.2)

令 x̃k 为先验状态估计误差，即，

x̃k , xk − x̂k|k−1

然后，成本函数 (2.2)可以重写为以下紧凑的线性回归形式

mk = Hkxk + ek (2.3)
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其中

mk =

[
x̂k|k−1

yk −Dkuk

]
, Hk =

[
I

Ck

]
, ek =

[
−x̃k

vk

]

Wk = E[ ekeTk ] =

[
Pk|k−1 0

0 Rk

]

状态估计 x̂k|k 及其相关误差协方差 Pk|k 可以作为 (2.3)的解获得，并由以下给出

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk(yk − Ckx̂k|k−1 −Dkuk) (2.4)

Pk|k = (I −KkCk)Pk|k−1 (2.5)

其中

Kk = Pk|k−1Ck
T
(
CkPk|k−1Ck

T +Rk

)−1

现在，状态可以使用 (2.4)和 (2.5)递归估计。在实际应用中，噪声的分布可能是未知的，需要利
用更鲁棒的滤波算法来处理这种不确定性。

2.3 H∞ 过滤器

H∞ 滤波器作为鲁棒滤波算法广泛应用于实际系统中。α是限制估计误差与系统误差比值的性

能参数。成本函数由以下给出： ∑k−1
i=0 ‖zi − ẑi|i−1‖2Si

‖x0 − x̂0|−1‖2P−1
0|−1

+
∑k−1

i=0

(
‖wi‖2Q−1

i

+ ‖vi‖2R−1
i

) <
1

α
(2.6)

其中 Qk，Rk 和 Sk 是根据特定问题由设计者选择的对称正定矩阵。与H∞滤波器不同，卡尔曼

滤波器最小化了由 Sk [12]加权的估计误差方差。在成本函数 (2.6)中，预测对象成为状态估计的
线性组合

zk = Lkxk

其中假设 Lk 是由设计者选择的一个满秩矩阵。当 Lk = I 时，状态将被直接估计。

应提到的是，H∞滤波器在 (2.7)中的成本与Kalman滤波器在 (2.2)中的成本相比有一个额外的
正则化项。

J(xk) = ‖xk − x̂k|k−1‖2P−1
k|k−1

− α‖zk − ẑk|k−1‖2Sk

+ ‖yk − Ckxk −Dkuk‖2R−1
k

(2.7)
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(2.7)中的正则化最小二乘问题的解由以下给出

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk

(
yk − Ckx̂k|k−1 −Dkuk

)
Pk|k =

(
P−1
k|k−1 − αLT

k SkLk + CT
k R

−1
k Ck

)−1

Kk =
(
P−1
k|k−1 − αLT

k SkLk + CT
k R

−1
k Ck

)−1
CT
k R

−1
k (2.8)

x̂k+1|k = Akx̂k|k +Bkuk

Pk+1|k = AkPk|kAk
T +Qk

备注 2.1. 在实际应用中，Sk 通常设置为单位矩阵，这表明对 zk 的状态赋予相同的兴趣。请注

意，选择参数 α需要平衡滤波器的鲁棒性和敏感性。当 α → 0时，成本函数 (2.7)中的加性正则
项消失，且 H∞滤波器退化为卡尔曼滤波器。

令 z̃k = zk − ẑk|k−1，则类似地，(2.3)，H∞滤波问题也可以被公式化为线性回归形式 [11]。

m̃k = H̃kxk + ẽk (2.9)

其中

m̃k =


x̂k|k−1

ẑk|k−1

yk −Dkuk

 , H̃k =


I

Lk

Ck

 , ẽk =


−x̃k

−z̃k

vk



W̃k = E[ ẽkẽTk ] =


Pk|k−1 Pk|k−1L

T
k 0

LkPk|k−1 LkPk|k−1L
T
k 0

0 0 Rk


为了获得 H∞滤波器的递推公式，将使用不同的权重矩阵Wk 来求解 (2.9)。

Wk =


Pk|k−1 0 0

0 − 1
αS

−1
k 0

0 0 Rk


然后，可以通过求解如下线性回归问题获得状态估计及其误差协方差

x̂k|k = (H̃T
k W

−1
k H̃k)

−1H̃T
k W

−1
k m̃k

Pk|k = (H̃T
k W

−1
k H̃k)

−1

其可以进一步表示为

x̂k|k = (I −KkCk) x̂k|k−1 +Kk (yk −Dkuk)

Pk|k =
(
P−1
k|k−1 − αLT

k SkLk + CT
k R

−1
k Ck

)−1
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其中

Kk =
(
P−1
k|k−1 − αLT

k SkLk + CT
k R

−1
k Ck

)−1
CT
k R

−1
k

3 故障对创新的影响

为了检测故障，需要定义一个指标来衡量系统中的故障程度。εk是输出预测误差（也称为创新）。

εk 的定义如下

εk , yk − Ckx̂k|k−1 −Dkuk

其中 x̂k|k−1是物理模型的状态估计值和前一时间步的值。注意，εk表示观测与预测之间的误差。

创新反映了观测偏离的程度。创新越大，观测值与无故障系统间的偏差也越大，反之亦然。因

此，一种故障检测工具就是创新 εk。

状态预测误差和创新也可以表示为

x̃k+1 = Ak (I −KkCk) x̃k −AkKkvk + wk + Ψkθ

εk = Ckx̃k + vk (3.1)

故障向量 θ与创新 εk 之间的关系可以得到如下表达

εk = ε0k + CkΓkθ (3.2)

其中，ε0k 是应用于无故障系统的相同 H∞滤波器的创新。Γk 的递归形式如下：

Γk+1 = Ak (I −KkCk)Γk + Ψk

从 (3.1)，创新的协方差 Σk 是

Σk = E[εkεTk ] = CkPk|k−1C
T
k +Rk (3.3)

其中 Pk|k−1是先验估计误差 x̃k 的协方差矩阵。

持续激励条件 [16]由
k∑

k=k−s+1

Γ T
k CT

k Σ
−1
k CkΓk ≥ γ × I

给出存在一个整数 s > 0，一个实数 γ > 0，对于任意的 k > s，上述不等式总是成立。在 [8]中
的传感器数量条件可以替代此条件。

4 求解故障向量

在第 3节中，讨论了故障检测的创新方法。本节为 GIR算法奠定了初步工作。这两种方法都将
在第 6节的数值例子中得到验证。
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为了解决 (3.2)中的故障向量，采用了 [16]的极大似然估计方法。相比之下，本文采用最小二乘
法求解故障向量。(3.2)的成本函数由以下给出

J(θ) =

k∑
j=1

‖ε0j‖
2

Σ−1
j

=

k∑
j=1

‖εj − CjΓjθ‖2Σ−1
j

(4.1)

备注 4.1. 由假设可知，θ是一个常数，而 Ck 和 Γk 在时间步 k时是已知的。因此，在无故障系

统中，创新 ε0k 的协方差 Σ0
k 等于 (3.3)中的协方差 Σk。

(4.1)的解可以写为

θ̂k = arg min
θ

k∑
j=1

(εj − CjΓjθ)
TΣ−1

j (εj − CjΓjθ)

设 dJ
dθ = 0，可以得到

k∑
j=1

Γ T
j CT

j Σ
−1
j εj =

k∑
j=1

Γ T
j CT

j Σ
−1
j CjΓjθ

和

θ̂k =

 k∑
j=1

Γ T
j CT

j Σ
−1
j CjΓj

−1 k∑
j=1

Γ T
j CT

j Σ
−1
j εj


= E−1

k dk

(4.2)

其中

Ek ,
k∑

j=1

Γ T
j CT

j Σ
−1
j CjΓj

dk ,
k∑

j=1

Γ T
j CT

j Σ
−1
j εj

然后，Ek 和 dk 的递归形式可以表示为

Ek = Ek−1 + Γ T
k CT

k Σ
−1
k CkΓk

dk = dk−1 + Γ T
k CT

k Σ
−1
k εk

5 故障检测

5.1 故障对广义创新比率的影响

考虑 GIR，它被定义为

hk , e ln

∑k
j=1‖εj‖2Σ−1

j∑k
j=1‖ε0j‖2Σ−1

j

(5.1)
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其中 e是自然常数。

命题 5.1. 在 (5.1)中定义的 GIR 可以用 Ek 和 dk 表示如下

hk = dTkE
−1
k dk (5.2)

证明.

hk = e ln

∑k
j=1‖εj‖2Σ−1

j∑k
j=1‖ε0j‖2Σ−1

j

=

k∑
j=1

εTj Σ
−1
j εj

−
k∑

j=1

(
εj − CjΓj θ̂k

)T
Σ−1

j

(
εj − CjΓj θ̂k

)

=

k∑
j=1

(
2εTj Σ

−1
j CjΓj θ̂k − θ̂Tk Γ

T
j CT

j Σ
−1
j CjΓj θ̂k

)
(5.3)

其中假设 θ是 (2.1)中的一个常数故障向量，Ek 是一个对称矩阵。从 (4.2)，因此可以重写 (5.3)

hk = 2

 k∑
j=1

εTj Σ
−1
j CjΓj

E−1
k dk

− dTkE
−1
k

 k∑
j=1

Γ T
j CT

j Σ
−1
j CjΓj

E−1
k dk

= dTkE
−1
k dk

值得注意的是，hk 表示
∑k

j=1‖εj‖2Σ−1
j

和
∑k

j=1‖ε0j‖2Σ−1
j

之间的差异。hk 的值越大，实际系统的

估计状态与无故障系统估计状态之间的偏差就越大，表明发生故障的可能性越高，反之亦然。

备注 5.2. 需要注意的是，如果将 H∞滤波器替换为卡尔曼滤波器，则 GIR 方法将在 [16]中退
化为传统的 GLR 方法。

5.2 故障检测与未知的发生时间

故障发生时间 r在实际的故障系统中总是未知的。有一个简单的方法 [16]来估计发生时间 r。将

Γk 关于 r进行公式化

Γk+1(r) = Ak (I −KkCk)Γk(r) + Ψk(r)
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其中 k是当前时间步长，且 Γ0(r) = 0。现在将 Ek，dk 和 hk 写为

Ek(r) ,
k∑

j=r+1

Γ T
j (r)CT

j Σ
−1
j CjΓj(r)

dk(r) ,
k∑

j=r+1

Γ T
j (r)CT

j Σ
−1
j εj

hk = dTk (r)E
−1
k (r)dk(r)

然后故障发生时间的估计值是 r

r̂k = arg max
1≤r≤k−s

dTk (r)E
−1
k (r)dk(r) (5.4)

现在，可以通过 (5.2)检测具有非高斯噪声的 LTV 系统中的故障，并通过 (5.4)估计故障发生
时间 r。

6 数值例子

考虑由 [16]建模的脉冲故障的状态空间系统

xk+1 =

[
0.5 1

0 1.2

]
xk +

[
0

1

]
uk + wk + δk, rθ

yk =
[
1 0

]
xk + vk

其中 xk ∈ R2，yk ∈ R，uk ∈ R和故障向量 θ ∈ R2。一维输出噪声 vk 的协方差是 Rk = 0.0025

和 vk ∼ N (0 , Rk)。过程噪声的形式如下

wk = wk−1 + I2×1 × vk

其中 I2×1 = [ 1, 1 ]T。假设 r = 201，意味着脉冲故障发生在 k = 201，搜索窗口为 w̄ = 100。在

(2.8)中的参数矩阵被设置为 Sk = I、Lk = I 和 α = 60。

该系统不稳定，并应用了传递函数为 G(z) = 0.209 + 0.0011/ (z − 1)的 PI控制器以确保状态保
持有界。

图 1描述了卡尔曼滤波器和 H∞ 滤波器在故障发生时刻 k = 201和故障向量 θ = [ 1.5, 0 ]T 下的

创新。可以观察到，卡尔曼滤波器对非高斯噪声更为敏感，导致其创新出现较大的波动。在这种

情况下，故障对创新的影响变得相对不显著。然而，对于H∞滤波器，可以通过几乎不受名义噪

声影响的创新来清楚地识别出故障。这种优势在图 2所示的 θ = [ 0.6, 0 ]T 情况下变得更加显著，

其中故障在卡尔曼滤波器的创新中几乎无法区分，但在 H∞滤波器的创新中仍然可以区分。
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上述观察结果是由于卡尔曼滤波器在应用于非高斯噪声系统时性能受限，无法提供准确的状态

估计。由名义噪声和故障引起的较大估计误差几乎无法区分。相比之下，H∞滤波器在这种系统

中表现出强大的鲁棒性。这证明了在具有非高斯噪声的系统中选择 H∞ 滤波器进行故障检测的

合理性。

图示。3和 4分别说明了 GIRhk 对于 θ = [ 1.5, 0 ]T 和 θ = [ 0.6, 0 ]T 的阈值处理结果（其中小于

阈值的值被设为零）。每幅图的顶部结果显示使用卡尔曼滤波器获得的结果，而底部则显示使用

H∞滤波器获得的结果。

可以看出，当将带有卡尔曼滤波器的GLR方法应用于非高斯噪声系统时，由于较大的估计误差，
故障检测变得具有挑战性。随着故障幅度减小，这一问题变得更加严重。相比之下，带有所述

H∞滤波器的 GIR方法即使在存在较小故障幅度的情况下也表现出更清晰的故障检测模式。

图 1: 卡尔曼滤波器（上方）和H∞滤波器（下方）在脉冲故障下的创新之处在于 θ = [ 1.5, 0 ]T
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图 2: 卡尔曼滤波器（顶部）和H∞滤波器（底部）在脉冲故障情况下的创新之处在于 θ = [ 0.6, 0 ]T

图 3: 卡尔曼滤波器的 GIRhk（顶部）和 H∞ 滤波器的 GIRhk（底部）对于脉冲故障的情形
θ = [ 1.5, 0 ]T
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图 4: 卡尔曼滤波器的 GIRhk（顶部）和 H∞ 滤波器的 GIRhk（底部）对于脉冲故障的情况
θ = [ 0.6, 0 ]T

7 结论

基于 RLS 的H∞滤波器的解首先被提出。然后，使用最小二乘法求解故障向量 θ。GIR 方法基
于之前开发的 GLR 方法和H∞滤波器，在存在非高斯噪声的情况下用于故障检测。这种方法能

够放大使用 GLR 方法难以检测到的突然变化（故障）。此外，由于 H∞ 滤波器对系统参数变化

的鲁棒性，扩展了H∞滤波器的 GLR 方法（称为 GIR）在具有非高斯噪声的 LTV 系统中表现
出优越的故障检测性能。
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