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约瑟夫森异常涡旋
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我们证明了与奇频三重态配对相关的带有循环电流的涡旋出现在约瑟夫森结中，其中势垒是一个具
有强自旋轨道耦合的弱铁磁体。通过对称性分析和微观方法，我们表明超导自由能中存在一个额外的
项——旋转不变量——这允许即使之前考虑的李兹维茨不变量消失时也产生磁电效应。我们证明了可
以通过操纵弱连接中的拉什巴自旋轨道耦合（通过门控）来控制这些涡旋的大小、形状和位置，并建
议可以使用扫描磁计量技术检测这些涡旋。我们还表明，超导相关性的横向三重态分量可以形成纹理。

介绍— 超导体中的涡旋自 20世纪 50年代被发现
以来一直是研究的热点领域。在Abrikosov[1]的原始工
作中，涡旋出现在第二类超导体中，这些涡旋是由一个
磁通量子穿过的，并且由于超导相位绕着奇点 2π进行
缠绕而产生。这会导致形成具有正常核心的环流电流。
超导异质结构允许存在其他各种类型的涡旋。例如，在
约瑟夫森结中，由于超导相位 [2, 3]中的扭折或孤子，
可以出现无核且延伸的涡旋。在靠近超导体的正常金
属 [4]以及结点处，也可以观察到带有核心的涡旋，这
是由于超导关联的破坏性干涉 [5]所致。虽然在这种情
况下需要外部磁场来生成涡旋，但其他形式的磁性也
可以产生涡旋。例如，已经提供了由于内部磁化 [6, 7]
而在 Fe(Se, Te) 中出现涡旋的证据，并且在具有强自
旋轨道耦合 (SOC) 和磁性吸附原子 [8]的超导表面也
是如此。在后一种情况下，由铁磁邻近效应产生了自
旋三重态超导相关性，并被自旋轨道耦合调制。类似
于超流体 He-3[9–11]，也可能有可能生成具有这种三
重态相关性的更为奇异的涡旋物质。

这里我们介绍了约瑟夫森异常涡旋（JAV）。这些
出现在二维接头中的环流电流密度（ Fig. 1(b)），其中
约瑟夫森弱链接是铁磁性的，并且具有强烈的自旋轨
道耦合（ Fig. 1(a)），只要没有施加电流。JAV仅在弱
链接，或者弱链接中的栅控区域的长度和宽度接近相
干长度时出现。电流密度在涡旋边缘达到最大值，在
中心消失。与这些电流涡旋相辅相成，我们还提出了
两种超导织构：（i）fz分量的相位中的织构，以及（ii）
由超导关联的 fx 和 fy 分量形成的织构。后者类似于
磁性织构。

在这封信中，我们研究了一个以前未被探索的自
由能旋转不变量。我们表明，即使标准的 Lifshitz 不
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图 1. (a) 此处研究的超导体-铁磁金属-超导体器件的
示意图。铁磁层中存在强自旋轨道耦合。(b) 由于旋转不变
性，(a) 中弱链接中的环流电流密度。参数：(Lx, Ly, J, α) =

(ξ0, ξ0,∆0, 2.35/ξ0)。

变量 [12]为零，这个不变量也能产生循环电流。我们
展示了 JAVs 并不是经过精细调节的，因此它们可以
在一系列自旋轨道和交换能量中出现。我们认为，由
于涡流产生的磁场，JAVs可以通过扫描磁计量技术被
检测到。我们还建议，这些涡旋可能通过弱连接中的
Rashba“岛”利用背栅进行操控。
在整个信件中，我们使用电极的单重态超导间隙

∆0作为能量的自然单位，并将超导相干长度 ξ0作为长
度单位。在预测可测量量的振幅时，我们会恢复物理单
位。在数值计算中，我们将温度固定为 T = 0.1∆0/kB。
我们约定希腊下标 µ, ν遍历 (0, 1, 2, 3)，而拉丁下标则
遍历 (1, 2, 3)。重复的指标表示求和。

无黎夫席茨不变量的磁电效应— 在过去几十年
里，实验和理论都表明自旋轨道耦合允许材料 [12]的
磁性和电性之间产生耦合。这种耦合体现在超导效应
和约瑟夫森二极管效应 [13]、螺旋相 [14]以及埃德尔斯
坦效应和逆埃德尔斯坦效应 [15–17]等现象中。对于弱
超导性，许多磁电效应可以通过在金兹堡-朗道自由能
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中添加利夫希茨不变量 [12]来描述。在这封信中，我
们研究了自由能中的一个旋转不变项，它同样会导致
磁电效应，即使没有利夫希茨不变量。这一术语在 [18]
中有报道，但其重要性并未被讨论。

首先考虑超导自由能密度

F = a|ψ|2 + b

2
|ψ|4 + 1

2
DjkΠjψ(Πkψ)

∗ +
|B|2

2µ0

+ dk[ψ
∗Πkψ + ψ(Πkψ)

∗]

+ iejkΠjψ(Πkψ)
∗. (1)

这里ψ是超导体的复序参量，a和 b是通常的金兹堡-朗
道常数，Djk是超流刚度对称张量，B是磁场。为了紧
凑起见，我们定义动量 Πj = −ih̄∇̂j = −ih̄∂j − 2eAj，
其中Aj 是电磁矢量势。除了传统的 Ginsburg-Landau
项外，对称性还允许几个额外的项 [19]：Lifshitz 不变
量向量 dk，以及在这里感兴趣的旋转变换不变反对称
张量 ejk。

dk 和 ejk 的存在要求打破时间反演对称性。向量
dk 还需要内在地打破反演对称性。ejk 项是一个全导
数，要求通过外在非均匀性（例如系统边界）打破反
演对称性（详见附录 A）。打破这些对称性的一种机制
来自自旋轨道耦合和交换场 h的结合，在这里我们考
虑这一点。在动量 SOC 线性的情况下，对于 HSO =

Aa
jkjσ

a/(2m)，我们可以定义 SU(2)场Aj = Aa
jσ

a [20,
21]和相应的场强张量 Fij = −i[Ai,Aj ]，适用于位置
无关的 SU(2)场。使用这些定义，我们发现（参见 [22]
的 S2 节）一般有

di = iκTr {Fij [Aj , hkσk]} , eij = κTr[Fijhkσk], (2)

其中 κ = − 7ζ(3)νFη
16π2k2

BT 2
c
，νF 是费米能级处每个自旋投影

的态密度，η = D`2/(kF`)，D = vF`/2是扩散常数，
vF是费米速度，kF是费米波矢，Tc是临界温度，而 `

是平均自由程。ζ(n) 是 Zeta 函数。因此，dk 是三次
的，而 eij 在自旋轨道耦合强度方面是二次的。此外，
这些形式意味着 dk 仅在交换场和 Fij 具有垂直分量时
非零，而 eij 则需要它们的平行分量存在。因此，我们
可以研究一个没有另一个的影响。

如图 Fig. 1(a)所示，在存在交换场 h = J ẑ 和由
于电场而在 z 方向产生的 Rashba 自旋轨道耦合的情
况下，自旋轨道耦合哈密顿量为 HSO = α(ẑ × k) · σ，
相应的场强张量是Fxy = −Fyx = 2α2σz。因此，dk = 0

和 exy = −eyx = 4κα2J。分部积分这个旋转项会导致
一个边界项∝ njejk[ψ∂kψ

∗ − c.c.]，该边界项会产生与
边界法线垂直的环流电流 nj。
我们从扩散区的微观角度推导出旋转不变量，基

于 Ref. 23 and 24 中描述的方法（详情见 Sec. S1 在
[22]中的内容）。虽然 Eq. (1)适用于块状超导系统，但
对于如 Fig. 1(a)所示的异质结结构，微观理论对应的
旋转不变量是

Frot = iζ(∇̂fs × ∇̂∗f∗
z ) · ẑ. (3)

这里 ζ = πνFh̄ηα
2；在所有的数值结果中我们假设

h̄η = 0.01∆0ξ
4
0。由于这是一个近邻系统，我们将自由

能写为超导关联 f = fsσ0 + fiσi 的形式，并且由于
铁磁近邻效应，我们要求这些关联具有单态 fs和三态
ft = (fx, fy, fz)组分 [25]。假设铁磁体较弱，因此准经
典近似是有效的（即。，自旋向上和向下的状态密度相
同）。只要存在自旋轨道耦合和交换场，旋转项 Frot就
会出现，即使没有李斯蒂茨不变量也是如此。它生成
环流电流密度，

Jrot = 2eζ (fscurl f∗
z + f∗

s curl fz) , (4)

其中 curlA=(∂yA,−∂xA)和 e是基本电荷。这里 fs由
于邻近效应在结上变化，而ft一般情况下是有限的，因
为交换场的存在。我们期望传统的 Ginsburg-Landau
项主导旋转变换不变量，因此为了观察该项的影响，在
结中不应存在电流（即，相位偏置 ϕ）。
我们数值求解了完整的非线性问题，包括单重态-

三重态转换和有限尺寸效应，使用的方法见参考文献
18。在图 Fig. 1(b)中，我们绘制了一个Lx×Ly = ξ0×ξ0
结的电流密度，在零相位偏压下。这给出了一个典型
的电流涡旋，其特点是边界处（与中心相反，类似于
Abrikosov涡旋）有强烈的电流密度。对于大结，我们
在超导终端附近发现了一些旋转电流 [22]，类似于文献
26中报道的平面内交换场的情况。只要 α2ξ20 � ϕ，即
旋转不变量，主导着通常的约瑟夫森电流。对于 ϕ &

α2ξ20，旋转不变扰动了约瑟夫森电流（见 [22] 的 S4
节）。
涡旋产生的磁场— 使用毕奥-萨伐尔定律，在

Fig. 2中绘制了涡旋中心的磁场，对于四种不同的连
接尺寸在零相位偏置下的情况，覆盖了一定范围的交
换能量 J 和自旋轨道耦合强度 α。图中的磁场尺度
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图 2. 中心结处沿 ẑ 方向由循环电流产生的磁场强度，适用于
各种结尺寸，在交换能J和自旋轨道耦合强度α的范围内。虚线
表示反涡旋 (AV)和涡旋 (V)相之间的转变 (T)。插图：反涡旋
的代表性图。插图参数：(Lx, Ly, J, α) = (ξ0, ξ0,∆0, 1/(2ξ0))。

为 B0 = µ0σD∆0t/(4eξ0) = 1mT×(t/ξ0)[σD/(1.6 ·
107 S/m)][∆0/(200 µeV)]，以无序金属的典型德鲁德
电导率 σD = νFe

2D表示，并且铝的一个典型值是∆0。
我们还包括了结的厚度 t � ξ0。我们没有自洽地计算
这个磁场（即，通过反馈到电磁矢量势中）。由于旋转
不变项与其他自由能项之间的竞争，电流涡旋只能在
某些阈值 α, J 以上出现，这取决于边界条件、温度和
场强（例如）。我们在附录 B中展示了一个例子，即从
Ginsburg-Landau 自由能来看，当旋转不变项超过超
流体重量时涡旋是稳定的。数值上，我们发现涡旋-反
涡旋转变作为 α和 J 的函数（我们在 Fig. 2的小图中
绘制了一个代表性的反涡旋）。反涡旋相由于边界条件
而产生，其精确依赖性随系统大小的变化而变化，与 α

和 J 相关。请注意，在反涡旋相中，结点之间没有净
电流传输，也没有相关的磁场。

为了量化涡旋-反涡旋转变，我们还绘制了从归一
化的涡度 Γ/ξ0 =

∫
area ∇× (J/Jmax) dxdy计算出的环

流（ Fig. 2中的虚线），其中 Jmax是计算区域边界的电
流。一般来说，环流不是量子化的，但很容易证明反涡
旋的环流消失，而涡旋的环流是有限的。考虑当前密度

JV 和 JAV，它们分别近似于一个涡旋和一个反涡旋，

JV = J0

(
−y
ξ0

x̂+
x

ξ0
ŷ

)
, JAV = J0

(
y

ξ0
x̂+

x

ξ0
ŷ

)
,

(5)

其中 J0 = eζ∆0/(h̄ξ0)。于是，对于一个反涡旋，环流
是 ΓAV = 0，但是对于一个涡旋，环流是 ΓV = 2J0A，
其中 A是涡旋的面积。通过在涡旋相中弱链接中心的
一个方形区域内计算 Γ，我们得到 Jmax ≈ J0。因此在
数值计算中，Γ ≈ 2A表示一个涡旋，Γ ≈ 0表示反涡
旋，而 Γ ≈ A则表示过渡相。由于有限尺寸效应以及
方形几何与圆盘之间的差异，数值漩度不具量子化特
性，并且与解析结果相比存在一些小的变化。

在极坐标中，涡旋的近似电流密度为 JV =

J0ρ/ξ0φ̂，其中 ρ是径向坐标，φ是角坐标。涡旋中心
(ρ = 0) 的磁场是

Banom = µ0J0
Rt

2ξ0
, (6)

其中 µ0 是真空磁导率，R 是涡旋的半径。将 R =

ξ0 代入，我们发现磁感应强度的最大值为 Banom =

2π(R/ξ0)(αξ0)
2(η/∆0ξ

4
0)B0，大约是数值中看到的 1.5

倍。

对于非常小的 (Lx × Ly = 0.1ξ0 × 0.1ξ0) 连接，
系统主要受反涡旋相支配，因此中心处的磁场通常很
小。对于较大的 α，系统接近转变点，所以由于有限尺
寸我们发现有一个小磁场。对于大的连接 (Lx × Ly =

5ξ0 × 5ξ0)，参数空间主要由涡旋相和过渡相支配。围
绕终端的大反向传播电流抵消了中心涡旋产生的磁场
（参见 [22]中的 S3节）。对于 Lx × Ly = 0.5ξ0 × 0.5ξ0

连接，参数空间均匀混合着反涡旋、涡旋和过渡相。大
约在 J = ∆0 处，由于这一转变产生了大的磁场（参
见 [22] 中的 S3 节）。当系统仅略大一些（Lx × Ly =

ξ0 × ξ0），参数空间主要由涡旋相主导，其间有一个小
的过渡相。大约在 J = ∆0处，由于涡旋的存在，存在
一个约 Banom = 0.04B0的大磁场，这与上述简单近似
一致。因为 fz ∼ J/(J2 + ω2)（其中 ω 是马茨布拉频
率）[22]，我们预期磁场强度会在某个有限的 J 处达到
峰值，并在较大的 J 时衰减；在数值计算中，这个峰
值出现在大约 J ≈ α/2处。

特征与操控— 因为环流会产生磁场，因此表征这
些涡旋的自然方法是通过纳米磁计量。扫描探针技术
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图 3. JAV 的大小（a）、位置（b）和形状（c）可以通过在
弱自旋轨道耦合 αback的弱链中，利用门控定义具有强Rashba
自旋轨道耦合 αisland 的岛来操纵。插图：展示了在弱链（蓝色
正方形）内通过门控定义 αisland（黄色区域）的示意图。参数：
(Lx, Ly, J, αisland, αback)=(5ξ0, 5ξ0,∆0, 2/ξ0, 1/(2ξ0))。

已经成熟，并且可以在低温下以高空间分辨率运行。磁
力显微镜已经被用于研究常规约瑟夫森涡旋 [27, 28]，
并且可以达到 10—50 nm 的分辨率 [29]，甚至原子分
辨率 [30]。扫描氮空位中心 [31]和纳米SQUID方法 [32]
现在都可以达到大约 50 nm的空间分辨率。这些磁计
量技术因需要减去背景铁磁信号而变得复杂。一个可
能的解决方案是包含一个背栅来控制 Rashba 相互作
用 [33]。然后可以有效地关闭 SOC以隔离背景铁磁信
号。例如，可以通过不存在约瑟夫森二极管效应来确
认 SOC的缺失。

此类基于门控的技术可用于控制 Rashba 自旋轨
道耦合，也可以用来操纵这些涡旋。考虑一个具有弱
（或不存在）Rashba自旋轨道耦合的大弱链接。可以通
过一个小背栅在弱链接内定义一个具有强 Rashba 自
旋轨道耦合的岛。我们在 Fig. 3中展示了示例，说明如
何使用这种 Rashba“岛”来控制 JAV的大小、位置和
形状。此类方法可用于实现任意尺寸接头中的 JAV，克
服了定义相干长度方形几何结构的必要性。确实，可以
利用此技术在一个弱链接内定义几个不同的涡旋。

超导纹理— 超导关联的所有成分都必须遵守结的
180◦ 旋转对称性。这一要求与结的几何形状和自旋轨
道耦合相结合，允许存在如 Fig. 4(a)所示的 fz相位纹
理。这种纹理特征在于 x和 y 方向上的相梯度。我们
发现所有研究系统的尺寸超过阈值 J, α时都存在类似
的纹理。我们还指出，在同时具有自旋轨道耦合和铁
磁性的超导异质结构中，fx和 fy 组件可以是有限的。

考虑一个具有强自旋轨道耦合的铁磁盘，其边缘
为超导体。由于旋转对称性，fs 和 fz 只能有径向依
赖性。相反，fx 和 fy 可以同时具有径向和角向依赖
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图 4. (a) 在方形几何结构中计算的相位纹理。在 x ≈ 0,fz = 0

处。数值上计算的超导 fx, fy-纹理 (b)在方形几何结构上（Lx =

Ly = ξ0），以及 (c) 在圆盘几何结构上，边缘为超导体，而圆
盘内部是具有自旋轨道耦合的铁磁体（半径 R = ξ0）。我们绘
制了在最小马蒂巴频率下的分量。参数：(J, α) = (∆0, 2/ξ0)。

性，意味着可能会形成纹理。我们数值求解了这样一
个圆盘的问题 ( Fig. 4(b))，以及一个方形几何问题 (
Fig. 4(c))，如图 1-3所示。确实，我们发现这些 fx−fy
纹理与磁性纹理有显著的相似之处。目前尚不清楚如
何观察这些涡旋。

展望— 我们描述了约瑟夫森异常涡旋的特性和操
控，这些涡旋出现在弱链接是具有强自旋轨道耦合的
弱铁磁体的约瑟夫森结中。交换场和自旋轨道耦合共
同导致循环电流，我们将这种现象与自由能中的一个
先前未探索的旋转项联系起来。我们还发现，同样的
成分会导致三重态分量 ft的纹理，这些并不直接贡献
于电流。

约瑟夫森异常涡旋可以在基于异质结构的弱链接
中找到，例如铁磁薄膜/正常金属双层、沉积在金属
上的铁磁合金薄层，或二维范德华异质结，与常规
超导电极耦合。可能的薄层双层包括 YIG/InAs 或
EuS/InAs[34]，必须调整这些材料使得磁化方向偏离
平面（参见例如，参考文献 [35]及其中引用的文献）。
候选铁磁合金包括 Pd/Ni[36]或 Cu/Ni 合金 [37]。必
须谨慎选择层以最小化 Dzyaloshinskii-Moriya相互作
用，这将产生磁性纹理而不是纯偏离平面的交换场。最
后，我们建议将具有面外磁化 [38]的范德瓦尔斯单层
磁性材料 CrI3与具有强 Rashba 自旋轨道耦合的其他
范德瓦尔斯材料（如 MoS2或 WSe2[39]）结合，以寻
找异常涡旋。

作者感谢与 G. E. Volovik、E. Strambini、A.
Dunbrack 和 R. Ojajärvi 的讨论。本工作得到了欧
盟的 HORIZON-RIA 计划（资助协议号 101135240
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供的计算能力配额（持久标识符 urn:nbn:fi:research-
infras-2016072533）。
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结尾事项

附录 A：Ginzburg-Landau理论中的 Lifshitz和旋
转变量不变性— 这里我们在金兹堡-朗道图像中从现
象学角度推导出旋转不变量，并更详细地讨论其意义。

自由能的表达式必须在保持物理系统不变的各种
全局变换下保持不变 [19]。序参数场的变换是 ψ 7→ ψ∗

（时间反演 T，TR），ψ(r) 7→ ψ(−r)（反演变换 I），
ψ(r) 7→ ψ(Rijrj)（全局旋转），和 ψ(r) 7→ eiϕψ(r)（全
局 U(1)）；系数保持 F 不变且为实数。进一步的限制
来自晶体对称性，但这里我们不考虑这一点。

展开梯度并用实数系数表示结果，含一个梯度的
可能项为

F1 = dki[ψ∂kψ
∗ − c.c.] + ck∂k|ψ|2 (7)

然后，dk 是一个 TR-奇向量（T , I = −,−），而 ck 是
一个 TR-偶向量（T , I = +,−）。由分部积分可知，ck
项等价于Ginzburg–Landaua|ψ|2项，并且有一个类似
的边界项 nkck|ψ|2其中 nk 是边界法向量。

可能包含两个梯度的项是

F2 =Djk∂jψ∂kψ
∗ + iejk∂jψ∂kψ

∗ + fjk∂j∂k|ψ|2

+ gjki∂j [ψ∂kψ
∗ − c.c.] (8)

不失一般性，我们取了Djk = Dkj，ejk = −ekj和 fjk =

fkj，gjk = gkj。然后，Djk是一个 TR偶张量（T , I =

+,+），而 ejk是一个 TR奇张量（T , I = −,+）。类似
地：fjk是一个 TR偶张量，而 gjk是一个 TR奇张量。

对于空间常数系数，除了超流刚度 Djk 部分外
的项都是全导数。通过分部积分，fjk 项等价于 ck 项
和一个边界项 njfjk∂k|ψ|2。另一部分 gjk 等价于 Lif-
shitz 不变量 (∂jgjk)i[ψ∂kψ

∗ − c.c] 和类似的边界项
njgjki[ψ∂kψ

∗ − c.c.]。ejk 项的贡献也减少为

∫
M

iejk∂jψ∂kψ
∗ =−

∫
∂M

1

2
njejki[ψ∂kψ

∗ − ψ∗∂kψ]

(9)

+

∫
M

1

2
(∂jejk)i[ψ∂kψ

∗ − ψ∗∂kψ] .

(10)

因此，∂jejk 等同于一个体 Lifshitz不变量，而 ejk 则
类似于边界项。

在现象学层面上，ejk 项可以始终用边界项来表
示。然而，如 [22] 的 S1 节所示，在微观理论中，等
效的项自然地作为体积贡献出现，这适用于任意平滑
的空间变化规范和交换场（即。，在大于平均自由程的
尺度上）。对于由该理论描述的界面，负责涡量的有效
边界利夫席茨不变量微观上是由体积 ejk 项生成的。

附录 B：由于超导盘中的旋转不变性形成的涡旋
— 旋转不变量可以导致超导涡旋的形成。考虑在超导
圆盘 M 中，半径为 R 的空间常数旋转不变量 exy =

−eyx = ε 的影响，在没有 Lifshitz 不变量的情况下
以及对于空间均匀且旋转向对称的超流体权重 Djk =

https://doi.org/10.1038/nnano.2013.169
https://doi.org/10.1103/PhysRevResearch.6.013039
https://doi.org/10.1103/PhysRevResearch.6.013039
https://doi.org/10.1088/1361-6668/ad01e9
https://doi.org/10.1088/1361-6668/ad01e9
https://doi.org/10.1021/acsanm.4c04046
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.86.304
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.86.304
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.86.2427
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.86.2427
https://doi.org/10.1038/nature22391
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DSδjk。总自由能为

F =

∫
M

d2r
(
−a|ψ|2 + b|ψ|4 +DS |∇ψ|2

)
+ ε

∫
∂M

n̂ · Im[ψ∗∇× (ψûz)] (11)

=

∫ 2π

0

dϕ

∫ R

0

rdr
(
−a|ψ|2 + b|ψ|4 +DS |∇ψ|2

)
+ ε

∫ 2π

0

dϕIm[ψ∗∂ϕψ], (12)

其中第二行是以极坐标书写的。请注意，我们选择了
一个惯例，其中 a > 0对应于超导状态。
空间均匀的超导序参数满足 Ginzburg-Landau方

程，即,ψ = ψ0 ≡
√
a/(2b) 的能量是 F0 =

−πR2a2/(4b)。我们来检查一下旋转不变量是否能提
供一个能量更低的非均匀状态。我们做出变分猜测
Ansatz

ψ(r, ϕ) = ψ0 tanh(r/ξ)einϕ, n ∈ Z, (13)

确保在盘内的所有位置上，ψ唯一确定。这里 ξ是一个
优化下的猜测长度尺度。最多到指数级小的修正项对
于 R� ξ，变化 δF = F − F0表示为

δF =
πa

b

[
aξ2c0 +DS

(
c1 + n2 log c2R

ξ

)
+ εn

]
,

(14)

其中 c0 = (1 + 20 log 2)/12，c1 = (4 log 2 − 1)/3 和
c2 ≈ 1.25。与 a成比例的项来自自由能密度中 a和 b

项的组合，当使用 ψ0的特定值时。将此相对于 ξ最小
化得到 ξ = |n|

√
DS/(c0a)，在这一最小尺度下自由能

的变化为

δF =
πa

b

{
DS [c1 + n2(1 + log c2R

ξ
)] + εn

}
. (15)

这一变分近似表明，转动不变量可以驱动系统进
入非均匀涡旋状态。涡旋状态的转变（即，带有 δF < 0）
对于 ε > 0发生在 n = −1时，当

ε ≥ DS

(
1 + c1 + log c2R

ξ

)
. (16)

换句话说，涡旋过渡要求转动不变量基本上超过超流
体权重。

请注意，这个结果是基于一个粗糙的变分近似，因
此 Eq. (16)是旋转不变量临界值的近似估计。
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