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半导体中掺杂共振负U中心的超导电性
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我们研究了通过掺入共振负 U中心对半导体超导转变温度的影响。电子在 U中心的吸引力导致转变
温度增强。相反，传导电子沿 U中心的共振散射及其杂化结果是降低转变温度。当共振宽度与 U中心
的能量级同量级时，对超导转变温度的影响最大。在缺乏电子-声子耦合且U中心浓度足够低的情况下，
即使存在 U中心处电子间的吸引力，超导转变也完全不存在。

I. 介绍

到目前为止，已经引起了显著的关注来研究具有U中
心电子之间局部共振相互作用的半导体系统中的超导性。
最有趣的是当占据 U 中心的电子之间的相互作用相当于
它们之间的吸引力的情况。在这种情况下，我们可以预期，
在导带中去定位状态和在 U 中心处的共振准局域状态之
间的电子配对涨落应有利于超导性的存在并提高超导转
变温度。这种配对涨落源于传导电子与 U 中心处的共振
电子态的杂化。请注意，电子态的杂化会产生一些局部态
的有限宽度 Γ。

具有负能量 U 相互作用的局部共振状态（对于相反
自旋的电子）是由安德森引入的 [1]。负 U中心的起源被
认为是某种内部自由度、化学键 [2] 、适当的电子-声子
耦合区域 [3] 、二价波动分子 [4] 以及 Jahn-Teller 中心
的存在 [5] 的表现。根据作者 [6, 7] 的说法，有理由假设
与超导半导体 PbTe 中的 In 或 Tl 掺杂剂相关的负 U 中
心存在。因此，掺杂的半导体 PbTe1−xTlx可以代表这样
一个系统，在该系统中，超导性存在与其在 U 中心处共
振杂质态的存在相关。超导性在半导体化合物GeTe[8]和
SnTe[9]中被观察到。

超导转变温度的异常行为已在一系列部分以 Ca
或 Ba 替代 SrTiO3 的混钡-锶 BaxSr1−xTiO3 和钙-锶
CaxSr1−xTiO3 钛酸盐陶瓷样品中被观察到。显著结果
[10, 11] 是，对于小于 1020cm−3 的电子浓度，转变温度
得到了增强。在较高的载流子浓度下，转变温度迅速下
降。超导转变温度 Tc在约 1020cm−3 [12–14] 的载流子密
度处达到峰值 0.45 K。超导电性在掺杂的 SrTiO3 中的
有趣问题可以在最近的一些综述中找到 [15, 16]。电子-声
子耦合对 Nb掺杂的 SrTiO3 超导电性的影响在 [17]中进
行了讨论。

如下面将展示的，局部共振状态与电子-电子吸引具
有双重效应于超导转变温度 Tc。局域态中的电子间的吸

引力促进了超导转变温度的增长。相反，传导电子的共振
散射由于它们与局域态的杂化导致转变温度下降。本工作
的目的是分析掺杂半导体中超导转变温度随局部共振 U
中心浓度变化的行为。

II. 具有共振U中心的超导体

我们通过使用增强的 BCS 哈密顿量来检验该问题，
此哈密顿量包含了描述共振局域态以及传导电子与局域
电子态之间跃迁的项：

H =
∑
p

ξpa
+
pαapα − g

∑
p,p′

a+p′↑a
+
−p′↓a−p↓ap↑

+E0

∑
m

b+mαbmα + U
∑
m

nm↑nm↓ (1)

+
∑
p,m

(
Vp,ma

+
pαbmα + Vm,pb

+
mαapα

)
.

这里，a+pα,apα是动量为 p且自旋投影为 α的电子的产生
和湮灭算符，而 ξp则是从费米能 µ取来的动量为 p的传
导电子的能量。常数 g > 0 表示通过声子在 BCS模型中
传导电子以相反方向有效吸引的量。

指定U中心和局域与非局域电子状态耦合参数如下：
E0 是孤立局部 U 中心的能级能量，nm↑ = b+m↑bm↑ 和
nm↓ = b+m↓bm↓ 分别是在编号为 m 的位置上具有向上和
向下自旋的局域电子密度算符，而 V 是传导电子与位于
该位置的局域电子之间的相互作用振幅。对 m的求和是
在所有被共振中心占据的晶格点上进行的。

为了便于理解，在分析局域态对超导转变温度 Tc 影
响时，我们暂时忽略有效的BCS相互作用，并在最终答案
中恢复它。让我们利用ψ+(r)和ψ(r)算子（此后为 h̄ = 1）
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将哈密顿量 H (1) 写成等效形式

H =

∫
ψ+
α (r)

(
−∇2

2m
− µ

)
ψα(r)d

3r

+E0

∑
m

b+mαbmα +
U

4

∑
m

b+mαb
+
mβLαβγδbmδbmγ+ (2)

∑
m

∫
d3r

[
V (r−Rm)ψ+

α (r)bmα+V (r−Rm)b+mαψα(r)

]
.

这里自旋算符是反对称的 Lαβγδ = δαγδβδ − δαδδβγ。为
了简化现象的描述，我们将对应的杂化相互作用视为点状
的，即 V (r − Rm) = V δ(r − Rm) 并且因此 Vp,m =

V exp(−ipRm)。此外，我们假设共振中心在半导体基体
中随机分布。这使我们可以采用常规方法 [18]来处理含有
杂质的金属。特别是这种方法 [19]已被用于分析隧道传导
电子进入无序金属-半导体界面负 U 中心对金属-半导体
共晶合金 Al-Si、Al-Ge和 Be-Si超导性的影响。请注意，
这种情况下的杂质对于超导半导体 PbTe1−xTlx [7] 来说
也不是人为的。

哈密顿量 H (1) 中的杂化项描述了传导电子与局部
状态的混合，这不仅会导致有效电子-电子吸引力的出现，
还会导致其他模糊效应。首先，局域态的宽度以及传导电
子色散关系中的阻尼会出现。其次，局域态之间相互作用
U的重正化也会显现出来。在研究传导电子之间的有效吸
引之前，让我们先考虑最后两种效应。

III. 局域态的宽度和传导电子的阻尼

如常，让我们引入传导电子和局域态的温度松原绿函
数 [20]。

Gαβ(x, x
′) = −〈Tτψα(x)ψ

+
β (x

′), x = (r, τ);

gαβ(x, x
′) = −〈Tτ bα(x)b+β (x

′), x = (m, τ). (3)

对应于自由哈密顿量 H(0) 的初始绿函数

H(0)=

∫
ψ+
α (r)

(
−∇2

2m
− µ

)
ψα(r)d

3r +E0

∑
m

b+mαbmα (4)

可以直接找到。因此，传导电子和局域态的初始格林函数
等于

G(0) =
1

iω − ξp
and g(0) =

1

iω − E0
(5)

其中奇数马特苏巴拉频率是 ω = πT (2n + 1),n =

0,±1,±2, . . .和 ξp = p2/2m− µ。
一般情况下，具有共振中心的金属的格林函数应依赖

于两个动量，这是由于介质的空间不均匀性造成的。然而，

图 1: 实线表示传导电子的格林函数 G(p, ω)。虚线是局域态
的格林函数 g(ω)。交叉符号表示传导电子在共振 U 中心处的
散射。

在对随机分布的共振中心空间配置进行平均后，格林函数
在动量上变得对角化。方程的图形表示如下图所示。在图

1中，传导电子的格林函数用实线表示，而局域态则用虚
线表示。传导电子与共振 U中心的散射用交叉符号表示。
因此，重整格林函数的方程如下：

G(p, ω) = G(0)(p, ω) +G(0)(p, ω) cV 2g(ω)G(p, ω),

g(ω) = g(0)(ω) + g(0)(ω)V 2

∫
d3p

(2π)3
G(p, ω)g(ω) (6)

其中 c 是共振 U 中心的浓度。我们从上述两个方程中得
到这两个格林函数

g(ω) =
1

iω − E + iΓsgnω
,

G(p, ω) =

[
iω

cV 2κ(ω)
E2 + ω2κ2(ω)

+
cV 2E

E2 + ω2κ2(ω)
− ξp

]−1

,

κ(ω) = 1 +
Γ

|ω|
. (7)

这里 Γ = πN(0)V 2 其中 N(0)是在固定自旋方向下的费
米面电子态密度。量Γ是由于杂化过程产生的准局域态的
宽度。

电子格林函数在费米面附近具有众所周知的结构

G(p, ω) =

[
iω

(
1 +

1

2τ |ω|

)
− ξp

]−1

(8)

其中我们引入了化学势的一个不显著的 µ→ µ+ δµ重正
化作为 δµ = −cV 2E(E2+Γ2)−1。电子态的阻尼幅度等于

1

2τ
= cV 2 Γ

E2 + Γ2
(9)

并且与共振中心的浓度 c成正比，也与杂化势 V 的四次
方成正比，因为 Γ ∼ V 2。我们从上述方程 (7)

νb(0) =
1

π

Γ

E2 + Γ2
. (10)

局部态密度 νb(0)与杂化势 V 一同消失。
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IV. 局部相互作用和局域态能量的重整化

让我们从考虑电子在局部状态下的交互效应 U 对能
级E0位置的影响开始。用于寻找局域态的格林函数 g(ω)

的平凡方程如图 2所示。圆表示局部状态下电子之间的相

图 2: 虚线标记了被探测的格林函数 g(0)(ω)，实心虚线表示的
是局域态的重正化格林函数 g(ω)。空心圆圈表示局部状态中电
子之间的相互作用 U。

互作用 U。因此，格林函数 g(ω)的方程为

g(ω) = g(0)(ω) + g(0)(ω)Σ g(ω),

Σ = UT
∑
ω1

g(ω1). (11)

解这个方程，我们得到重整化能量局部状态下的格林函数
g(ω)的表达式 (5) 这里

E = E0 +
U

2
n. (12)

其中 n是共振中心处局域电子的平均密度。

杂化与传导电子的存在，导致了局域能级的宽度Γ的
变化，也将引起同一中心处于局域状态下的电子之间相互
作用 U 的变化。对于重正化的顶角，我们在图 3中有以
下图形方程。在图 3中，重整化相互作用 Γ(Ω)由阴影圆

图 3: 格林函数 g(ω)和 g(Ω−ω)由虚线指定。空心圆表示在U
中心处的电子被探测到的相互作用 U。阴影圆表示在 U中心处
的重正化相互作用 Γ(Ω)。

表示，虚线表示重整化的格林函数 g(ω)。与该图对应的方
程如下：

Γ(Ω) = U + UΠ(Ω)Γ(Ω),

Π(Ω) = −1

2
T
∑
ω

g(ω)g(Ω− ω) (13)

其中 Ω是入射粒子频率的总和。求解这些方程 (13)并计
算 Π(Ω) = Π1(Ω) + iΠ2(Ω)，我们得到

Π1(Ω) =
1

π

Γ

(2E − |Ω|)2 + 4Γ2

[
ln (|Ω| − E)2 + Γ2

E2 + Γ2
+

2(|Ω| − 2E)2 + 4Γ2

(|Ω| − 2E)Γ
arctan E

Γ
+

4Γ

|Ω| − 2E
arctan E − |Ω|

Γ

]
,

Π2(Ω) = − sgnΩ

π

2Γ

(|Ω| − 2E)2 + 4Γ2

[
Γ

Ω| − 2E
ln (|Ω| − E)2 + Γ2

E2 + Γ2
+ arctan E

Γ
− arctan E − |Ω|

Γ

]
. (14)

在计算超导转变温度 Tc 时，我们将关注总频率为零
的情况 Ω = 0。代替初始相互作用强度 U，出现了一个有
效的相互作用参数 Ueff，并且等于

Ueff =
U

1 + U
πE arctan E

Γ

. (15)

V. 传导电子之间的共振吸引

让我们考虑以下过程。一对传导电子与同一个 U 中
心碰撞，进入局域态，相互作用，然后再次过渡到传导电

子的非局域态。这样的过程可以与图 4 中的图形关联起
来，表示传导电子之间的有效相互作用。这种有效相互作

用完全类似于普通的四费米子相互作用。如往常一样，通
过对 U-中心的随机空间定位进行平均，我们得到了传导
电子之间有效相互作用的关系式

Γαβγδ(p1, p2, p3, p4) = (2π)4δ(p1 + p2 − p3 − p4)

×Lαβγδ Γ(ω1, ω2, ω3, ω4), p = (p, ω) (16)

其中 Lαβγδ = δαγδβδ − δαδδβγ 是与方程 (2)中相同的反
对称自旋算符。如预期的那样，只有自旋相反的电子相互
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图 4: 实线与传导电子相关。虚线对应于局域态。这里的叉号表
示强度为 V 的相互作用。圆圈是共振 U中心。

作用，并且涡旋 Γ(ω1, ω2, ω3, ω4)由

Γ(ω1, ω2, ω3, ω4) = cUV 4g(ω1)g(ω2)g(ω3)g(ω4). (17)

给出。让我们处理频率为 ωi = ξ(pi) 的顶点
Γ(p1, p2, p3, p4)，其中 (i = 1, 2, 3, 4)。这个顶点在费米面
处准粒子-准粒子散射的振幅中起着关键作用。换句话说，
我们需要零频率下的顶点 (17)。

Γ(0) = Γ(+0,−0,+0,−0) =
cU

π2N2(0)

Γ2

(E2 + Γ2)2
. (18)

这个振幅 Γ(0) 在计算超导转变温度的过程中将会遇到。

图 5: 振幅 Γ(0)作为局部层级宽度 Γ的函数与能量 E。

我们可以从方程 (18) 看出，传导电子之间的有效相互作
用符号与相互作用 U 的符号一致。

在图 5中，我们展示了幅度 Γ(0)作为局部能级宽度
的函数与能量 E 的关系。因此，对于小宽度的局部能级
以及非常大的宽度，相互作用都很弱。相互作用的最大值
出现在 Γ ∼ |E|处。这种行为很容易理解。对于大宽度 Γ，
由于在 U 中心的寿命短，位于局域状态的电子没有时间
进行相互作用。在小宽度 Γ的相反极限下，电子主要位于
U中心并且无法逃离。

VI. 超导转变温度的确定

在前一节中我们已经找到了电子之间有效相互作用
的大小。因此，我们可以确定超导转变温度。让我们写出

库珀通道中传导电子顶点的方程。对应图 6中的图形并确

图 6: 顶点 Γ(q, p)在库珀通道中的示意图。实线是格林函数。

定顶点极点的方程具有通常的形式 [20]

1 = −T
∑
ω

∫
d3p

(2π)3
Γ(Ω− ω, ω)G(p, ω)G(−p,Ω− ω).

(19)
这里的温度 Matsubara Green 函数

G−1(p, ω) = Σ′(ω) + iΣ′′(ω)− ξp (20)

由表达式 (7)确定。交互作用 Γ(Ω− ω, ω)由方程 (17)给
出，

Γ(Ω− ω, ω) = cUeff(Ω)V
4g2(Ω− ω)g2(ω), (21)

c是 U-中心的浓度。
我们预计温度 T 中的第一个极点出现在总频率 Ω =

0 为零时。因此，方程 (19) 转换为确定超导转变温度的
方程 Tc:

1 = −T
∑
ω

∫
d3p

(2π)3
cUeff(0)V

4

×g2(ω)g2(−ω)G(p, ω)G(−p,−ω). (22)

对动量 p进行积分得到

1 = −cUeff(0)V
4N(0)πT

∑
ω

g2(ω)g2(−ω)
Σ′′(|ω|)

. (23)

代入来自 (20) 和 (7) 的表达式，我们得到了确定转变
温度 Tc 作为 Matsubara 频率 ω = πT (2n + 1)(n =

0,±1,±2 . . .) 总和的最终方程：

1

λeff
= πT

∑
ω

(
E2 + Γ2

E2 + (|ω|+ Γ)2

)2

×

(
|ω|

[
1 + a

E2 + Γ2

E2 + (|ω|+ Γ)2

(
1 +

1 + a

a

1

|ω|τ̃

)])−1

.

(24)

这里我们表示为

λeff = Γ(0)N(0) =
c|Ueff(0)|
π2N(0)

Γ2

(E2 + Γ2)2
,

a = c
νb(0)

N(0)
=

c

πN(0)

Γ

E2 + Γ2
, (25)

1

τ̃
= Γ

a

1 + a
=

1

2τ

1

1 + a
.
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如从 (24)所见，频率总和 ω在大约 Ω ∼ max(E,Γ)的频
率处收敛。通常，量级 Γ大约在 0.1 – 1 eV 左右，因此我
们在极限 Γ � 2πTc 下分析关系 (25)。此时方程 (24)简
化并简化为含有顺磁性杂质的超导体理论中熟知的方程
[21, 22]：

ln Tc0
Tc

= ψ

(
1

2
+

1

2πτ̃Tc

)
− ψ

(
1

2

)
. (26)

这里 ψ(x) 是伽马函数或 digamma 函数的对数导数。因
此，我们有

Tc0 ≈ Ω exp
(
− 1

λ̃eff

)
, λ̃eff =

λeff

1 + a
. (27)

与掺杂了顺磁杂质的超导体不同，在我们的系统中，
描述费米面上传导电子寿命的时间 τ̃ (25) 起着磁散射时
间的作用 (9)。类似于含有顺磁杂质的超导体，这种阻尼导
致超导转变温度降低。为了在缺乏电子-声子耦合的情况
下存在超导性，必须满足条件 τ̃Tc0 > 1。对于临界温度Tc0

指数中的有效耦合常数的行为已在上一节中进行了分析。
假设系统中存在额外的电子-声子耦合，则方程 (19)

和 (22)可以通过将电子-声子耦合增加到共振相互作用来
加以推广。因此，临界温度 Tc由方程 (26)决定，但我们
应在公式 (27)中替换 λeff → λeff + λe-ph。我们假设这里
德拜频率 ωD 与频率 Ω相当。

值得注意的是，导数 dTc/dc|c=0 的符号可以根据电
子-声子常数 λe-ph 和 U 以及 Γ的大小的组合而为正或为
负。换句话说，将负的 U 中心掺杂到半导体中可能会导
致超导转变温度 Tc增加或减少。类似的结论在 [4, 12–14]
的工作中也被观察到。

图 7: 临界温度 Tc 与共振 U中心浓度 c的行为。

VII. 总结

在图 7和图 8中，我们展示了超导转变温度 Tc 作为
U中心浓度 c和相互作用强度 U 的函数的行为，在系统
缺乏电子-声子耦合的情况下。从图中可以看出，在共振
U中心的浓度足够大且电子在局域态上的吸引力 U 充分
大的情况下，临界温度 Tc 是非零的。这种行为的原因是
杂化同时导致了传导电子之间的吸引以及由于它们过渡
到另一个状态而导致的这些电子的阻尼。因此，库珀对中
电子态的相干性崩溃。

超导转变温度 Tc 的增长应该通过减少阻尼来实现，
即频率 τ̃−1 在方程 (25)中确定。另一方面，由于电子之

图 8: 临界温度Tc与局域态电子之间相互作用的强度U的行为。

间的吸引力也与 U中心浓度和杂化电位 V 成正比，频率
τ̃−1的降低意味着有效减少传导电子间的吸引力。这使得
我们无法增加超导转变的临界温度 Tc。毫无疑问，过渡温
度的增长源自于共振 U中心处相互作用强度的增加。
即使在低浓度的 U 中心存在下发生电子-声子耦合

时，超导性仍然得以保持。通过用共振 U 中心掺杂半导
体，可以使临界温度上升或下降。对于电子声子耦合常
数 λe-ph 的小值，导数 dTc/dc|c=0 < 0 为负，并且需要
λe−ph > (λe−ph)min才能使导数 dTc/dc|c=0变为正。从物
理角度来看，这一事实意味着占据共振 U-中心的传导电
子在处于 U-中心时会减弱电子声子吸引。
提高超导转变温度 Tc的最优化关系是能级宽度 Γ大

约等于能级能量E。在弱杂化情况下，传导电子很少占据
共振 U 中心，而在强杂化情况下，传导电子停留时间非
常短以传递有效的 U 吸引。半导体中存在共振负 U 中心
可以显著提高临界温度，前提是其参数经过特别选择。
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