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孤子状态在具有高阶相互作用的尖峰振荡器中
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我们研究了一个全局耦合的 FitzHugh-Nagumo振子系统，表明高阶相互作用影响了同步状态和非
同步状态之间的过渡特征。特别是，我们证明了在同步过渡附近，由于二阶相互作用的存在，孤立态
出现。与相位振子系统的现象学观察不同，我们显示，在低耦合强度下，孤立态出现在两种过渡方向
上，而在高耦合情况下，它们仅发生在正向过程中，反向过程则以爆炸性去同步为特征。

I. 介绍

在过去十年中，高阶相互作用的存在被认为对大
量复杂系统的行为产生了重大影响 [1, 2]。它们的影响
尤为相关，因为在一般情况下，这些影响不能通过成
对相互作用的叠加来恢复。这导致了人们对研究代表
它们的结构（即超图和单纯复形）的静态和动态属性
重新产生了浓厚的兴趣 [3–5]。
高阶相互作用对集体动力学的影响已在震荡器网

络中得到了特别深入的研究，它们与同步和共振等现
象的关系已经确立 [6–9]。在这样的系统中，它们最显
著的效果之一是在没有突然的同步变化的情况下产生
突然的不同步转换。此外，它们还可以诱导极端多稳态
的存在，即无限多个稳定和部分同步的状态共存 [10]。
这种共存与孤子状态这一显著现象有关，在这种状态
下，一个或多个动力单元分裂出来，并且尽管耦合是
均匀的，但其行为不同于其他单元 [11–14] 。部分同
步由高阶相互作用引起的效果也可能导致嵌合态的形
成 [15] 以及突然同步转换的诱导，伴随有滞后和同步
与不一致状态的双稳性 [16, 17]，最终引发爆炸式同
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步 [18] 。然而，这些复杂的动力学行为迄今为止仅在
相位振子网络中被观察和研究过。
在本文中，我们展示了高阶相互作用也对全局耦

合脉冲振子系统中的过渡产生了显著影响。更具体地
说，我们展示了高阶相互作用如何导致同步路径上的
两个方向上孤子状态的出现。然后，我们描述了不同
阶次相互作用对这些系统的现象学的具体影响。

II. 模型

我们研究了一个在成对和二阶相互作用同时存在
情况下的全局耦合 FitzHugh-Nagumo振子系统。其一
般演化由以下系统描述：

εẋi = xi −
x3
i

3
− yi +

σp

N

N∑
j=1
j 6=i

tanh(xj − xi)

+
σh

2N2

N∑
j=1
j 6=i

N∑
k=1
k 6=j

tanh(xj + xk − 2xi) ,

ẏi = xi + ai − byi .

(1)

这里，xi和 yi是第 i个振子的状态变量，参数 ε � 1负
责状态变量的时间尺度分离，N 是振子的数量，而 σp

和 σh 分别是成对相互作用和更高阶相互作用的强度。

https://arxiv.org/pdf/arxiv:2504.19016v1
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Figure 1. 在没有高阶相互作用的情况下，向同步的过渡是连续
的。(a) 时间平均序参量 〈r〉随着二体相互作用强度 σp 的变化
而连续变化。正向曲线（实红线）和反向曲线（实黑线）可以重
叠，不会出现滞后环。如果使用的是线性耦合而不是方程 (1)中
的非线性耦合（虚黑线），过渡性质保持不变。注意对 σp 采用
对数尺度。(b)–(d) 系统的空间时间快照，在面板 (a)中的 1–3
点处拍摄，说明了随着 σp 超过某个临界值时振子如何实现全
局同步。在这些面板中，点 1对应于 σp = 0.004，点 2对应于
σp = 0.02，点 3对应于 σp = 0.4。上部的插图显示了系统的最
终状态，这些状态被用作模拟中下一阶段的初始条件。

我们考虑方程 (1) 中的系统，在特定情况下于 b = 0

处，使得这些方程类似于 van der Pol模型的方程。请
注意，在这种解释中，ε是非线性阻尼的逆。此外，我们
认为振荡器彼此略有不同，通过设定 ai为均值为 0.5、
方差为 0.001的正态分布随机变量。

所定义的模型涉及以双曲正切函数表示的非线性
耦合。这一特定选择允许对函数自变量取较大值时出
现饱和效应进行建模，这种行为在模拟诸如神经细胞
动力学 [19, 20] 等生物过程时通常是有利的。

我们通过数值模拟研究该系统，使用 N = 100振
荡器和 ε = −0.01，从均匀分布的随机初始条件 xi ∈
[−1.5, 1.5]和 yi ∈ [−1, 1]开始。给定耦合强度值的运
行的稳态用作下一个运行的初始状态。在每个时间步，
我们计算阶参数 r(t) = 1

N

∣∣∣∑N
i=1 eiθi

∣∣∣的值，其中 θi =

arctan( yi

xi
)是第 i个振子的角度。时间平均阶参数 〈r〉

的范围，在整个系统的稳态下进行平均，介于 0和 1之

间，0对应不同步状态，而 1则对应完全同步的振荡。此
外，我们还计算每个振子的平均相位速度 ωi = 2π Mi

∆T
，

其中Mi是第 i个振子在大小为∆T 的时间间隔内围绕
原点完成的完整旋转次数。

III. 结果

A. 仅有的成对相互作用

我们从仅考虑成对相互作用的系统开始，即具有
σh = 0。在这种情况下，同步和非同步动力学之间的
连续转变是交互强度的函数。如图 1（a）所示，时间
平均阶参量中没有出现滞后现象，并且前向和后向曲
线可以完全重叠。系统的时间快照，如图 1（b）-（d）
所示，说明了同步化的转变，所有振荡器在 σp大于临
界值时以同相演化。

请注意，耦合的非线性对过渡区域没有深远的影
响。实际上，如图 1(a)所示，由耦合的具体函数形式
引起的唯一影响仅仅是曲线 〈r〉作为 σp 的函数发生了
位移。

B. 二阶相互作用的影响

当系统中引入三体相互作用时，如图 2(a)所示，会
出现一个滞后环，在同步与非同步状态之间的转变过
程中出现。这表明过渡不再是临界的，而是一个一级
相变，并且稳定非相干态和同步态共存的可能性是可
以预期的。然而我们注意到，正向和反向转换都伴随
着部分同步的发生以及孤立态的出现，如图 2(b)–(d)
所示。

这表明，当 σp超过过渡点增加时，系统并不会直
接切换到全局同步。相反，会达到一个部分同步的初
始状态，在这种状态下，大多数振荡器同相，而其余的
则不同步。最终，当 σp进一步增加时，振荡器实现完
全同步。行为在定性上不变，但在研究反向过渡时是
相反的。值得注意的是，孤立状态是稳定的，并且它们
出现在 σp的一系列值范围内，显示了其稳健性。

孤立状态也通过平均相速度中的异常值来表征，
如图 2 (e)–(f)所示。此外，同步振荡器的相轨迹与对
应于孤立状态的那些不同。具体来说，前者是极限环，
而后者则是稍微不规则的非闭合轨迹。
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Figure 2. 高阶相互作用使同步转换变得不连续，并诱导孤子状
态。(a) 同步过渡过程中出现滞后回线：系统在 σp = −0.6(红
线)时切换到同步状态，但只有当 σp 降低至约 −0.69(黑线)时
才会回到非同步状态，这表明该转变是一级的。(b)–(d) 系统的
空间时间快照，在 (a)图中的 1–3点处拍摄，显示了在通往同步
和脱同步路径上的孤立态的出现。在这些图表中，点 1对应于
σp = −0.73，点 2对应于 σp = −0.58，点 3对应于 σp = −0.58。
上方插图展示了系统的最终状态，在模拟中作为下一点的初始
条件使用。(e)–(f) 同步振荡器（黑色）的相轨迹是极限环，而
那些处于孤立态的振荡器（红色）则是开放轨迹。上方插图显
示了每个个体振荡器的平均相位速度。图 (e)对应于点 2，图 (f)
对应于点 3。

随着高阶相互作用强度的增加，正向和反向过渡
表现出行为上的显著变化。一方面，去同步化过渡变
得完全突然，并且抑制了任何孤立状态，如图 3所示。
另一方面，正向过渡仍然具有孤立状态，但其基本性
质发生了改变。特别是参与孤立状态的特定振荡器随
时间发生变化。这与在较低的 σh值下发生的情况形成
了鲜明对比，在较低值时，构成孤立状态的振荡器保
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Figure 3. 更强的高阶相互作用在向非同步过渡期间抑制孤子
状态 (a) 当 σh增加到约 5时，在反向转换（黑线）中不再出现
孤立状态，而在正向转换（红线）中仍然会出现，其比例大于
σh较低值时的比例。(b) 图 (a)中的点 1对应的系统时间演化，
即 σp = −3.425，显示了当孤立状态出现时，属于这些状态的
具体振荡器可能会随时间变化，但它们的数量保持不变。这种
变化的时刻用 ∗标记。上部插图展示了系统的最终状态。
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Figure 4. 孤立状态也出现在相同的振荡器中。(a)-(b) 具有相
同振荡器的系统在不同 σp 和 σh 值下的时空快照显示了稳定孤
态的存在，如果相互作用强度足够高，则这些状态会演化为完
全同步。上部插图显示了系统的最终状态。(c) 同步状态下（黑
色）振荡器的相轨迹与孤态下（红色）的不同，尽管它们的平
均相位速度相同（上部插图）。参数值与 (b)图中相同。

持不变。请注意，这种一些振荡器动力学行为的变化
并不会显著影响异步振荡器的比例。因此，随着时间
的推移，时间平均阶参量的值不会出现大的波动。

为了确认孤立状态不仅仅是由于非同质振子系统
中的不均匀性而产生的伪像，我们研究了当所有振子
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Figure 5. 孤子状态是一种高阶效应。(a) 在缺乏成对相互作用
的情况下，同步转换是连续的，正向曲线（红色）和反向曲线
（黑色）可以完全重叠。(b)–(d) 系统的空间时间快照，在图 (a)
中的点 1–3处拍摄，展示了孤立状态的出现。这些面板中，点
1 对应于 σh = 0.0375，点 2 对应于 σh = 0.06，点 3 对应于
σh = 0.09。上方的小图显示了系统的最终状态，这些状态在模
拟中被用作下一个点的初始条件。

都被迫成为相同的情况下的系统，这对应于施加 ai =

0.5。图 4(a)所示的快照表明，在足够高的 σp和 σh下，
孤立状态最终会演变成完全同步。然而，在较低的交互
强度下，如图 4(b)所示，孤立状态在时间上是稳定的。
类似于非同质振子的情况，对应于同步状态和那些孤
立状态的吸引子相位轨迹，如图 4(c)所示，彼此不同。
然而，它们的平均相位速度相同，与振子不同时的情
形不同。这种现象学使我们能够得出结论：孤立状态
的发生并不依赖于振子之间动态差异的存在，而是系
统中存在高阶交互的结果。

为了更好地理解两种相互作用顺序的作用，我们
考虑系统在没有成对相互作用的情况下，这对应于
σp = 0。在这种情况下，图 5(a) 中报告的结果显示
同步转换是连续的，没有任何双稳态或滞后循环。然
而，孤立状态仍然会发生，如图 5(c)–(d) 的时空快照
所示，这强烈表明它们的出现本质上是一种高阶效应，
而不是由一阶和二阶相互作用的同时存在引起的。

为了验证所观察到的现象是否可以归因于有限尺
寸效应，我们研究了不同系统规模下的同步转换。这
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Figure 6. 同步转换的特性不受系统大小的影响。具有不同数量
振荡器的系统仍然经历一次向同步的一阶转变，唯一的变化是
转变点有轻微偏移。

尤其重要，因为在具有高阶相互作用的网络中，最近
报道表明这种转换在小系统规模下受到强烈的随机波
动影响 [21] 。在我们的案例中，系统中的振荡器数量
仅导致过渡过程出现轻微的定性变化，但其一级特性，
如图 6 所示，以及孤立状态的存在保持不变。

IV. 结论

成对和二阶相互作用在振荡器系统中的交织使得
同步状态与非同步状态之间发生突然转变成为可能，
伴随着滞后和双稳态现象，其中相干和不相干状态共
存。此前，这类效应已在相位振荡器网络中进行了研
究，这是用于研究同步的最简单模型之一。在这里，我
们展示了这些转变也可以在更复杂的动力学存在的情
况下发生，通过使用 FitzHugh-Nagumo振荡器系统作
为案例研究。

此外，我们展示了孤立状态如何在特定情况下以
任一过渡方向出现。这些现象发生在由相同和不同元
素组成的系统中，并且它们的发生与成对交互的作用
强度无关。实际上，即使忽略两体相互作用，它们仍然
会出现。相反，在没有高阶相互作用的情况下，孤立状
态会被抑制。这表明这种状态是尖峰振荡器中的固有
高阶效应，并且它们与系统的同质性或大小无关。请
注意，与之前报告的孤立状态 [10]不同，后者仅在正
向过渡中出现，我们这里研究的状态可以在同步过渡
和去同步过渡中出现，只要耦合强度低于临界值即可。

因此，我们的研究结果构成了对孤立状态理解的
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一个进步，并提供了存在本质上高阶效应的额外证据。
将多体相互作用与临界现象和动力学转变联系起来，
我们的工作强调了在建模复杂系统时考虑高阶网络的
相关性。
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