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一组不互相同构的三生成元群的概率定律
连续体 xn = 1

V.S. Atabekyan ∗ A.A. Bayramyan † V.H. Mikaelian ‡

摘要

在本文中，我们构造了一个连续的非同构三生成元群族，在这些

群中恒等式 xn = 1 以概率 1 成立，但在每个群中普遍不成立。这

解决了关于群恒等式的概率满足和普遍满足之间关系的一个近期问

题。我们的构造使用了阶为 n 的循环群的 n 周期积以及满足形式为

[xpn, ypn]n = 1恒等式的一类二生成元相对自由群。我们证明，在这些

乘积中的每一个中，满足 xn = 1的概率等于 1，尽管在这些群中的任

何一个内该恒等式普遍不成立。

介绍。

群论与概率论之间的相互作用已经成为现代代数中的一个活跃研究领

域。概率论在群论中的一个应用是对提供群的替代特征的概率陈述的研究。

最早的结果之一是以下观察：如果有限（或紧致）群中随机选择的两个元素

可交换的概率大于 5
8
，那么该群是阿贝尔群（见 [1]）。一个相关结果表明，

如果 G是一个有限群，在这个群中随机选择两个元素生成可解子群的概率
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超过 11
30
，则 G本身也是可解的 [2]。这类结果可以通过在有限生成群上引入

概率测度来扩展。一个自然的方法是固定一组生成元，并考虑该群的凯莱

图中 k-球上的均匀测度序列，然后取极限当 k → ∞时。以下我们按照 [3]
给出有限生成群的一般定义。令M = {µk}为有限生成群 G上的一系列概

率测度，令 w为自由群 Fm 中的任意一个词，该自由群的秩为 m。我们定

义 G 满足关于测度序列 M 的群恒等式（法则）w = 1 的概率为数

PM(w = 1 in G) = lim sup
k→∞

Pµk(w = 1 in G). (1)

如果

PM(w = 1 in G) = 1,

那么我们说词 w 是群 G 的一个 M - 概率群恒等式（几乎恒等式）。概率
PM(w = 1 in G)的值传达了关于群G的某些信息。例如，如 [5]和 [3]所示，
如果 P([x, y] = 1 in G) > 0或 P(x2 = 1 in G) > 0，则该群是几乎可交换的

（另见 [4]）。关于这个主题的详细调查结果可以在 [3]中找到。在 [3]中提出
了以下问题（见问题 13.3）：设 w ∈ Fm 是一个任意单词，G是一个由生成

集 S生成的有限生成群，并且 R
(1)
n , R

(2)
n , . . . , R

(d)
n 是关于 S在G上的独立随

机游走。如果

lim
n→∞

P
(
w(R(1)

n , R(2)
n , . . . , R(d)

n ) = 1 in G
)
= 1,

是否意味着 w = 1是 G中的恒等式？根据 S.I. Adian的著名工作 [7]，对于
所有 m ≥ 2和奇数 n ≥ 665，自由 Burnside群 B(m,n)上的对称随机游走

是瞬时的。基于这一结果，可以在由形式为 An 的关系定义的群类中寻找

该问题的一个潜在反例。这个问题已经在 [8]和 [9]中被考虑过，在这两篇
文献中，作者们使用不同的方法构造了有限生成的反例来反对所陈述的问

题。特别是，在 [9]中构造了一个 3生成元群，在这个群里对于所有足够大
的奇数 n来说，xn = 1是概率恒等式，但该群包含一个无限循环子群。这

意味着恒等式 xn = 1在整个群里并不成立。在这项工作中，我们将通过构

建一个连续的非同构 3生成元群族来加强这一结果，每个群都具有恒等元
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素 xn = 1的概率等于 1的性质。同时，在这些群中的任何一个中，该恒等
式都不成立。为简化起见，我们将考虑简单的对称随机游走作为随机游走

R
(i)
n （参见 [10]），并作为 G上的概率测度，我们将在群 G的凯莱图上固定

一组自然的概率测度序列。令 BG(k)表示以群 G的单位元为中心，关于某

个固定的对称生成集 S 的 Cayley 图中半径为 k的球体，并设M = µk，其

中 µk 是在 BG(k)上的均匀分布，意味着如果 g ∈ BG(k)则 µk(g) =
1

|BG(k)|，

否则 µk(g) = 0。我们的方法基于 S.I. Adian提出的两个构造：在 [11]中发
展的 n-周期乘积的概念，以及在 [12]和 [13, Ch. VII]中构建的独立群恒等
式的无限系统。更具体地说，我们考虑形如 {[xpn, ypn]n = 1}的恒等式系统，
其中 n ≥ 1003是一个固定的奇数，而 p遍历一组固定的素数 P。设 F(n,P)

表示具有自由生成元 b1, b2 的秩为 2 的自由群，该自由群满足所有恒等式
{[xpn, ypn]n = 1}，适用于 p ∈ P。根据 S.I. Adian 的结果 [13]，对于不同
的素数集合 P，群 F(n,P) 是非同构的。接下来，我们考虑 n-周期性产品
AP = F(n,P)∗nZn，其中 Zn 是一个由生成元 a构成的阶为 n的循环群。显

然，AP是一个 3-生成元群。现在我们来表述我们的主要结果：

定理 1. 对于任何足够大的固定奇数 n，以下成立：

1. 在群 AP = F(n,P)∗nZn 中，单位元 xn = 1是一个M -概率性单位元。

2. 在群 AP中，恒等式 xn = 1不成立。

3. 存在一个连续的非同构 3生成元群族，形式为 AP = F(n,P)∗nZn，对

应于不同的素数子集 P。

定理 1中的群 AP以显著加强的形式对上述问题给出了否定的答案。本

文的组织结构如下。在第 1节中，我们概述了构成我们构造基础的群 F(n,P)

的关键属性。第 2节回顾了一些关于 n周期乘积的相关事实。在第 3节中，
我们展示了 n-挠群的必要性质。第 4节提供了 3生成自由伯恩赛德群的增
长估计，这是证明主要定理的关键部分。在第 5节中，我们将这些工具结合
起来以证明主要定理。当前的结果与 [14, 15, 16]有关，在其中我们找到了
一个连续的 3生成可解非霍普夫（非元幂零）群，它们生成不同的群变种。
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这是一个广泛的群类，对于其中 Higman的问题 16在 [17]中给出了肯定的
回答。在整个论文中假设 n是一个足够大的奇数。对于每个结果，我们指

定了其有效的 n范围。

1 无限独立群

恒等式系统，含有两个变量

B. Neumann 于 1937年提出有限基问题，询问是否存在无限不可约的
群恒等式系统，即其中没有一个关系是其他关系的结果的系统。1969年，S.I.
Adian构造了具有两个变量的此类系统的示例，解决了这个问题（[12]）。这
一结果后来被包含在他的 1975年专著 [13]中，在此他证明了对于任意奇数
n ≥ 1003，以下双变量恒等式族是不可约的：

{[xpn, ypn]n = 1}, (2)

其中参数 p遍历所有素数（参见 [13, Chapter VII]，定理 2.1）。从这个结果
可以得出，对于任意奇数 n ≥ 1003，存在一系列不同的簇 An(P)对应于素

数集合的不同子集 P。因此，在不同集合 P的簇An(P)中秩为 2的相对自由
群 F(n,P)是非同构的。这些群的其他性质已在 [18]中进行了研究。如 [13,
Section 2, Chapter VII]所示（另见 [18]），该群具有以下表示：

F(n,P) =

〈
b1, b2 |An = 1, A ∈ E =

∞⋃
α=1

Eα

〉
, (3)

其中词语 A ∈ Eα 以特定方式选择，并被称为标记的基本周期（关于基本

周期的详细定义，集合 Kα,Mα 等，请参见 [12]，[13]，[18]）。为了简化表
示，我们将固定配对的 (n,P)记为 F，其中 F(n,P)。以下三个引理是在 [18]
(n ≥ 1003) 中建立的：

引理 1 (引理 8, [18]). 对于群 F中不等于 1 的任意单词 X，存在单词 T 和

A，使得在某个整数 r下 X = TArT−1在 F中，其中 A ∈ E或 A是某些秩

的未标记基本周期，并且 Aq 出现在某类Mγ−1的单词中。
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引理 2 (引理 4，[18]). 如果 A是某个秩 γ的标记基本周期，并且 Aq 出现在

类 Kγ−1中的某些词中，那么 A在群 F中的阶为 n。

引理 3 (引理 5, [18]). 如果 A是某个秩 γ 的未标记基本周期，并且 Aq 出现

在类Mγ−1中的某个词中，那么 A在 F中具有无限阶。

从引理 1、2和 3直接得出：

引理 4. 群 F的每个元素要么与无限阶元素的某个幂共轭，要么与有限阶为

n的元素的某个幂共轭。

2 n-周期产品

n-周期群乘积的概念是由阿迪安在 [11]中引入的。他证明了 n周期乘

积与奇指数 n ≥ 665的操作具有几个重要性质：它是精确的、关联的，并且

满足子群的遗传性。这些性质也是直接和自由乘积的特点，为著名的马尔

采夫问题提供了一个解决方案（详见 [19]）。这种操作，用
∏n

i∈I Gi表示，对

于奇数 n ≥ 665定义为由一组给定群 {Gi}的自由乘积通过一个特定的正规
子群形成的商群，该正规子群是由形式为 An = 1的关系系统决定的。以下

两个引理来自 [11]，揭示了奇数 n ≥ 665的 n-周期产品的关键性质。

引理 5 (定理 1, [11]). 群 Gi, i ∈ I 可以规范地嵌入到
∏n

i∈I Gi中作为子群。

引理 6 (定理 7, [11]). 对于每一个元素 x ∈
∏n

i∈I Gi，要么 xn = 1在
∏n

i∈I Gi

中，或者 x与某个子群 Gi的一个元素共轭，该子群是群
∏n

i∈I Gi的子群。

如 [20]所示，引理 6的陈述特征是关于 n-周期性乘积的，即，给定群族
的 n-周期性乘积由引理 6中指出的性质唯一确定。
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3 n-挠群

令 S是一个群字母表，R是在这个字母表上的单词集，并且令 n > 1是

一个固定的自然数。考虑由表示定义的群 G

G = 〈S | Rn = 1, R ∈ R〉. (4)

定义 1. 我们说群 (4)是一个 n-挠群（参见 [21]，定义 1.1）或指数为 n的部

分伯恩赛德群（参见 [22]，定义 I.1），如果对于任何元素 y ∈ G，要么 yn = 1

要么 y具有无限阶。

最简单的 n-挠群示例是阶数为 n的循环群和无限循环群。显然，任何

秩的自由伯恩赛德群和绝对自由群都是任意自然数 n的 n-挠群。从等式 (3)
可知，每个群 F(n,P)都具有形式 (4)的表示。

因此，根据定义 1和引理 4我们得出：

引理 7. 群 F(n,P)是 n-挠群。

以下陈述已在 [21]中证明。

引理 8 (定理 1.1, [21]). n-周期性的任何一组 n-挠群的乘积本身是一个 n-
挠群 (n ≥ 665)。

结合定义 1与引理 7和 8，我们立即得到：

引理 9. 群 AP = F(n,P) ∗n Zn是 n-挠群 (n ≥ 1003)。

设G是一个任意的 n-挠群（即指数为 n的部分伯恩赛德群），其中 n是

足够大的奇数（例如 n > 1080）。根据命题 III.4在 [22]中，任何指数为 n的部

分伯恩赛德群 G都可以用公理形式 G = BC(S, n) = 〈S | Rn = 1, R ∈ C〉表
示，其中 C 是字母表 S中的某个部分伯恩赛德集（参见定义 II.45 和 II.46，
[22]）。另一方面，根据定理 III.3在 [22] G 中也允许具有以下形式的特殊分
级表示

G = GC(∞) = 〈S | An = 1, A ∈ R〉, (5)
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这被称为 G的极小部分伯恩赛德表示（MPBP）（参见定义 II.47，[22]）。对
于群 AP，我们固定生成集 S = {a, b1, b2}，并考虑相应的 MPBP表示 (5)。
由于第 II–IV章中 [22]的所有陈述都适用于部分伯恩赛德群，它们也适用于
AP。我们将需要在 [22]中为任意部分伯恩赛德群证明的以下引理。我们在
这里特别针对群 AP进行陈述。

引理 10 (引理 IV.3，[22]). 令W 是字母表 S 上的任意一个单词。假设 U 是

最短的一个单词，使得W 在群 AP中与 U 的某个幂共轭。如果字母 s ∈ S±1

出现在 U 中，则它也必须出现在W 中。

由于群 F由元素 b1, b2生成，以下陈述直接来自于引理 10。

引理 11. 令 U 为表示 AP 中长度最短的元素 u ∈ AP 的循环简约词。如果 u

与某个元素 w ∈ F < AP共轭，则词 U 是生成元 b1, b2中的一个词。

如果我们用正则约简替换 U 的循环约简条件，我们得到以下结果：

引理 12. 令 U 表示 AP中某个元素 u ∈ AP的最短简约词。如果 u与某个元

素 w ∈ F共轭，则存在字母表 {b1, b2}中的一个词 U1和字母表 S 中的一个

词 V，使得 U = V U1V
−1。因此，

|U |AP
= |U1|AP

+ 2|V |AP
= |U1|F + 2|V |AP

.

4 关于秩为 3的自由伯恩赛德群的增长

正如 S.I.Adian所展示的，自由伯恩赛德群 B(m,n)在奇数 n ≥ 665和

m > 1 [13, Ch. VI, Theorem 2.15]的情况下具有指数增长。此外，B(m,n)

具有一致的指数增长（参见 [23]，推论 3）。Adian 的专著中已经为 m = 2

建立了显式的增长率估计。在本节中，为了我们的需求，我们将此估计扩

展到 m = 3。m = 3的估计与 m = 2的情况类似获得。为完整起见，我

们给出了所需估计的证明。令 S = {a1, a2, a3}表示 B(3, n)的一组生成元，

γ = γB(3,n);S 是 B(3, n)的增长函数。
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命题 1. 对于所有奇数 n ≥ 665和自然数 s

γ(s) >
3

2
(4.9)s − 1.

证明。该群字母表由 6个字母组成：{a1, a2, a3, a−1
1 , a−1

2 , a−1
3 }。令 γ(s)

表示长度为 s的元素在 B(3, n)中的数量，令 β(s)表示不包含形式为 A8的

子词的长度为 s的简约词的数量。根据定义 4.34 ([13, Ch.I]) 所有这些词都
是绝对简约的。因此，这些不同的单词代表了 B(3, n)的不同元素。因此，

如同定理 2.15的证明 [13, Ch.VI]中所述，我们得出结论

γ(s) ≥ β(s).

对于 s ≥ 8i，记 δi(s)为形式为XB8的约化字的数量，其中 i = |B|, s =
|XB8|，并且 X 不包含形式为 A8的子词。显然，

δi(s) ≤ β(s− 8i)6i.

为了估计 β(s + 1)，即不包含形式为 A8的子词的简约词的数量，我们

注意到长度为 s+1的每个简约词是通过将字母表中的 5个不是最后一个字
母的逆元的字母附加到长度为 s的词上得到的。此外，如果形式为 A8的词

没有出现在词 Y 中，则此类词只能出现在 Y a的末尾，其中 a是任意字母。

因此，

β(s+ 1) ≥ 5β(s)−
[ s+1

8
]∑

i=1

δi(s+ 1) ≥ 5β(s)−
[ s+1

8
]∑

i=1

β(s+ 1− 8i) · 6i, (6)

其中 [ s+1
8
]是 s+1

8
的整数部分。现在我们通过归纳法证明

β(s+ 1) > 4.9β(s) (7)

，其中归纳的对象是 s。对于 0 < s < 7，不等式显然是成立的，因为在这

种情况下 β(s + 1) = 5β(s)成立。假设对于 s < t不等式成立。然后对于

1 ≤ i ≤ [ t+1
8
]

β(t) > 4.9β(t− 1) > · · · > (4.9)8i−1β(t− (8i− 1)),
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因此

β(t− (8i− 1)) <
β(t)

(4.9)8i−1
.

从后一个不等式和 (6)，我们得到

β(t+ 1) ≥ 5β(t)−
[ t+1

8
]∑

i=1

β(t) · 6i

(4.9)8i−1
≥ β(t)

(
5− 4.9

∞∑
i=1

(
6

(4.9)8

)i
)

> 4.9β(t).

由于 β(1) = 6，从 (7)我们获得

β(s) ≥ 6 · (4.9)s−1,

从而

γ(s) ≥ 6 · (4.9)s−1

对于任意的 s > 0。最后，我们得到

γ(s) = 1 +
s∑

i=1

γ(i) ≥ 1 + 6
s∑

i=1

(4.9)i−1 ≥ 1 +
3

2
((4.9)s − 1) >

3

2
(4.9)s − 1.

5 定理的证明 1

定理 1的陈述 2 的证明。 恒等式 xn = 1在群 AP中不成立，因为它在其子

群 F中失效。

定理 1的陈述 1的证明。 让我们证明 xn = 1是群 AP 中的一个M -概率恒
等式。令 BAP

(r)表示群 AP的凯莱图中关于生成集 {b±1
1 , b±1

2 , a±1}的半径为
r的球，并且令 BF(r)表示群 F的凯莱图中关于其生成集 {b±1

1 , b±1
2 }的半径

为 r的球。给定群 G的增长函数将表示为 γG(r) = |BG(r)|。我们可以利用
秩为 3的自由群的增长来从上方估计 γAP

(r):

γAP
(r) ≤ γF3(r) = 1 +

3(5r − 1)

2
<

3

2
· 5r.
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另一方面，由于 AP是一个 3生成元的 n-挠群（参见 (4)），因此 AP允许有

一个到自由伯恩赛德群 B(3, n)的满同态。因此，γAP
(r)不小于 γB(3,n)(r)。

使用在第 4节中获得的 γB(3,n)的估计值，我们得到：

3

2
· (4.9)r − 1 < γAP

(r) <
3

2
· 5r.

令 D为所有元素 g ∈ AP 的集合，其中 gn 6= 1在 AP 中。在球 BAP
(k)

中不满足方程 xn = 1的元素数量等于 |BAP
(r) ∩D|。因此，由引理 12，我

们有：

BG(r) ∩D =
r⋃

i=0

{
UXU−1 | X ∈ BF(i), U ∈ BAP

(
r − i

2

)}
. (8)

考虑到 (8)，我们得到

| BG(r) ∩D |≤
r∑

i=0

γF(i)γAP

(
r − i

2

)
≤

r∑
i=0

2 · 3i · 3
2
5

r−i
2 =

= 3
√
5
r

r∑
i=0

(
3√
5

)i

= 3
√
5
r (

3√
5
)r+1 − 1
3√
5
− 1

.

因此，对于 Cayley 图 AP中 r球内 xn = 1成立的概率，我们有：

|BG(r) ∩D|
|BG(r)|

≤ 2 · 3r+1

(3−
√
5) · ((4.9)r−1 − 1)

−−−→
r→∞

0.

从而，定理 1的陈述 1 得证。

定理 1的陈述 3的证明。 假设对于某个 P 6= P′，群AP和AP′是同构的。那

么，根据引理 5，群 AP包含一个与 F(n,P′)同构的子群。换句话说，AP包

含两个元素 u′
1, u

′
2，它们生成一个与 F(n,P′)同构的子群。此外，由于对于

P′ 6= P′′，群 F(n,P′)和 F(n,P′′)不同构，相应的生成元对 (u′
1, u

′
2)和 (u′′

1, u
′′
2)

是不同的（〈u′
1, u

′
2〉 ' F(n,P′)，〈u′′

1, u
′′
2〉 ' F(n,P′′)）。在可数群 AP 中，元
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素的不同对的集合 (u′
1, u

′
2)是可数的。因此，与给定群 AP同构的群集至多

是可数的。由于各种素数集合的子集 P所对应的非同构群集合 F(n,P)是不

可数的（见 [13, Chapter VII]，命题 2.17），因此对于不同的 P，非同构群集

合 AP也是不可数的。
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