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摘要—我们考虑玻色复合窃听信道。一对有损信道将发送
者与一个（合法）接收者及一个窃听者连接起来。发送者和接收
者仅对实际的信道状态具有部分信息。在这种情况下，他们的任
务是在保证向窃听者泄露的信息量（渐近地）可忽略的前提下，
通过无限次使用信道来传输最大数量的消息。我们证明了当发送
者和接收者具有相同系统信息的情况下的容量公式以及发送者
具有信道状态信息情况下的容量公式。

I. 介绍

复合窃听信道中的通信要求在各种信道条件下正
确传输到接收端，这些条件可以在预定义的集合中取任
意值。在实际场景中，当发送端对信道状态了解较少且
必须确保低延迟数据传输时，这样的情况就显得尤为重
要。此时，排除了通过发送导频符号让接收端学习信道
然后将信息传回给发送者的策略。由于越来越多的服务
实现了数字化，数据安全成为一个越来越重要的主题，
这在物理层通信系统研究中通过引入窃听者得以体现。
必须假设对于连接发送者与窃听者的信道状态信息的
缺乏也是存在的，这增加了不仅确保准确的数据传输到
合法接收端，而且还减少向窃听者的信息泄露的挑战。

相应的经典系统在所有信道参数完全已知的情况
下，如 [14]所示的研究中进行了探讨，并且在 [3], [8]中
对复合窃听信道进行了研究。有限维希尔伯特空间量子
信道的秘密容量在 [5]和独立地在 [4]中被证明。玻色
系统的私密容量进一步在 [7], [9], [10]中进行了探讨。
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II. 符号表示和系统模型

Fock空间表示为 H，其上所有密度算子的集合是
P(H)。冯-诺伊曼熵表示为S，热态的熵具有平均值E个
热光子是 g(E)，其中 g(x) = (x+1) log(x+ 1)−x log(x)
是 Gordon函数 [6]。二进制熵是 h : [0, 1] → [0, 1];x 7→
−x logx− (1− x) log(1− x)。在整个过程中，对数以 2
为底。集合 {pi, ρi}i 的 Holevo 数量是 χ({pi, ρi}i)。在
这项工作中，我们关注无噪声玻色经典-量子信道，这
些信道由一个参数 τ ∈ [0, 1] 定义，其中 τ2 被称为透
射率，1 − τ2 是损耗。接收到输入 α ∈ C后，信道输
出由 Nτ (α) = |τα〉〈τα|给出。我们约定希腊字母表示
相干态，因此 |τα〉 = e−|τα|2/2∑

n
(τα)n√

n!
|n〉 是一个相

干态，而 |n〉是所谓的光子数态，它们构成了 H 的正
交基。一个无噪声的玻色复合线窃听信道由一组信道
N = {Nτ ,Nη}(τ,η)∈S 给出，其中 S是 [0, 1]× [0, 1]的一
个子集，τ 量化了合法方之间传输链路的透射率，而 η

量化了从合法发送者到窃听者的链路的透射率。在整个
过程中，X 是一个集合，X 表示其上的一个随机变量。
EX 表示关于 X 的期望值。对于实数 r，如果 (r)+ = r

则 r > 0，否则 (r)+ = 0。

定义 1 ((n,Mn, λ, µ) 代码): 一组信号集合
{xs,m}m∈[Mn],s∈S，其中每个 xs,m都是Cn的一个元素和
一个 Positive Operator Valued Measurement (POVM)
{Dm}Mn

m=1 被称为具有发送端状态信息的 (n,Mn, λ, µ)

编码 C，如果对于所有成对的 s = (τ, η) ∈ S，成功概率

psuc,s(C) :=
1

Mn

Mn∑
m=1

Tr
[
DmN⊗n

τ (xs,m)
]

(II.1)

满足 psuc,s(C) ≥ 1− λ，且向窃听者泄露的信息满足

χ({M−1
n ,N⊗n

η (xs,m)}Mn
xm=1) < µ. (II.2)
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。如果信号 {xm}m∈[Mn]不依赖于 s，并且对于所有 s =

(τ, η) ∈ S 都成立 psuc,s(C) ≥ 1− λ和

χ({M−1
n ,N⊗n

η (xm)}Mn
xm=1) < µ (II.3)

，该编码被称为没有发送端状态信息的 (n,Mn, λ, µ)

编码 C。
定义 2 (可达速率，容量): 速率 R ≥ 0被称为在发

射机具有/不具有状态信息的情况下，在状态约束R下
经典-量子复合搭线信道 N 中可实现的，如果存在一个
序列 (Cn)n∈N的 (n,Mn, λn, µn)编码，该编码具有/不具
有发射机的状态信息，并遵守状态约束R，使得 λn → 0

和 µn → 0以及 lim infn→∞
1
n

logMn ≥ R。带有（不带）
发送器状态信息的 N 的秘密消息传输容量被定义为所
有可实现于N 带有（不带）状态信息的速率的上确界，
并表示为 CCSI（CnoCSI）。

III. 预备知识

引理 3 (覆盖引理 [11, Chapter 17]):设X 是一个集
合，pX(x)是在X 上的概率分布。然后 {pX(x), ρx}x∈X，
其中 {ρx}x∈X ⊂ P(H)对于某些 H，被称为真实集成。
令 L是一个集合，并为每个 l ∈ L根据 pX(x)随机选择
一个码字 Xl，则

{
1
|L| , ρXl

}
l∈L
被称为伪组合。设有一

个码空间投影器 Π，它是一个满足

Tr [ρxΠ] ≥ 1− ε, Tr [Π] ≤ D, (III.1)

的正交投影器，以及一组具有性质

Tr [ρxΠx] ≥ 1− ε, ΠxρxΠx ≤ 1

d
Πx, (III.2)

的码字投影器 {Πx}x∈X，其中 ε > 0和 0 < d < D。令
ρ̄ =

∑
x∈X pX(x)ρx 为真实集合的平均状态，令 ρ̄L =

1
|L|
∑

l∈L ρs为虚假集合的平均状态。则

Pr
{
‖ρ̄− ρ̄L||1 ≤ 30ε

1
4

}
≥ 1− 2De−

ε3|L|d
4D , (III.3)

给定 ε较小且 |L| � ε3d
D
。概率是相对于随机代码簿选

择而言的。注意原始界限紧一些。

我们还广泛使用了量子典型性和强经典典型性的概念。
关键属性如下所述；完整讨论请参见 [11]。
定义 4 (强典型性): 令 X 为一个有限集，xn =

(x1, . . . , xn)为一个序列，x1, . . . , xn ∈ X 和N(x|xn)是
符号 x在 xn中出现的次数。令 pX(x)为随机变量X 的

概率分布。对于 δ > 0，δ-强典型集 TXn

δ 包含所有 xn

其中

∀x ∈ X ,


∣∣ 1
n
N(x|xn)− pX(x)

∣∣ ≤ δ if pX(x) > 0,

1
n
N(x|xn) = 0 else

.

对于 ε, δ > 0，足够大的 n和一个正常数 c，TXn

δ 具有
性质

Pr{Xn ∈ TXn

δ } ≥ 1− (2n)−|X|2−nε2 log(2)/2

(III.4)

(2n)−|X|2n(H(X)−cδ) ≤ |TXn

δ | ≤ 2n(H(X)+cδ), (III.5)

其中 H(X) =
∑

x∈X pX(x) log(pX(x))是熵。

定义 5 (典型子空间): 令 ρ ∈ P(H) 是一个具有
谱分解 ρ =

∑
x∈X pX(x) |x〉〈x|的密度算子。对于每个

n ∈ N，投射到 ρ⊗n的典型子空间上的投影定义为

Πn
ρ,δ =

∑
xn∈TXn

δ

|xn〉〈xn| , (III.6)

其中 TXn

δ 是 pXn(xn) = pX(x1) . . . pX(xn)长度为 n的
典型序列的集合。它具有以下性质，对于足够大的 n和
任意的 ε, δ > 0：

Tr
[
Πn

ρ,δ

]
≤ 2n(S(ρ)+δ), (III.7)

Tr
[
Πn

ρ,δρ
⊗n
]
≥ 1− ε, (III.8)

2−nδΠn
ρ,δ ≤ 2nS(ρ)Πn

ρ,δρ
⊗nΠn

ρ,δ ≤ 2nδΠn
ρ,δ. (III.9)

空间 span {|xn〉}xn∈TXn

δ
被称为典型子空间。

引理 6 (相干态近似): 令 |α〉为一个凝聚态，PN =∑N
n=0 |n〉〈n|其中 |n〉是光子数态，是截断在 N 的 Fock

空间的投影算子。则对于所有 N > 8e|α|2，有

Tr [PN |α〉〈α|] ≥ 1− 1

2
2−N (III.10)

显然相同的界限适用于状态 ρ =
∑

α∈A p(α) |α〉〈α|，只要
N > 8e|α|2 ∀α ∈ A。

引理 6可由斯特林公式及以下观察得出：对于每一个
c > 0，当 N 足够大时，我们有 (c/N)N < 2−N。

引理 7: 令 X 是一个有限集，H是一个希尔伯特空
间，并且 N = {Ns}s∈S ⊂ C(X ,H)是一个经典-量子复
合信道，其中 S 是一组有限的信道状态。令 {|ex〉}x∈X

为复希尔伯特空间 C|X | 的一个标准正交基，且令 p(x)



对于 x ∈ X 是定义在 X 上的一个概率分布。此外，我
们定义“修剪”分布 p′X′n 为

p′X′n(xn) =
1

∆n
δ

pXn(xn)1TXn

δ
(xn) (III.11)

其中 ∆n
δ =

∑
xn∈TXn

δ
pXn(xn)。对于块长度 n ∈ N，在

C|X | ⊗H上定义以下状态：

ρn =
1

|S|
∑
s∈S

∑
xn∈Xn

pn(x
n) |exn〉〈exn | ⊗ N⊗n

s (xn),

(III.12)

τn =

( ∑
xn∈Xn

pn(x
n) |exn〉〈exn |

)

⊗ 1

|S|
∑
s∈S

( ∑
xn∈Xn

pn(x
n)N⊗n

s (xn)

)
. (III.13)

令 Cn = {Cn
m}Kn

m=1是一个随机码，其中每个元素 Cn
m都

是根据 p′n(x)从 X n 中独立随机选取的。然后如果对于
某些 λ ∈ [0, 1]和 a > 0存在一个投影器 Pn使得

Tr[Pnρn] ≥ 1− λ and Tr[Pnτn] ≤ 2−na,

(III.14)

对于任意的 γ 满足 0 < γ ≤ a和 Kn = b2n(a−γ)c，则存
在一个解码 POVM {Dn

Cn
m
}Kn
m=1 使得

P(min
s∈S

perr(C) < ξ
1
2 ) ≥ 1− ξ

1
2 (III.15)

其中

perr =1− 1

Kn

Kn∑
m=1

Tr
[
N⊗n

s (Cn
m)Dn

Cm

]
, and (III.16)

ξ =|S|(2λ+ 2(1−∆n
δ ) +

4

(∆n
δ )

2
2−nγ) (III.17)

本引理是来自 [2]的引理 1 的改编版，其中还包含
引理 8 ( [2, Lemma 5] ): 对于每一个 δ > 0，有限

的复合 cq-信道 N = {Ns}s∈S ⊂ C(X ,H)和定义在 X
上的概率分布 p，存在一个常数 c̃，使得对于足够大的
n ∈ N，存在一个投影器 Pn,δ ∈ B

(
(C|X |)⊗l ⊗H⊗l

)
，其

具有以下性质

Tr [Pn,δρn] ≥ 1− |S| 2−nc̃, (III.18)

Tr [Pn,δτn] ≤ 2−n(a−δ), (III.19)

其中 a := mins∈S D(ρs‖p̂⊗ σs)的状态为

p̂ :=
∑
x∈X

p(x) |ex〉〈ex| , σs :=
∑
x∈X

p(x)Ns(x),

(III.20)

ρs :=
∑
x∈X

p(x) |ex〉〈ex| ⊗ Ns(x). (III.21)

D( · ‖ · ) 是量子相对熵，而 ρn,τn 根据 (III.12),(III.13)
定义。

我们注意到，8引理的证明在某些情况下也有效，即对
于某个 t > 0存在 |S| = O(nt)，如 [2, equation (74)]中
明确所示。

引理 9 (有限支撑近似):
设 0 ≤ ρ, σ,Λ ≤ 1。那么

Tr[Λρ] ≤ Tr[Λσ] + ‖ρ− σ‖1. (III.22)

证明见 [12]。
引理 10 (冯·诺伊曼熵连续性界): 令 N̂ 表示光子

数算符，并考虑无穷维可分希尔伯特空间 H上的两个
量子态 ρ和 σ。假设这些状态满足条件

max{Tr
[
N̂ρ
]
,Tr

[
N̂σ
]
} ≤ E ≤ ∞, and 1

2
‖ρ− σ‖1 ≤ ε,

其中 0 ≤ ε ≤ E
1+E
。在这些条件下，von Neumann熵 ρ

和 σ满足连续性边界

|S(ρ)− S(σ)| ≤ h(ε) + E · h
( ε

E

)
. (III.23)

该版本来自 [1]，基于 [13]。

IV. 结果

定理 11: 对于由满足 (τ, η) ∈ S =⇒ τ > η 的
状态集 S 定义的复合窃听信道，并且具有平均功率约
束，要求每个块长度为 n和每个长度为 Mn 的码字均
需满足

∑Mn

i=1 |xi|2 ≤ nE，发送方在有 Channel State
Information (CSI)时的秘密消息传输容量是

CCSI = inf
s∈S

(g(τE)− g(ηE)) , (IV.1)

而没有 CSI时则是

CnoCSI =
(

inf
s∈S

g(τE)− sup
s∈S

g(ηE)
)
+
. (IV.2)



V. 证明

逆命题：两个反向结果都来自于玻色子窃听通道
[10, Theorem 27]的反向结果。在状态信息的情况下，
所有 (τ, η) ∈ S 中最坏情况的选择决定了性能。如果没
有提供这样的状态信息，则正确传输（a）和安全传输
（b）的数据要求解耦，并且 [10, Theorem 27]再次提供
了反向结果。

直接部分：我们首先考虑一个有限的信道状态集
Sn，让其依赖于块长 n 作为 |Sn| = O(nt) 对于某些
t ≥ 0和一个有限的 X ⊂ C，并将结果扩展到连续集合。
令 (τ, η) = s ∈ Sn，其中 τ 是信道到接收者的透传率，
η是到窃听者的透传率。考虑序列 xn = x1, . . . , xn，其
中每个 xi 取值于 X。然后经过 n次信道使用后，接收
方获得状态 ρsxn = ρsx1

⊗ · · · ⊗ ρsxn
，窃听者获得 ρ̃sxn =

ρ̃sx1
⊗ · · · ⊗ ρ̃sxn

，其中 ρsx = |τx〉〈τx|和 ρ̃sx = |ηx〉〈ηx|。
设 Xn 是一个具有 n 重概率分布 pXn(xn) =

pX(x1) . . . pX(xn) 的随机变量，并且令 p′X′n 是如在
III.11 中定义的相应的“修剪”分布。我们使用引理
9和 6来考虑传输状态的有限维近似。对于状态 ρ，我
们设定 ρ′ = λ · PNρPN，其中 λ > 0确保归一化。根据
此定义和引理 6，我们得到 ‖ρ − ρ′‖1 ≤ 2−N 对于足够
大的 N。对于 n模态状态，我们必须将这个界限乘以
n，这意味着为了在大的 n下得到一个消失的误差，我
们需要 N ∼ log(n)，也就是说我们的 n模态近似状态
具有 ∼ log(n)n 维。如果我们设例如 N = 2 log(n)，则
对于足够大的 n，一个 n模式状态的最大近似误差被上
限为 1

n
。对于容量和保密部分，我们首先证明良好的代

码存在于近似的状态中，然后论证相同的代码和算子在
原始状态下表现几乎同样好。

令 ρ̄′s = EXρ′sX =
∑

x∈X pX(x)ρ′sx 为接收器处的有
限近似单模平均状态。设 a = infs∈Sn

S(ρ̄′s)，取一个 γ并
使用 0 < γ ≤ a定义Kn = b2n(a−γ)c。然后引理 7和 8表
明，对于足够大的 n，存在一个随机码 Cn = {Cn

m}Kn

m=1，
其中每个元素 Cn

m 都是根据 p′n(x)从 X n 中独立随机选
取的，对应的 POVM {Dn

Cn
m
}Kn
m=1 和相关的常数 c̃满足

ECn min
s∈Sn

1

Kn

Kn∑
m=1

Tr
[
ρ′sCn

m
Dn

Cn
m

]
≥1− |Sn|(2|Sn|2−nc̃ + 2(1−∆n

δ ) +
4

(∆n
δ )

2
2−nγ),

(V.1)

因此，借助引理 9，当 n足够大时使得 (∆n
δ )

2 > 1/2

ECn min
s∈Sn

1

Kn

Kn∑
m=1

Tr
[
ρsCn

m
Dn

Cn
m

]
≥1− |Sn|(2|Sn|2−nc̃ + 2(1−∆n

δ ) + 8 · 2−nγ)− 1
n
.

(V.2)

因此这样的随机码对于 n → ∞具有消失的错误概率。
如前所述，在充分大的 n下，我们有 ‖ρ̄′s − ρ̄s‖1 ≤ 1

n
，

其中 ρ̄s = EXρsX。因此通过引理 10，我们得到 S(ρ̄′s) ≥
S(ρ̄s)− h

(
1
n

)
− E · h

(
1

E·n

)
，这意味着

lim
n→∞

S(ρ̄′s) = S(ρ̄s). (V.3)

在下一部分中，我们使用覆盖引理（引理 3）来证
明如果我们将代码划分成合适的“虚假”集合，则相同
的随机码可以实现保密性。因此，我们构造了一组投影
器 Π̃n和 Π̃n

xn，其具有性质

Tr
[
Π̃nρ̃′sxn

]
≥ 1− ε̃, (V.4)

Tr
[
Π̃n

xn ρ̃′sxn

]
≥ 1− ε̃, (V.5)

Tr
[
Π̃n
]
≤ D̃, (V.6)

Π̃n
xn ρ̃′sxnΠ̃n

xn ≤ 1
d̃
Π̃n

xn , (V.7)

对于某些 0 < d̃ < D̃和 0 < ε̃ < 1。代码词投影仪很简
单，我们利用我们的状态是纯态这一事实，因此它们本
身就是秩一投影仪，并且我们可以设置 Π̃n

xn = ρ̃sxn ,d̃ =

1，满足属性 (V.5)和 (V.7)。对于代码空间投影仪，我
们使用与平均状态 σ̃s =

∑
x∈X pX(x)ρ̃′sx 对应的强典型

子空间投影仪，并设置 Π̃n = Πn
σ̃s,δ。此定义使我们能够

直接应用来自 [11]的属性 15.2.7，确保 (V.4)得到满足。
为了满足 (V.6)，我们设定 D̃ = 2n(S(σ̃s)+δ)，由于典型
子空间投影器的性质。
我们已经看到，对于足够大的 n，我们有 ‖σ̃η −

ρ̃η‖1 ≤ 1
n
，其中 ρ̃η = EX ρ̃ηX 是无限维度下的单模平均

状态。通过引理 10和输入能量约束 E，我们可以看到
近似态的熵趋近于原始态的熵：

S(σ̃η) ≥ S(ρ̃η)− h
(
1
n

)
− E · h

(
1

E·n

)
. (V.8)

现在令 M 为一组消息，并令 L 为一个具有
|M||L| ≤ Kn 的索引集。我们将之前的随机码稍
作重新标记，通过根据 p′Xn(Xn

m,l) 从 Xn 中选择 |L|
个随机变量 Xn

m,l，针对每个消息 m ∈ M，得到了



Cn =
{
Xn

m,l

}
m∈M,l∈L。特定代码中窃听者的平均近似

状态是

ρ̃′sC =
1

|M||L|
∑

m∈M,l∈L

ρ̃′sXn
m,l

, (V.9)

由消息m定义的集合的平均状态是

ρ̃′sC,m =
1

|L|
∑
l∈L

ρ̃′sXn
m,l

. (V.10)

然后由于引理 3，我们有

Pr
{
‖ρ̃′sC − ρ̃′sC,m||1 ≤ 30ε̃

1
4

}
≥ 1− 2D̃2

−
ε3|L|d̃
4D̃ , (V.11)

给定 ε很小且 |L| � ε̃3d̃
D̃
。然后对于非近似状态

ρ̃sC =
1

|M||L|
∑

m∈M,l∈L

ρ̃sXn
m,l

, (V.12)

ρ̃sC,m =
1

|L|
∑
l∈L

ρ̃sXn
m,l

, (V.13)

我们有 ε̃ = 1/n4

Pr
{
‖ρ̃sC − ρ̃sC,m||1 ≤ 32

n

}
≥ 1− 2D̃2−

n−12|L|d̃
4D̃ . (V.14)

与 (V.8)一起，这确保了对于足够大的 n，窃听者
(II.2)的信息泄露可以任意小，如果 |L| > 2nS(ρ̃s) 成立
的话。为了保证所有 s ∈ Sn 的信息泄露消失，合法方
因此选择 |L| > sups∈Sn

2nS(ρ̃s)。对所有 s ∈ Sn 应用联
合界（union bound）得到了期望的结果。
我们已经证明，我们的随机码在数据传输和信息泄

漏中具有实现低错误概率的特性，并且上限趋近于 0，
当 n趋向无穷大时。由于联合界，至少一个码将同时实
现这两点，并且对于每一个 ε′和足够大的 n我们得到界

|M| > inf
s∈Sn

2n(S(ρ̄)−S(ρ̃s)−ε′). (V.15)

因为 ε′是任意的，这意味着

CnoCSI ≥ lim
n→∞

inf
s∈Sn

S(ρ̄s)− sup
s∈Sn

S(ρ̃s). (V.16)

在发送端有信道状态信息的情况下，传输被分割成两个
长度为 n1 =

√
n和 n2 = n− n1的块。在第一块中，发

送者添加了一个衰减通道，使得实际信道的透射率为
τmin := (τmin, η

′) ∈ Sn : τmin ≤ τ∀(τ, η) ∈ Sn。发送方
和接收方然后使用一个传输率为 τ2

min、容量为 C ′′ > 0

的纯损耗信道的数据传输码，以传输M1 := 2
√
nC′′
位

的信道状态信息，从而描述具有属性 τa ≤ τ ≤ τb 和
ηa ≤ η ≤ ηb 以及 |τa − τb| ≤ 2−M1 和 |ηa − ηb| ≤ 2−M1

的两个集合 (τa, τb]和 (ηa, ηb]。之后他们使用一个不含
CSI的代码来处理状态集为 S′

n := (τa, τb] × (ηa, ηb]的
复合信道，从而建立

CCSI ≥ lim
n→∞

inf
s∈S′

n

(S(ρ̄s)− S(ρ̃s))− ε′ (V.17)

其 中 ε′ 可 以 尽 可 能 小 。在 能 量 约 束
Tr
[
N̂
∫
u∈C p(u)Nτ (u)du

]
≤ E 下 ，使 状 态∫

u∈C p(u)Nτ (u)du 的熵最大化的概率分布 p(u) 是
复高斯分布 p(u) = 1

πE
2−|u|2/E，其熵为

S
( ∫

u∈C
p(u)Nτ (u)du

)
= g(τ2E). (V.18)

。我们使用该分布的离散化形式来证明定理 11，如下所
述：我们考虑集合 E∆ =

{
|x〉〈x| , p∆X(x)

}
x∈X∆

，其中对
于 ∆ > 0，X∆ 是一个有限集，它以以下方式逼近复高
斯分布

max
0≤γ≤1

∥∥∥∥ 1

πE

∫
C
2−|x|2/ENγ(x)dx− νγ

∆

∥∥∥∥
1

≤ ∆ (V.19)

其中对于所有 γ 都有 νγ
∆ =

∑
x∈X∆

p∆X(x)Nγ(x) 和
Tr
[
N̂νγ

∆

]
≤ E。详情见附录。然后引理 10暗示了

lim
∆→0

S(ν1
∆) = S

(∫
u∈C

p(u)N1(u)du

)
. (V.20)

由于 (V.18)，我们已经证明了

CCSI = lim
n→∞

inf
s∈Sn

(
g(τ2E)− g(η2E)

)
(V.21)

CnoCSI = lim
n→∞

(
inf

s∈Sn

g(τ2E)− sup
s∈Sn

g(η2E)
)
+
. (V.22)

最后我们指定了 Sn。对于任何 S ⊂ [0, 1] × [0, 1]，都
存在一个 S′

µ−1/2 ⊂ S，使得 ∀(τ, η) ∈ S ∃(τ ′, η′) ∈
S′

µ−1/2 : |τ ′ − τ | ≤ µ, |η′ − η| ≤ µ 和
∣∣S′

µ−1/2

∣∣ ≤ 1
µ2。

我们可以通过认识到在离散化 X∆ 中存在能量截止值
Ê∆ = maxx∈X∆

|x|2 来简化论证。进一步，两个相干
态的迹距离可以明确地表示为 ‖|α〉〈α| − |β〉〈β|‖1 =

2 ·
√
1− e−|α−β|2，这表明对于每一个 xn ∈ X n

∆ 和
s ∈ S 都存在一个 s′ ∈ S′

µ−1/2 使得
∥∥ρs′xn − ρsxn

∥∥
1
≤

2
√
1− e−nµÊ∆。通过 µ = 1

n2 和引理 9，我们发现对于
每一个 1 ≥ X ≥ 0

Tr
[
N⊗n

s′ (xn)X
]
≥ Tr

[
N⊗n

s (xn)X
]
− 4

√
Ê/n.

(V.23)

由于 |S′
n| = O(n4)和 S′

n ⊂ S，定理 11得证。



附录

高斯离散化

我 们 希 望 离 散 化 一 个 高 斯 相 干 态
集

{
1

πE
e−|x|2/E , |x〉〈x|

}
x∈C
，其 平 均 状 态 为

ρ̄ =
∫
x∈C

1
πE

e−|x|2/E |x〉〈x| dx，使得我们得到一个
集合 {pX(x), |x〉〈x|}x∈X，其中 X 是一个有限集，pX 是
一个概率分布，其平均状态 ρ̄′ =

∑
x∈X pX(x) |x〉〈x|接

近原始的并具有有界能量：

‖ρ̄′ − ρ̄‖ ≤ ε, Tr[N̂ ρ̄′] ≤ Tr[N̂ ρ̄], (V.24)

对于某些 ε > 0，其中 N̂ 是光子数算符。

我们将复平面划分为有限数量的区域，并为每
个区域分配一个复数 x 和一个概率 pX(x)。分配给
区域 Tx ⊂ C 的概率是 pX(x) =

∫
z∈Tx

1
πE

e−|z|2/Edz，
我 们 选 择 相 应 的 x 使 得 x ∈ Px 和 |x|2 =

Tr
[
N̂
(∫

z∈Tx

1
πE

e−|z|2/E |z〉〈z| dz
)]
。这并不能完全定义

x，但可以确保离散化集合的平均能量不超过连续
集合的平均能量，并且对于我们的目的来说是足够
的。我们首先考虑原点周围半径为 R 的圆内的所有
内容。对于任意 0 < r ≤ R，可以通过使用 c

(
R
r

)2
块，将复平面的这部分划分成若干部分，使得每个
块都包含在一个半径为 r 的圆盘内，其中常数为
c。这表明对于任意的 x′ ∈ Px, |x− x′| ≤ 2r，因此
‖|x′〉〈x′| − |x〉〈x|‖1 ≤ 2

√
1− e−4r2。相同的界限适用于

任何补片的平均状态：∥∥∥∥|x〉〈x| − ∫
z∈Tx

1

πE
e−|z|2/E |z〉〈z| dz

∥∥∥∥
1

(V.25)

≤
∫
z∈Tx

1

πE
e−|z|2/E ‖|z〉〈z| − |x〉〈x|‖1 dz (V.26)

≤
∫
z∈Tx

1

πE
e−|z|2/E2

√
1− e−4r2dz (V.27)

=2pX(x)
√
1− e−4r2 . (V.28)

在半径为 R的圆盘外剩余的复平面上，我们简单地赋
值零：pX(0) =

∫
|x|>R

1
πE

e−|x|2/Edx = e−R2/E，或者如
果已经分配了正概率给零，我们将它们相加。然后

‖ρ̄− ρ̄′‖1 ≤ 2(1− e−R2/E)
√
1− e−4r2 + 2e−R2/E

(V.29)

通过选择合适的 r和 R，我们得到了期望的结果。

编码引理修改

引理 7是对引理 1 在 [2]中的修改版本。证明使用
了状态 ρn 和 τn。为了证明这个版本，我们定义稍有不
同的状态

ρ′n =
1

|Sn|
∑
s∈Sn

∑
xn∈Xn

p′n(x
n)δxn ⊗N⊗n

s (xn), (V.30)

τ ′
n =

∑
xn∈Xn

p′n(x
n)δxn ⊗ 1

|Sn|
∑
s∈Sn

∑
xn∈Xn

p′n(x
n)N⊗n

s (xn)

其中 δxn := |exn〉 〈exn |、|exn〉 := ⊗n
i=1 |exi

〉和 |exi
〉形成

C|X|的正交基。然后按照 [2]中的步骤进行，稍作修改。
我们观察到 ‖ρn − ρ′n‖1 = 2(1 − ∆n

δ )。然后根据引理 9
我们有

Tr [Pnρ
′
n] ≥ 1− λ− 2(1−∆n

δ ), (V.31)

对于第二个性质，Tr [Pnτn] ≤ 2−na，考虑如果我们用
∆n

δ p
′
n(x

n)替换 τ ′
n 定义中的 p′n(x

n)，则与 τn 的唯一区
别是去除了正项，因此 τ ′

n ≤ 1
(∆n

δ )
2 τn。这表明

Tr [Pnτ
′
n] ≤

1

(∆n
δ )

2
Tr [Pnτn] ≤

1

(∆n
δ )

2
2−na. (V.32)

其余的证明等同于在 [2]中的证明。
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