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1 介绍

众多方法已被考虑用于创建快速整数分解算法。尽管看起来简单，找到这样
的算法的难度在现代密码学中扮演着关键角色，特别是在 RSA加密的安全
性方面。一些快速因式分解的方法包括试除法、Pollard’s Rho和 p-1方法以
及各种筛法 [1]。

本文介绍了一种新方法，将整数转换为以 2为底的和。通过结合该整数的十
进制和二进制表示，一个时间复杂度为

√
n的算法可以将该和转化为两个整

数的乘积，从而对原始数字进行因式分解。

2 方法

第一步：遍历 j 和 i

令 n = pq对于整数 n,p和 q。注意，p和 q可以用二进制表示。然而，考虑
p和 q的最高次幂。即，blog2(p)c和 blog2(q)c。不失一般性，设 p ≥ q。令
j = blog2(p)c和 i = blog2(q)c。注意，对于某些整数 ci < 2j 和 cj < 2i，有
p = 2j + ci和 q = 2i + cj。

请注意现在 n = pq = (2j + ci)(2
i + cj) = 2j+i + cj2

j + ci2
i + cjci。

我们也可以用二进制表示 n，然而，它可能与我们对 pq的表示相同或不同。
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定理 1：

令 n = 2k + ck 为 k = blog2(n)c和 ck < 2k。
声明：对于所有 n,p和 q，都有 k = j+i或 k = j+i+1。

证明：
下界 -n = 2k + ck = (2j + ci)(2

i + cj)。设 cj = ci = 0。
现在，n = 2k + ck = 2j+i.因为 k是在增加到超过 n之
前 2的最大幂次，j + i = k。因此对于任意的 cj 和 ci，
j + i ≤ k成立。

上界 -cj < 2i和 ci < 2j。因此，

n = 2k + ck

= (2j + ci)(2
i + cj)

= 2j+i + cj2
j + ci2

i + cjci

< 2j+i + 2i2j + 2j2i + 2i2j

= 4 ∗ 2j+i

由于 2k + ck < 4 ∗ 2j+i，则 2k + ck < 2j+i+2。因此，为
了让等式左边和右边相等，我们必须至少将右边减一。
这剩下 2k + ck = 2j+i+1 + cdecrement。再次，由于 2k是
在增加到超过 n之前 2的最大幂次，k = j + i+ 1。

因此，k ≤ j + i + 1，所以对于所有的 n，p和 q 均有
j + i ≤ k ≤ j + i+ 1。

定理 1的含义是，算法需要运行一次来检查 k = j + i的情况，并且在最坏
的情况下，还需要第二次运行来检查 k = j + i+ 1。

此外，当给出一个幂 k时，数字 j 和 i是未知的。因此，算法必须搜索所有
j 和 i的组合，使得 k = j + i或 k = j + i+ 1。
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步骤二：遍历通过 cJ

由于我们正在遍历所有 j 和 i的组合，对于算法的下一阶段，我们可以假设
我们的选择 j 和 i是与 p和 q对应的正确选择。也就是说，j = blog2(p)c和
i = blog2(q)c。由于以下论证对于 k = j + i和 k = j + i+ 1几乎相同，我们
将为了简单起见假设 k = j + i。

我们已知 n = 2k + ck = 2j+i + cj2
j + ci2

i + cjci 和 2k = 2j+i。因此，
ck = cj2

j + ci2
i + cjci。我们可以通过将它转换为二进制形式来表示 ck。这

是一个过程的示例：

ck = 61, j = 4, i = 2.
ck = 25 + 24 + 23 + 22 + 20 = 2 ∗ 24 + 24 + 2 ∗ 22 + 22 + 20 =

3 ∗ 24 + 3 ∗ 22 + 1 = 3 ∗ 2j + 3 ∗ 2i + 1

我们可以定义 cJ 和 cI 分别等于 2j 和 2i的相应系数，并且在将 ck化简为这
种形式后，定义B等于 20的系数。注意 cJ2

j + cI2
i+B = (cJ − e)2j +(cI +

e2j−i)2i +B = cJ2
j + (cI − d)2i + (B + d2i) 对于某些整数 e 和 d。从上面

的示例中，我们可以写出：

3 ∗ 24+3 ∗ 22+1 = (3− 2) ∗ 24+(3+2 ∗ 24−2)22+1 = 24+(11−
2)22 + (1 + 2 ∗ 22) = 24 + 9 ∗ 22 + 9

现在，如果我们重新引入 2k 项，我们得到

2k + ck = 24+2 + 24 + 9 ∗ 22 + 9 = (24 + 9)(22 + 1) = 25 ∗ 5 = pq

请注意，当我们得到正确的 cj 和 ci系数时，cjci = b就会成立，其中 b是我
们的 20系数。

我找到的将 cJ、cI 和 B 转换为 cj、ci 和 b 的算法必须考虑，在最坏的情
况下，从 cJ 到 1的所有 2j系数的迭代。由于我们正在遍历该系数的所有值，
我们可以假设该系数是 cj。
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第三步：寻找 ci

令 e = cJ − cj 和 c′I = cI + e ∗ 2j−i。我们可以使用下面的方程来找出 d之间
的差异 c′I 和 ci：

方程 1：(cJ−e)c′I+B

cJ−e+2i
= d

由此，我们可以从 c′I − d计算出 ci，并从 cJ − e计算出 cj。由于我们知道我
们的 cj 和 ci，我们也知道 j 和 i，所以我们知道了项 (2j + ci)(2

i + cj) = n，
因此我们可以推导出我们的 p和 q。

3 时间复杂度

在算法的第一部分，我们正在遍历所有 j 和 i 的组合，使得 k = j + i 或
k = j + i+ 1。由于 k近似于 log(n)，这一步需要近似 log(n)次迭代。在算
法的第二步中，我们必须遍历 2j 项的所有系数。由于 cj < 2i 和 j ≥ i，在
最坏情况下我们有 cJ ≤

√
n。这意味着这一步可以进行

√
n次迭代。在第三

步，我们从 cj 计算 ci，这是一个常数时间计算。

因此，整个算法似乎需要 O(
√
nlog(n)) 的时间来运行。然而，更仔细的

检查揭示了这一数字的一个小改进。当 j ≈ k时，则 i ≈ 0因为 k − j = i。
在这种情况下，cJ 比

√
n更接近于 0。更一般地说，每次迭代 j 和 i都会使

cJ 的可能值增加大约两倍。因此，在这个算法中执行的总操作数更接近于
2 ∗

∑log2(n)
k=0

√
n

2k
≈ 4

√
n。因此，该算法的运行时间是

√
n级别的。

4 讨论

该算法未能改进一般数域筛法 [2]的时间复杂度，但它确实引入了一种新的
整数分解方法，据我所知，这种方法之前尚未被考虑过。经过超出本文范围
的分析，我认为在不完全改变算法的情况下，显著降低此算法的时间复杂度
是不可行的。因此，我现在正在探索可能为进一步优化打开大门的量子计算
选项，并鼓励对这一方法感兴趣的其他人也这样做。
经典算法的 Python 实现可以在这里找到。
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