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Phi-4-Mini-推理：探索小型推理语言模型在数学中的极限
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摘要

思维链（CoT）通过训练大型语言模型（LLMs）显式生成中间推理步骤，显著增强了它们的正式推
理能力。虽然 LLMs很容易从这些技术中受益，但由于其有限的模型容量，在小型语言模型（SLMs）
中提高推理能力仍然具有挑战性。Deepseek-R1(Luo et al., 2025)的最近研究工作表明，来自 LLM生
成的合成数据的知识蒸馏可以显著提升 SLM的推理能力。然而，详细的建模配方并未公开披露。在
这项工作中，我们提出了一种系统性的训练方法，该方法包含四个步骤：（1）大规模中间阶段训练多
样化的蒸馏长 CoT数据，（2）基于高质量长 CoT数据的监督微调，（3）利用精心策划的偏好数据集
进行 Rollout DPO，以及（4）使用可验证奖励的强化学习（RL）。我们将该方法应用于 Phi-4-Mini ，
一个紧凑的具有 38亿参数的模型。结果得到的 Phi-4-迷你推理模型在数学推理任务上超过了更大规
模的推理模型，例如，在Math-500上的表现优于DeepSeek-R1-Distill-Qwen-7B 3.2分，比DeepSeek-
R1-Distill-Llama-8B高出 7.7分。我们的结果验证了，通过大规模高质量 CoT数据精心设计的训练配
方能够有效解锁即使在资源受限的小模型中也具备强大的推理能力。

‡ 同等贡献。除第一和最后两位作者外，其余作者按字母顺序排列。
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图 1: Phi-4-Mini-Reasoning 的数学基准性能。

1 介绍

大型语言模型（LLMs）在众多自然语言处理任务中展现了卓越的能力，但当面对复杂多步骤问题时，
它们的推理能力往往会出现下降，此时简单地输出答案而不提供中间步骤会导致显著的性能差距 (Wei
et al., 2022)。链式思维（CoT）方法通过明确提示模型生成最终答案前的一系列逻辑步骤来应对这一挑
战，从而极大地提升了其推理能力 (Kojima et al., 2022; Wei et al., 2022)。在推断过程中纳入这种推理过
程确立了测试时间缩放的范例，这进一步提高了复杂推理任务的表现 (Snell et al., 2024; Welleck et al.,
2024; OpenAI, 2024)。

提高推理能力对大型 LLMs 来说本就较为容易，因为它们具有广泛的容量，而对于小型语言模型
(SLMs)，这仍然是一个挑战。幸运的是，Deepseek-R1(Guo et al., 2025)表明，非 logits级蒸馏——实
际上是对更强大的模型生成的合成数据进行有效监督微调（SFT）SLMs——可以显著提高 SLM推理性
能。例如，这种做法可以使 Llama-8B(Grattafiori et al., 2024) 的 MATH-500(Lightman et al., 2023)
准确率从 44.4%提升到 89.1%。在此突破之后，包括 Bespoke-Stratos-7B(Labs, 2025)和 OpenThinker-
7B(OpenThoughts, 2025)在内的诸多努力都旨在复制这些结果。尽管有这种热情，关于训练的主要焦点
的辩论仍然存在。Deepscaler(Luo et al., 2025)建议将 RL 的缩放方式类比于 GRPO(Shao et al., 2024)
以提升推理性能，而 S1 和 LIMO(Muennighoff et al., 2025; Ye et al., 2025b)则强调了推理数据集的质
量和多样性，揭示即使是少于 1K 示例的数据集也能增强推理表现。

与其专注于单独能够提升训练的技术，我们系统地探索了一种专门针对 SLMs的训练范式，在这种
范式中，有限的模型容量使得推理改进尤为具有挑战性。我们的方法包括两个阶段的知识蒸馏，接着是

基于展开的偏好学习，该过程也重新使用了错误的 LLM生成样本，并最终通过可验证奖励来进行强化
学习。最初，我们采用知识蒸馏作为中期训练机制以嵌入基础推理能力。然后我们在微调阶段再次应用

知识蒸馏以进一步提升模型泛化能力。在进行 LLM展开采样用于蒸馏时，通常会丢弃一些错误的输出；
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然而，我们将这些被丢弃的样本重新利用来创建定制化的偏好数据集，该数据集用于在蒸馏后的模型上

实施偏好学习。最后，我们使用基于最终答案正确性的可验证奖励信号来进行强化学习微调。为了确保

训练稳定，我们引入了几项针对性改进，包括提示优化、通过过采样和过滤进行的奖励再平衡以及探索

过程中的温度退火。

我们通过使用紧凑的 38亿参数模型Phi-4-Mini (Microsoft et al., 2025)进行验证，结果得到了Phi-4-
迷你推理，其性能几乎比其他两倍大小的推理模型（如 DeepSeek-R1-Distill-Qwen-7B和 DeepSeek-R1-
Distill-Llama-8B）高出近一倍。

2 背景

小型语言模型（SLMs）已经展示了强大的推理能力的巨大潜力。例如，Qwen-1.5B仅通过从DeepSeek-
R1(Guo et al., 2025)中蒸馏 80万示例就能在Math-500(Lightman et al., 2023)基准测试中达到 83.9%的
准确率。蒸馏已经作为增强 SLMs推理能力的强大工具出现；然而，针对小型模型的最佳蒸馏策略仍然
研究不足。最近的研究提供了补充见解：Luo et al. (2025)指出通过强化学习逐渐增加生成长度可以进一
步改进蒸馏后的模型，而Muennighoff et al. (2025)和 Ye et al. (2025b)强调数据的多样性和质量，而不
是数量本身，对于成功至关重要。尽管有这些进展，但对于 SLMs的有效蒸馏配方仍缺乏全面理解。此
外，盲目应用孤立的技术可能会导致性能下降。例如，直接将 S1K 数据集 (Muennighoff et al., 2025)或
LIMO 数据集 (Ye et al., 2025b)蒸馏到 Phi-4-Mini 上会导致推理性能显著下降。这一观察结果表明，由
于其容量有限，SLM需要比其较大的同类模型采用更加精心设计的数据和训练策略来发展强大的推理能
力。详细的结果如表 1所示。

模型 AIME 2024 MATH-500 GPQA 钻石

Phi-4-Mini 10.0 71.8 36.9
Phi-4-Mini + LIMO 6.7 57.8 24.8
Phi-4-Mini + S1K 3.0 47.0 26.3

Phi-4-Mini-Reasoning (with our full recipe) 57.5 94.6 52.0

表 1: Phi-4-Mini 在不同蒸馏设置下的 Pass@1 性能。简单地使用少量高质量数据会导致性能显著下降，突显了全
面训练配方的必要性。

因此，我们的目标是开发一套全面且高效的训练 SLMs的方案。我们首先观察到，非推理型 SLMs
需要一个初始中期训练阶段来吸收大量的推理轨迹，然后再应用任何额外的技术。然而，有几个关键问

题仍然存在：需要多少中期训练数据？接下来应该采用哪些后续技术——如仔细蒸馏、偏好学习或强化

学习？在这项工作中，我们系统地解决了这些问题，并提出了构建高性能推理 SLMs的完整方案。
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3 多阶段持续训练用于推理

这里，我们系统地介绍了我们的完整训练方案，而不是探索各个单独的组件。以一个预训练的语言

模型作为基础，我们通过首先使用精心挑选的 CoT推理数据集进行多阶段连续训练，然后再运行带有可
验证奖励的强化学习来提高其形式化推理能力。

3.1 蒸馏作为中期训练

在第一阶段，我们将蒸馏视为中期训练的一部分。具体来说，我们在广泛的合成链式思维（CoT）数
据语料库上对基础模型进行下一步标记预测训练，这些数据涵盖了来自不同领域的各种难度级别问题。

这些问题的CoT风格答案由Deepseek-R1模型 (Guo et al., 2025)采样得出，之后我们使用拒绝抽样来保
留正确的答案。关于我们数据生成方法的更多细节，请参见第 4节。我们将每个问题与其对应的正确CoT
答案配对，并使用标准因果语言建模目标训练基础模型。我们在打包模式下训练模型，即在同一输入序

列中打包多个短示例以提高训练效率。此次中期训练的目的是让小型基础模型具备一般的链式思维推理

能力，而这些能力在模型中期训练时并未显式学习。我们发现允许中期训练迭代使用尽可能多的 CoT训
练数据直到验证集上的模型性能饱和是有效的。

3.2 蒸馏作为有监督微调

在学习了广泛且多样的推理链之后，我们的下一步是从中期训练数据集中选择一个紧凑但具有代表

性的子集进行后续微调。微调是在非包装模式下进行的，在该模式中我们教导模型决定在哪里停止生成。

由于高质量的数据可以显著提高模型性能和泛化能力，并使模型能够更好地回答复杂问题 (Xu et al.,
2024a; Zhou et al., 2023; Ye et al., 2025b; Muennighoff et al., 2025)，我们构建了一个涵盖不同数学领域
的综合数据集，难度水平超过“大学水平”。关于数据分类的更多细节请参见第 4节。

3.3 展开偏好学习

在前两个阶段，模型仅接受生成的数据进行训练，过滤掉包含错误答案的回放。然而，被拒绝的回

放是否完全没有价值？在这个阶段，我们使用被拒绝的回放来提升模型性能。如 Xu et al. (2024b)所指
出的，拒绝数据的质量对于偏好学习很重要。具体来说，与正确答案相比带有细微差别的不正确回答是

构建有效偏好对的好候选。为了确保数据质量，我们保留了被 GPT-4o-mini(Achiam et al., 2023)划分为
“高中”级别或以上数学类的问题。然后通过将每个问题的正确答案指定为首选回放，错误答案指定为非

优选回放来构建偏好数据集。最后，我们将直接偏好优化（DPO）(Rafailov et al., 2023)应用于模型：

JDPO(πθ;πref) = −E(x,yw,yl)∼D[ logσ[β log πθ(yw∣x)

πref(yw∣x)
− β log πθ(yl∣x)

πref(yl∣x)
[[, (1)

其中 πref是参考模型，yw 和 yl 分别是优选和非优选的展开。

4



3.4 具有可验证奖励的强化学习

尽管 DPO利用精心策划的偏好对提升了模型的对齐和推理能力，但作为一种使用固定数据集的离
线学习方法，DPO存在局限性。为了通过在线学习提升模型的推理能力，我们在经过蒸馏和偏好训练的
模型上执行 RL。接下来，我们将描述我们实验过的 RL算法及 RL训练配方。

近端策略优化（PPO） PPO (Schulman et al., 2017)已成功应用于通过 RLHF对 LLMs进行微调。该
算法采用剪辑代理目标来限制每次策略更新，使其保持接近之前的策略。这种剪辑机制避免了过大的重

要性采样比率，既稳定了学习又提高了样本效率。PPO 力求最大化

JPPO(θ) = Eq∼D, o≤t∼πθold (⋅∣q)[min[rt(θ) Ât, clip[rt(θ), 1 − ε, 1 + ε[ Ât[[, (2)

其中

rt(θ) =
πθ(ot ∣ q, o<t)
πθold(ot ∣ q, o<t)

,

且 q从数据分布 D中采样，ε控制剪切范围，Ât 表示时间步 t的优势估计。为了计算 Ât，PPO 使用了
广义优势估计器（GAE）(Schulman et al., 2015)。给定一个价值函数 V 和一个奖励函数 R，该估计器是

Â
GAE(γ,λ)
t =

∞
∑

l=0

(γ λ)l δt+l, (3)

其中时间差分项为

δl = Rl + γ V (sl+1) − V (sl), 0 ≤ γ, λ ≤ 1. (4)

基于群组的相对策略优化（GRPO） GRPO (Shao et al., 2024)通过比较一批 G模型响应中的奖励来

估计其基线，减少了批评家的成本并提高了模型训练的稳定性。具体来说，对于每个问题 q，它在旧策略

πθold 下采样一组候选响应 G {oi}
G
i=1 ，然后计算它们的奖励 {Ri}

G
i=1。标准化优势计算为

Ai =
Ri −mean(R1, . . . ,RG)

std(R1, . . . ,RG)
, (5)

GRPO 然后最大化一个裁剪的代理目标函数，在组上取平均值，并附加一个指向参考策略 πref 的 KL
惩罚：

JGRPO(θ) = Eq∼D, {oi}∼πθold (⋅∣q)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

G

G

∑

i=1

min[ri(θ)Ai, clip[ri(θ), 1 − ε, 1 + ε[Ai[ − βDKL[πθ∥πref[

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

, (6)

其中 ε是裁剪参数，β 用于加权 KL惩罚。

可验证奖励 强化学习与可验证奖励（RLVR）已被证明在训练用于各种推理任务的模型方面非常有效 (Guo
et al., 2025; Ye et al., 2025a)。根据先前的研究 (Guo et al., 2025)，一个可验证任务的奖励被定义为模
型最终答案准确性的函数。具体来说，
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R(ŷ, y) =

⎧
⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪
⎩

+1, if verify(ŷ, y),

−1, otherwise.
(7)

其中 y表示真实答案，ŷ表示模型的响应。

我们的RL配方 在我们应用GRPO训练基础模型的初步研究中，观察到了三个影响模型训练稳定性和
有效性的问题。

1. 响应长度的高方差尽管基础模型在中期训练后已经能够生成合理的 CoT响应，但我们观察到在同
一 GRPO采样组内响应长度存在显著差异。对于相同的提示，正向奖励的响应范围从大约 12k到
20k 个令牌不等。直接针对这种长度异质性响应优化标准 GRPO 目标模型会导致不稳定。Zhang
et al. (2025)报告了在数学和编码任务上训练模型时出现类似现象。

2. 消失的梯度在均匀奖励下 GRPO 对优势估计的依赖使其容易受到所有组内采样响应获得相同奖励
而导致梯度消失问题的影响，从而导致回报方差为零。DAPO框架 (Yu et al.)通过过采样并过滤
掉响应准确率为确切 0或 1的提示来解决此问题，从而保留非零优势信号。然而，我们在实验中发
现，在将 DAPO应用于我们的模型时需要解决以下两个问题：

(i) 该模型对组内长度差异敏感：具有中等准确度（例如，0.1或 0.9）的响应仍然会因响应长度的
变化而引发不稳定的梯度幅度。

(ii) 对于困难的数学任务，获得哪怕一个正向奖励样本（通过提示模型）需要将 GRPO批次大小
扩展到 128。这种正面和负面训练信号之间的不平衡阻碍了 RL的收敛。

我们假设这些问题在小型语言模型中更为突出，因为与大型语言模型相比，其强化学习稳定性更容

易脆弱。

3. 探索-开发权衡有效探索对于在强化学习中发现高回报策略至关重要。虽然使用 1.0或更高的采样
温度来鼓励探索，但通常会采用较低的温度（例如 0.6）来限制数学和编程任务中的输出方差。在
我们的实验中，我们观察到这种训练期间使用的探索与评估时应用的利用设置之间的分歧导致了

显著的性能差距。

为了解决上述挑战，我们引入了一组方法来提高 RL训练的稳定性和有效性：

1. 提示优化我们使用多个候选提示进行多轮采样，这些提示旨在使用蒸馏模型进行 RL训练。然后仅
保留那些生成的响应具有相对均匀标记长度的提示。该方法减轻了由于组内响应长度方差较高而

在 GRPO优化过程中产生的不稳定性。

2. 奖励再平衡通过过采样和过滤受 DAPO (Yu et al.)的启发，对于难以处理的提示，我们首先进行
过采样以确保响应组中具有足够的多样性。然后通过保留所有正奖励响应并随机抽取相同数量的

负奖励响应来重新平衡该组。为进一步减少长度变化，并避免过于简单的提示导致的不稳定，我们

会过滤掉那些组级准确性超过某个阈值（例如 50%）的提示。
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3. 温度退火为了在模型训练过程中寻求探索与开发之间的最佳平衡，我们引入了温度退火策略。我们
将采样温度初始化为 1.0，并在线性衰减的第一个 50%的训练步骤中将其降至 0.6。对于剩余的训练
步骤，温度固定为 0.6。这一策略鼓励在强化学习早期阶段进行更广泛的探索，同时逐渐转向已知
状态-动作子空间中的开发。

Data Resource Size Reasoning

AquaRAT (Ling et al., 2017) 98K 8

Ape210K (Zhao et al., 2020) 210K 8

MetaMathQA (Yu et al., 2023) 395K 8

MathInstruct (Yue et al., 2023) 262K 8

TAL-SCQ5K (TAL-SCQ5K, 2023) 5K 8

OpenR1-Math (HuggingFace, 2025) 220K 4

Bespoke-Stratos-17k (Labs, 2025) 17K 4

OpenThoughts-114K (OpenThoughts, 2025) 114K 4

表 2: 用于构建推理数据集的数据资源概述。对于非推理数据，我们仅使用来自 Deepseek R1的问题和示例答案。

4 合成 CoT数据生成

为了支持蒸馏和基于展开的偏好学习，我们构建了一个由大型语言模型生成的合成推理轨迹组成

的大型推理数据集。具体来说，我们将多个公开数据集——例如 Bespoke (Labs, 2025), Openthoughts
(OpenThoughts, 2025)和 OpenR1-Math (HuggingFace, 2025)——与几个内部种子数据集汇总在一起。
对于已经包含推理轨迹的数据集，我们直接使用提供的标注。对于缺乏此类轨迹的数据集，我们只保留

数学问题，并使用 DeepSeek-R1 (671B) 生成新的思路答案。每个问题大约采样八次展开。表 2提供了数
据来源的概览。总共，我们在 160万个样本中收集了约 1000万次展开，包括来自公开数据集的贡献。对
于可验证的数学问题，我们首先应用一个数学验证工具来评估答案的正确性。然而，由于自动验证有时

无法有效验证复杂的解决方案——导致假阴性结果——我们还使用 GPT-4o-mini 对最初标记为错误的
展开进行重新验证。为了保持数据集平衡，我们将每个数据样本标注上包括领域类别、难度级别和重复

模式存在与否等属性。领域类别涵盖了广泛的范围，如代数、几何、理论、概率和微积分。难度级别分

为小学、初中、高中、大学和研究生水平。中期训练阶段利用整个数据集，而后续的训练步骤则操作选

定的数据子集。
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5 实验

5.1 评估

我们在三个数学推理任务上评估了我们的模型：AIME24(MAA, 2024)、Math-500(Lightman et al.,
2023)和 GPQA Diamond(Rein et al.)。在评估过程中，生成参数设置为温度 0.6，topp为 0.95，并且最
大序列长度为 32K。对于每个任务，我们进行了 3 次运行并报告了这些试验的平均性能。

5.2 基线

我们将我们的 Phi-4-迷你推理 模型与 o1-mini 和几个领先的开源小型推理模型进行了比较，包括
DeepSeek-R1-Distill-Llama-8B(Guo et al., 2025)、Bespoke-Stratos-7B(Labs, 2025)以及 OpenThinker-
7B(OpenThoughts, 2025)。

5.3 训练设置

对于前两个蒸馏阶段，我们使用批次大小为 128，学习率为 1e-5，总共 5个训练周期，预热比例为
0.1。在第一阶段，序列长度设置为 16K与打包策略，而在第二阶段序列长度延长至 20K没有打包。对于
Rollout DPO阶段，我们使用学习率为 5e-7进行单个训练周期，序列长度为 16K。在 RL阶段，采用学
习率 5e-7和序列长度 25k来鼓励模型探索。

5.4 结果

总体结果呈现在表 3中。尽管只有 38亿个参数，菲-4-迷你推理 的表现优于所有开源基础模型，包
括那些几乎是其两倍大小的模型。此外，我们提供了一个消融研究来展示每个训练阶段对 phi-4-微型推
理 性能的贡献。

5.5 消融研究

在本节中，我们进行消融研究以了解我们的蒸馏训练对模型推理能力的影响，并比较我们的 RL配
方与 DAPO的训练稳定性。

为了测量大语言模型的推理边界，我们使用 pass@k 指标。对于每个问题，我们从模型中抽取 k 个

输出。如果在 k个样本中有至少一个通过验证，则该问题的 pass@k值为 1；否则为 0。数据集上的平均
pass@k反映了模型能在 k次尝试内解决的问题的比例。如图 2a所示，我们的蒸馏管道作为向模型注入
推理相关知识的有效方法。蒸馏阶段之后，pass@k分数显著提高，表明蒸馏成功扩展了基础大语言模型

的推理能力边界。这为后续的 RL训练奠定了坚实的基础。在此基础上，RL微调进一步提升了性能，平
均额外提高了约 7个点，并进一步完善了模型的能力。

我们还将我们的强化学习训练方法与 DAPO进行了比较。如图 2b所示，在我们的设置下，DAPO
表现不佳：随着训练的进行，AIME数据集上的共识@16指标持续下降。相比之下，我们的强化学习训
练技术表现出更大的稳定性，并且始终能在基础模型上带来有意义的改进。
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Model AIME MATH-500 GPQA Diamond

o1-mini* 63.6 90.0 60.0
DeepSeek-R1-Distill-Qwen-7B 53.3 91.4 49.5
DeepSeek-R1-Distill-Llama-8B 43.3 86.9 47.3
Bespoke-Stratos-7B* 20.0 82.0 37.8
OpenThinker-7B* 31.3 83.0 42.4
Llama-3.2-3B-Instruct 6.7 44.4 25.3

Phi-4-Mini 10.0 71.8 36.9
+ Distill Mid-training 30.0 82.9 42.6
+ Distill Fine-tuning 43.3 89.3 48.3
+ Roll-Out DPO 50.0 93.6 49.0
+ RL (Phi-4-迷你推理) 57.5 94.6 52.0

表 3: Pass@1 CoT 推理结果与更大的 7B 推理模型和 OpenAI 模型相比的 Phi-4-迷你推理 。星号 (*)表示直接来
自已发布的报告的结果，而其余结果是在我们的工作中复现的。

5.6 安全声明

Phi-4-Mini-Reasoning是根据微软的负责任 AI原则开发的。该模型的响应潜在安全风险使用 Azure
AI Foundry 的风险和安全性评估框架进行了评估，重点关注有害内容、直接越狱和模型基础性。Phi-4-
Mini-Reasoning 模型卡片包含了有关我们对安全性和负责任 AI 考虑的方法的附加信息，开发者在使用
该模型时应了解这些信息。

6 结论

我们提出了一种多阶段训练范式，以增强小型语言模型（SLMs）的推理能力，结合了大规模蒸馏、
展开偏好学习和具有可验证奖励的强化学习。应用于 Phi-4-Mini，我们的方法产生了菲-4-迷你推理 ，这
是一个紧凑的 38亿参数模型，在推理能力上几乎超过了其规模近两倍的开源模型。我们展示了精心协调
的训练阶段序列对于解锁 SLMs的强大推理能力至关重要。我们的结果显示，当使用精心选择的数据和
训练策略进行训练时，小型模型可以匹配备受或甚至超过大型模型的能力。我们认为这项工作为在资源

受限的情况下开发高效、高性能的模型提供了蓝图。

致谢

我们向 Amit Garg、Daniel Perez-Becker、Nguyen Bach、Tetyana Sych和整个 GenAI团队表示最
深切的感谢，感谢他们对本工作的宝贵贡献。他们在模型审查、部署和产品化方面的支持对于完成这个

项目至关重要。我们还非常感激图灵团队在技术合作和深入讨论中的持续帮助。
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(a)

(b)

图 2: (a) 基础模型、Roll-Out DPO 模型和附加强化学习训练的模型在 AIME 2024 上的 Pass@k 曲线。Rollout
DPO 显著提高了 Pass@k，扩展了模型的推理能力。进一步的强化学习训练带来了额外的提升。(b) DAPO 和我
们的强化学习训练方法之间的比较，通过 AIME 2024 上的 cons@16 准确率进行评估。我们的强化学习训练方法
展示了更好的稳定性。
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