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关于具有奇异非线性的闭流形上的椭圆方程的注记

BARTOSZ BIEGANOWSKI AND ADAM KONYSZ

摘要. 我们考虑闭黎曼流形 (M, g)上的一个一般椭圆方程

−∆gu + V (x)u = f(x, u) + g(x, u2)u

，并利用 Hebey、Pacard 和 Pollack 的最近变分方法，在非线性项 f 和 g的一般假设下证明了存在
非常数解。
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1. 介绍

本笔记的目的是研究具有奇异非线性的一般椭圆问题在闭（紧且无边界）黎曼流形 (M, g)上
解的存在性，其维度为 N ≥ 3。具体来说，我们考虑以下方程

(1.1) −∆gu+ V (x)u = f(x, u) + g(x, u2)u,

其中∆g := div (∇g)是M 和 f : M ×R → R上的拉普拉斯-贝尔特拉米算子，g : M × (0,∞) → R
是奇异项。
研究此类问题的一个主要动机源于广义相对论，特别是爱因斯坦场方程的柯西问题。在这种

情况下，所谓的高斯-科达齐约束方程必须由初始数据 [3]满足。通过共形方法（参见 [5, 8]），这
些约束简化为一个椭圆方程 (1.1)

(1.2) f(x, u) = B(x)|u|2∗−2u, g(x, u2)u = A(x)
(u2)2∗/2u

,

其中，2∗ = 2N
N−2 是维度 N ≥ 3中的临界索伯列夫指数。当也考虑到电磁场的存在时，会出现一

个额外的奇异项，并且我们有（参见 [7, Section 7]）

f(x, u) = B(x)|u|2∗−2u, g(x, u2)u = A(x)
(u2)2∗/2u

+ C(x)
(u2)p/2u

对于某些 p ∈ (2, 2∗)。
这里我们提到，在有界区域 Ω ⊂ RN 上带有 Dirichlet边界条件的情况下，也研究了奇异非

线性项，例如在 [1, 4]中。由于 RN 中的有界区域不能被视为无边界的流形，这里我们只指出可
以在 (1.1)中考虑在 [1, 4]中讨论过的非线性项。
我们依赖于近期在 [6]中提出的方法（参见 [11]进一步扩展），来概述一组假设，该组假设保

证了在对 f 和 g的相当一般条件下，存在 (1.1)的解。我们强调这种方法完全基于 [6]，并适应于
一般的非线性项设置。
我们引入关于正则非线性项 f 的以下假设。
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(F1) f : M × R → R 在 x ∈ M 中具有某个指数 α < 1 的 Hölder 连续性，并且在 u ∈ R 中连
续且奇；此外

|f(x, u)| . 1 + |u|2∗−1 for all (x, u) ∈ M × R.

(F2) f(x, u) = o(u)作为 u → 0，一致地关于 x ∈ M。
(F3) 存在 µ > 2，使得 f(x, u)u ≥ µF (x, u) ≥ 0，其中 F (x, u) :=

∫ u
0 f(x, t) dt。

经典地验证 (F1)，(F2) 意味着对于每一个 δ > 0存在一个 Cδ > 0,使得下列不等式成立

(1.3) |f(x, u)| ≤ δ|u| + Cδ|u|2∗−1,

而 (F3) 是著名的 Ambrosetti-Rabinowitz 假设。关于奇异项 g我们提出以下要求。

(G1) g : M × (0,∞) → R 在 x ∈ M 中以某个指数 α < 1 满足 Hölder 连续性，并在 u ∈ R,
G(x, u) ≤ 0 对所有 (x, u) ∈ M × R 连续，其中 G(x, u) :=

∫ u
0 g(x, t) dt。

(G2) 映射 (0,∞) 3 u 7→ G(x, u)对所有 x ∈ M 单调递增，映射 (0,∞) 3 u 7→ g(x, u)对所有
x ∈ M 单调递减。

(G3) 对所有 u > 0均成立 G(·, u) ∈ L1(M)。
(G4) minM g(·, u) → ∞作为 u → 0+。

备注 1.1. (a) 注意，由于 g 在 x上是连续的，根据 (G1)，对于每一个 u > 0均有 g(·, u) ∈
L∞(M)。

(b) 因为在 (G2)中我们假设 G(x, ·)是递增的，我们知道对于所有的 (x, u) ∈ M × (0,∞)都有
g(x, u) ≥ 0。

在 V 上，我们假设

(V) V ∈ C0,α(M), 对某个 α < 1, 是这样的使得 inf σ(−∆g + V (x)) > 0。
特别是，在条件 (V)下，算子−∆g+V (x)在L2(M)上是强制的，即存在一个常数KV = K(M, g, V ) >
0，使得 ∫

M
|u|2 dvg ≤ KV

∫
M

|∇u|2 + V (x)u2 dvg

对于 u ∈ H1(M)。因此，我们用范数

‖u‖2 =
∫

M
|∇u|2 + V (x)u2 dvg

装备空间 H1(M)，该范数与标准范数等价。我们将记 SV = S(M, g, V ) > 0,为嵌入
∫

M
|u|2∗

dvg ≤ SV

(∫
M

|∇u|2 + V (x)u2 dvg

) 2∗
2
.

的最优常数。另外假设

(GF) 存在 ψ ∈ C∞(M)使得

(1.4) −
∫

M
G

x,(β ψ

‖ψ‖

)2
 dvg ≤ 1

2N
(
SVC 1

4KV

)N
2 −1
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并且

(1.5)
∫

M
F

(
x, β

ψ

‖ψ‖

)
dvg > 0,

其中

β := 1
(6(N − 1)) 1

2

 1
2 · 2∗SVC 1

4KV


N−2

4

,

并且 C 1
4KV

> 0是在 (1.3)中针对 δ = 1
4KV
给出的常数。

在 (1.2)的情况下，我们得到了来自 [6]的假设。显然，在（GF）中，我们可以假设，不失一般性，
‖ψ‖ = 1。

定理 1.2. 假设 (F1)–(F3)，(G1)–(G4)，(V)，(GF) 得到满足。那么，存在一个非平凡、正的弱
解 u ∈ H1(M)到 (1.1)，即对于任何 ϕ ∈ H1(M)，

∫
M g(x, u2) |uϕ| dvg < ∞和∫

M
∇gu∇gϕ+ V (x)uϕdvg =

∫
M
f(x, u)ϕdvg +

∫
M
g(x, u2)uϕdvg.

2. ε-扰动问题和山路定理

定义泛函 Jε : H1(M) → R的公式为

Jε(u) = 1
2‖u‖2 −

∫
M
F (x, u) dvg − 1

2

∫
M
G(x, ε+ u2) dvg.

观察到 Jε是 C1类的。确实，对于前两项这是标准的。固定 v ∈ H1(M)并取 t ∈ (0, 1)，考虑差商
1
2
∫

M G(x, ε+ (u+ tv)2) dvg − 1
2
∫

M G(x, ε+ u2) dvg

t
= 1

2

∫
M

G(x, ε+ (u+ tv)2) −G(x, ε+ u2)
t

dvg

=
∫

M
g(x, ε+ (u+ θtv)2)(u+ θtv)v dvg,

其中在最后一个等式中我们使用了中值定理和 θt ∈ [0, t]。为了表明最后一个积分在 L1(M)中关
于 t是一致有界的，只需要使用 g的单调性和 g(·, ε) ∈ L∞(M)这一事实。
根据 [6]，定义对于 t > 0函数 Φ, Ψ : [0,∞) → R如下：

Φ(t) = 1
4t

2 − SVC 1
4KV

t2
∗
,

Ψ(t) = 3
4t

2 + SVC 1
4KV

t2
∗
,

然后

Φ(‖u‖) ≤ 1
2‖u‖2 −

∫
M
F (x, u) dvg ≤ Ψ(‖u‖).

为了简化记号，我们设 C := C 1
4KV

。Φ的最大值达到于

t0 :=
( 1

2 · 2∗SVC

)N−2
4
.
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引理 2.1. 存在 t1 > 0使得

Jε(t1ψ) < inf
‖u‖=t0

Jε(u) and ‖t1ψ‖ < t0,

其中 ψ在 (GF)中给出。

证明. 令

θ :=
(

1
12(N − 1)

)1/2

.

然后得到 t1 := θt0，利用 N ≥ 3，我们得到

Ψ(t1) =

 1
16(N − 1) +

(
1

12(N − 1)

) 2∗
2 N − 2

4N

( 1
2 · 2∗SVC

)N−2
2

<
(1

8 − 1
2
N − 2

4N

)( 1
2 · 2∗SVC

)N−2
2

= 1
2Φ(t0).

注意 (1.4)取的形式为

(2.1) −1
2

∫
M
G
(
x, (t1ψ)2

)
dvg ≤ 1

2Φ(t0),

其中使用了 ‖ψ‖ = 1。然后，由 (2.1)和 G的单调性可知，对于任意的 ‖u‖ = 1，

Jε (t1ψ) = 1
2‖t1ψ‖2 −

∫
M
F (x, t1ψ) dvg − 1

2

∫
M
G(x, ε+ (t1ψ)2) dvg

≤ Ψ(t1) − 1
2

∫
M
G(x, ε+ (t1ψ)2) dvg

<
1
2Φ(t0) − 1

2

∫
M
G(x, (t1ψ)2) ≤ Φ(t0) ≤ 1

2‖t0u‖2 −
∫

M
F (x, t0u) dvg ≤ Jε(t0u).

因此

Jε(t1ψ) < inf
‖u‖=t0

Jε(u) and ‖t1ψ‖ < t0,

证明完成。 �

引理 2.2.
lim
t→∞

Jε(tψ) = −∞.

证明. 条件（F3）意味着，对每一个 u ∈ R，我们有 F (u) ≥ |u|µ从而得到

Jε(tψ) ≤ 1
2t

2 − tµ
∫

M
|ψ|µ dvg − 1

2

∫
M
G
(
x, ε+ (tψ)2

)
dvg

≤ 1
2t

2 − tµ
∫

M
|ψ|µ dvg − 1

2

∫
M
G (x, ε) dvg

并且我们有以下极限

lim
t→∞

Jε(tψ) = −∞.

�
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由于引理 2.2，我们可以找到 t2 > t0使得 Jε(t2ϕ) < 0。定义

Γ = {γ ∈ C([0, 1];H1(M)) : γ(0) = t1ϕ, γ(1) = t2ϕ}.

从引理 2.1和 2.2，如 [6]所示，利用山路定理我们可以找到一个水平为

(2.2) cε := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Jε(γ(t)) ≥ Φ(t0) > 0,

的 Palais-Smale序列，即

(2.3) Jε(un) → cε and J ′
ε(un) → 0.

此外，由于 Jε是偶数，我们可以假设 un ≥ 0几乎处处在M 上。

命题 2.3. 经过子序列选取后，(un)在H1(M)中弱收敛且几乎处处收敛到问题的一个弱的非负解
uε ∈ H1(M)。

−∆gu+ V (x)u = f(x, u) + g(x, ε+ u2)u.

证明. 我们可以重写 (2.3)

(2.4) Jε(un) = 1
2‖un‖2 −

∫
M
F (x, un) dvg − 1

2

∫
M
G(x, ε+ u2

n) dvg = cε + o(1)

和

(2.5) ‖un‖2 −
∫

M
f(x, un)un dvg −

∫
M
g(x, ε+ u2

n)u2
n dvg = J ′

ε(un)(un) = o(‖un‖).

将这两个公式结合起来，如同在 [6, Proof of Theorem 3.1]中所做的那样，我们得到

2cε + o(‖un‖) ≥
∫

M
f(x, un)un − 2F (x, un) dvg +

∫
M
g(x, ε+ u2

n)u2
n −G(x, ε+ u2

n) dvg︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ (µ− 2)
∫

M
F (x, un) dvg,

其中使用了 (F3)，(G1)以及备注 1.1(b)。使用这个不等式和 (2.4)，我们得到对于足够大的 n，

(2.6) ‖un‖2 ≤ 4cε

µ− 2 + 2cε + o(‖un‖)

所以 Palais-Smale序列是有界的，并且在子序列的意义下，我们有下列收敛：

un ⇀ uε in H1(M)

un → uε a.e. in M.

固定任意的测试函数 ϕ ∈ C∞
0 (M)。取任意可测集 E ⊂ M 并注意∫

E
|f(x, un)ϕ| dvg .

∫
E

(1 + |un|2∗−1)|ϕ| dvg . |ϕχE|1 +
∫

E
|un|2∗−1|ϕ| dvg

. |ϕχE|1 +
(
S

1/2∗

V ‖un‖
)2∗−1

|ϕχE|2∗

(2.7)

且由于 (un)在 H1(M)中有界，族 {f(·, un)ϕ}一致可积并且根据 Vitali 收敛定理，

(2.8)
∫

M
f(x, un)ϕdvg →

∫
M
f(x, uε)ϕdvg.



6 B. Bieganowski, A. Konysz

为了在奇点项中取极限，(G2) 和 Cauchy-Schwarz 不等式给出

(2.9)
∫

E
g(x, ε+ u2

n)|unϕ| dvg ≤ |g(·, ε)|∞
∫

M
χE|unϕ| dvg ≤ |g(·, ε)|∞|ϕχE|2|un|2,

由于 (un)在 H1(M)中有界，我们得到 {g(·, ε+ u2
n)unϕ}一致可积并且根据 Vitali 收敛定理

(2.10)
∫

M
g(x, ε+ u2

n)un dvg →
∫

M
g(x, ε+ u2

ε)uε dvg.

总结起来，从 un，(2.8)和 (2.10)的弱收敛性我们可以传递到条件 J ′(un)(ϕ) = 0的极限，并
且我们发现 uε是问题

(2.11) −∆gu+ V (x)u = f(x, u) + g(x, ε+ u2)u.

的弱解由于 un ≥ 0，从逐点收敛，uε ≥ 0。 �

3. 解的 ε-扰动问题（2.11）的正则性

为了通过 ε → 0+，遵循 [6]的策略，我们需要关于解的规则性的信息。

命题 3.1. 在命题 2.3中找到的非负弱解 uε ∈ H1(M)属于某种 α < 1的 C2,α(M)类，并且在M

上处处为 uε > 0。

证明. 修复 ε > 0。在方程 (2.11)中，我们表示为

h(x) := V (x) − g(x, ε+ u2
ε), x ∈ M,

并观察到 h ∈ L∞(M).确实

|h| = |V − g(·, ε+ u2
ε)| ≤ |V | + g(·, ε+ u2

ε) ≤ |V | + g(·, ε) ∈ L∞(M).

现在表示为 w := uε。根据强最大值原理，我们得到 w > 0。让我们将方程 (2.11)重写为形式

−∆guε = −huε + f(x,w(x))
w

uε

并记作

k(x, uε) := −h(x)uε + f(x,w)
w(x) uε.

现在方程 (2.11)取得形式
−∆guε = k(x, uε).

从 (1.3)，对于每一个 δ > 0我们可以找到 Cδ > 0使得∣∣∣∣∣f(x,w)
w

∣∣∣∣∣ ≤ δ + Cδ|w|2∗−2.

所以我们得到

|k(x, uε)| ≤

|h(x)| +
∣∣∣∣∣f(x,w(x))

w(x)

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
a(x):=

 (1 + |uε|)

并且 a ∈ L
N
2 (M).因此根据 Brezis-Kato 型结果（参见引理 A.1），我们得出对于每一个 q < ∞，

都有 uε ∈ Lq(M)，并且标准的引导过程显示 uε ∈ W 2,q(M). 现在让我们固定 α < 1 并选择 q
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使得 α ≤ 1 − N
q
。然后利用 Sobolev嵌入定理（参见 [2, Theorem 2.10, Theorem 2.20]），我们

得到 uε ∈ C1,α(M)。显然，uε ∈ L∞(M)，并且很容易看出映射 M 3 x 7→ k(x, uε(x)) ∈ R是
C0,α(M)。因此，特别是，uε ∈ W 2,2(M) ∩ L∞(M)和 ∆gu ∈ C0,α(M)。然后，椭圆正则性理论
得出 uε ∈ C2,α(M)。 �

4. 定理的证明 1.2

同样如在 [6]中，考虑在 (2.2)中的路径 γ(t) = tψ, t ∈ [t1, t2]我们得到

(4.1) 0 < Φ(t0) ≤ cε ≤ c := sup
t∈[t1,t2]

J (tψ).

令 (εk) ⊂ (0,∞)是一个序列使得 εk → 0+，并记为 uk := uεk
。注意到通过 (2.6)，(4.1)和范数的

弱下半连续性，我们得到序列 (uk)在 H1(M)中有界，并且通过选取子序列，

uk ⇀ u in H1(M)

uk → u a.e. in M.

类似地，在 (2.7)的论述中，我们得出

(4.2)
∫

M
f(x, uk)ϕdvg →

∫
M
f(x, u)ϕdvg

对于每一个 ϕ ∈ C∞
0 (M). 现在我们必须证明∫

M
g(x, εk + u2

k)ukϕdvg →
∫

M
g(x, u2)uϕdvg.

首先，我们将证明存在 δ0 使得当 k 足够大时，有 uk ≥ δ0。设 xk ∈ M 是 uk 具有全局最小值的
点。显然

−∆gu(xk) ≤ 0
并且我们得到

(4.3) V (xk)uk(xk) + |f(xk, uk(xk))| ≥ g(xk, εk + uk(xk)2)uk(xk).

假设矛盾，即 uk(xk) → 0。然后，(4.3)，(F2) 和 (G4) 暗示

max
M

V + o(1) ≥ V (xk) + |f(xk, uk(xk))|
uk(xk) ≥ g(xk, εk + uk(xk)2) ≥ min

M
g(·, εk + uk(xk)2) → ∞

作为 k → ∞，这是矛盾的。由此得出，

min
M

uk ≥ δ0

对于某个 δ0 > 0。因此我们可以估计

g(x, εk + u2
k) ≤ g(x, δ2

0),

然后使用 Hölder 不等式∫
E
g(x, ε+ u2

k)|ukϕ| dvg ≤ |g(x, δ2
0)|∞|uk|2|χEϕ|2,

所以由 (uk)在 L2(M)中的有界性，我们通过 Vitali 收敛定理得到∫
M
g(x, ε+ u2

k)ukϕdvg →
∫

M
g(x, u2)uϕdvg
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成立。因此，令 k → ∞在

−∆guk + V (x)uk = f(x, uk) + g(x, εk + u2
k)uk.

中，我们得到 u是 (1.1)的弱解。特别地，u几乎处处为正，因为从逐点收敛来看，u(x) ≥ δ0对
几乎所有的 x ∈ M 成立。

附录 A. Brezis-Kato 结果在紧黎曼流形上

在附录中，我们展示了一个著名的 Brezis-Kato结果，参见例如 [12, Lemma B.3]。由于我们
在黎曼流形的情况下找不到该陈述的参考文献，为了读者方便，这里提供了它（基于 [12, Lemma
B.3]的证明）。

引理 A.1. 令 u ∈ H1(M)为方程

(A.1) −∆gu = g(x, u),

的弱解，其中 g : M × R → R是一个满足

|g(x, u)| ≤ a(x)(1 + |u|)

的 Carathéodory函数，对于某个 a ∈ LN/2(M)。然后对于任意的 u ∈ Lq(M)q < ∞.

证明. 令 s ≥ 0, L ≥ 1 表示 ϕ = ϕs,L := umin{|u|2s, L2} ∈ H1(M)。注意到

∫
M

∇u · ∇ϕdvg =
∫

M
|∇u|2 min{|u|2s, L2} dvg + s

2

∫
{x∈M :|u(x)|s≤L}

|∇(|u|2)|2|u|2s−2 dvg.

因此，用 ϕ测试方程 (A.1)我们得到

∫
M

|∇u|2 min{|u|2s, L2} dvg + s

2

∫
{x∈M :|u(x)|s≤L}

|∇(|u|2)|2|u|2s−2 dvg =
∫

M
∇u · ∇ϕdvg =

=
∫

M
g(x, u)ϕdvg ≤

∫
M
a(1 + |u|)|u| min{|u|2s, L2} dvg

≤
∫

M
a(1 + 2|u|2) min{|u|2s, L2} dvg =

∫
M
amin{|u|2s, L2} dvg + 2

∫
M
a|u|2 min{|u|2s, L2} dvg

=
∫

M
amin{|u|2s, L2}(1 − |u|2) dvg + 3

∫
M
a|u|2 min{|u|2s, L2} dvg

≤
∫

M
a dvg + 3

∫
M
a|u|2 min{|u|2s, L2} dvg.



Note on elliptic equations on closed manifolds with singular nonlinearities 9

然后，假设 u ∈ L2s+2(M)，对于任意的 K ≥ 1我们可以估计（C̃ > 0可能会从一行变化到另
一行）：∫

M
|∇(umin{|u|s, L})|2 dvg ≤ 2

∫
M

|∇u|2 min{|u|2s, L2} dvg + 2
∫

{x∈M :|u(x)|s≤L}
|u∇(|u|s)|2 dvg

≤ C̃
(

1 +
∫

M
a|u|2 min{|u|2s, L2} dvg

)

≤ C̃

(
1 +K

∫
M

|u|2 min{|u|2s, L2} dvg +
∫

{x∈M :a(x)>K}
a|u|2 min{|u|2s, L2} dvg

)

≤ C̃

(
1 +K|u|2s+2

2s+2 +
∫

{x∈M :a(x)>K}
a|u|2 min{|u|2s, L2} dvg

)

≤ C̃(1 +K) + C̃

(∫
{x∈M :a(x)>K}

aN/2 dvg

)2/N

︸ ︷︷ ︸
=:γ(K)

(∫
M

(|u| min{|u|s, L})2∗
dvg

)2/2∗

.

现在让我们选择 K ≥ 1使得 γ(K) ≤ 1
2，我们得到∫

M
|∇(umin{|u|s, L})|2 dvg . 1,

所以我们在 ∇(umin{|u|s, L})的 L2范数上得到了关于 L的一致界。因此取 L → ∞我们得到∫
M

|∇(|u|s+1)|2 < ∞.

这样我们就证明了 |u|s+1 ∈ H1(M) ⊂ L2∗(M).这意味着 u ∈ L
2(s+1)N

N−2 。取 s0 = 0和 si + 1 :=
(si−1 + 1) N

N−2，我们得到每个 q < ∞的 u ∈ Lq(M)。 �
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