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调制线性波包和耦合光纤中间隙孤子的分析
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一对折射率符号不同的耦合波导被考虑。研究表明，如果这些波动是幅度调制的，则线性波谱中的间隙
会闭合。为了寻找作为指数调制波包信封的孤子，使用了这些波包的色散律。色散律的不同分解导致与
频谱不同部分相关的解。数值计算表明与解析预测有很好的一致性。
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I. 介绍

在最近几十年里，人们非常关注具有各种性质的
超材料的制造。本文将重点讨论一对波导管，其中一
个具有负折射率 n < 0。此类材料的一个重要特征是
负群速度

vg =
∂ω

∂k

~k

k
, (1)

，其中 ∂ω/∂k < 0。曼德尔施塔姆 1,2 在上世纪 40年
代指出了这种折射率和群速度之间的联系。对光在介
质中传播的理论研究始于 50 年代 3–6，而首个实验样
本直到 21世纪才被制造出来 7–11。超材料的创造带来
了新一轮针对具有负折射率的介质的理论研究（参见
例如文献 12–17）。我们对具有相反符号的 n 的耦合光
学光纤感兴趣（见参考文献 18–20）。波导中模式的耦合
是由光隧穿 21–23 引起的。
继文章 24，我们引入了一个耦合模式系统，形式

如下

i(∂A/∂t+ ∂A/∂x)− δA+ p ∗B + r1|A|2A = 0, (2)

i(∂B/∂t− ∂B/∂x)− δB + p ∗A+ r2|B|2B = 0, (3)

其中 δ负责相位匹配的违反，而 ri是一个非线性参数。
我们保留了可选参数 p，这将在数值计算和可视化中
有所帮助。关键是，通过将这个方程系统除以 p，我们
可以重新缩放该系统以达到这种形式。我们将使用这
个缩放技巧来构建有意义的数值图像。可以注意到 (2)
以无量纲形式呈现；因此，参数也是无量纲的。
此类系统的特征是色散规律中存在一个间隙：

ω = δ ±
√
k2 + p2, (4)

其中，宽度为 2p的间隙以 δ为中心。一般来说，在周
期系统或具有特定特征频率的系统中，光谱中的间隙
是一个常见现象；然而，我们的任务并不暗示任何此
类情况。

最近，已经变得 25–28显然许多可积和非可积方程
的非线性问题可以通过研究线性包络来解决。在这里，
我们将展示通过调查调制后的线性包络，我们可以在
频谱的不同部分获得孤子包络。以前，类似的布拉格
波导问题 29–31是使用适合于可积或接近可积方程的特
殊情况的复杂方法的推论来解决的。在我们的任务中，
我们将不依赖于如此强大且限制性的特征，而是遵循
适用于任何方程的方法 32,33，例如，在 Refs34,35 中所
做的那样。

II. 波包

让我们寻找形如载体波数为 k和频率为 ω 的线性
波包的解

A(x, t) = A(ξ)ei(kx−ωt+φ(ξ)), (5)

B(x, t) =
[
B(ξ) + ib(ξ)

]
ei(kx−ωt+φ(ξ)), (6)
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其中变量 ξ = x − V t与以速度 V 运动的质量中心相
关，φ是一个啁啾函数。将此形式代入 (2)得到

A
[
ω0 − k + (V − 1)φ̇

]
+ pB + r1A

3 = 0,

Ȧ(V − 1)− pb = 0,

B
[
ω0 + k + (V + 1)φ̇

]
+ ḃ(V + 1)+

+pA+ r2(B
2 + b2)B = 0,

b
[
ω0 + k + (V + 1)φ̇

]
− Ḃ(V + 1)+

+r2(B
2 + b2)b = 0.

(7)

这样的系统描述了波包的总体演化视图 (5)。我们通过
调制振幅函数 exp(−Ωξ)来具体化它，即

(
A,B, b

)
=

(
A0, B0, b0

)
e−Ωξ (8)

由于我们感兴趣的是线性波包，则需要对这个系统进
行线性化：

A
[
ω0 − k

]
+ pB = 0,

ȦΩ(V − 1) + pb = 0,

B
[
ω0 + k

]
− ḃΩ(V + 1) + pA = 0,

b
[
ω0 + k

]
+ ḂΩ(V + 1) = 0,

(9)

其中引入了一个新的方便的参数 ω0 = w − δ。如我们
可以看到没有函数 φ。因此，我们有 4个方程和只有 3

个参数 ω,Ω, k，所以简化后我们得到两个方程

V =
k

ω0

, k2 =
ω2
0 +Ω2 − p2

1 + Ω2/ω2
0

(10)

它们具有简单的物理意义，可以从极限 Ω → ∞（未调
制波的情况）得出；第一个表示调制波的色散定律，第
二个是群速度。如从这样的色散定律可以看出，k = 0

处的间隙变窄，在 Ω > 0时它完全消失。这使我们能
够寻找那些载波频率位于以前禁止区域的波包；作为
这些包络的孤子被称为隙孤子。一般来说，由于我们
要研究的是波包，我们应该考虑 Ω � ω，所以我们引
入一个小参数

ε =
Ω

ω
� 1. (11)

这意味着波包的包络应该比波包振荡慢得多的函数，
并且要研究包络的演化，我们需要使用缓慢变量 Ωξ。
然后对于信封 ∂/∂ξ = Ω∂/∂ξ = εω∂/∂ξ，以及一般系
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图 1: 方程 (2)的数值解（圆圈）与方程 (10)对间隙
外孤子的解析预测（实线）的比较，对于以下三个数

据集 {ω, δ, p, ε}：棕色 {12, 2, 1, 0.2}，绿色
{15, 10, 2, 0.05}，蓝色 {5, 2, 2, 0.1}；r2 = r1 = 1。

统 (7)转换为

A
[
ω0 − k + (V − 1)φ̇Ω

]
+ pB + r1A

3 = 0,

ȦΩ(V − 1)− pb = 0,

B
[
ω0 + k + (V + 1)φ̇Ω

]
+ ḃΩ(V + 1)+

+pA+ r2(B
2 + b2)B = 0,

b
[
ω0 + k + (V + 1)φ̇Ω

]
− ḂΩ(V + 1)+

+r2(B
2 + b2)b = 0.

(12)

III. 孤子的类型

为进一步的工作，使用如下形式的逆散射定律将
更为方便：

k =
√
ω2
0 + (εω)2 − p2/

√
1 + (εω)2/ω2

0 . (13)

如人们所注意到的，可以以不同的方式分解这样的表
达式，并导致不同的解。
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A. 间隙之外

对于开始，我们在带隙外获得一个普通的孤子，即
ω0 > p。因此我们可以将 (13)分解为

k =
√
ω2
0 − p2+

(ωp/ω0)
2

2
√
ω2
0 − p2

ε2+o(ε2) = α+γε2+o(ε2).

(14)
代入 (14)到 (12)后，我们可以寻找级数形式的解 f =∑∞

0 εnfn。简单的计算导致以下结果

{A,B, φ̇} =
∞∑

n=1

εn{An, Bn, φ̇n}, b =
∞∑

n=2

εnbn

(15)
在一阶方程中 (12) 给

A1(ω0 − α) + pB1 = 0, (16)

第二阶导致了

A2(ω0 − α) + pB2 = 0,

Ȧ1ω
( α

ω0

− 1
)
= pb2.

(17)

最后，在第三阶我们得到了众所周知的振荡方程

Ä1 = A1 −
ω2
0

ω2

[r2(ω0 − α)3 + r1p
2(ω0 + α)

p3

]
A3

1 (18)

它有一个孤子解。因此我们在主要阶数中得到

A =
εei(kx−ωt)

cosh (εωξ)

√
2p3√

r2(ω0 − α)3 + r1p2(ω0 + α)

ω

ω0

,

(19)
和 B = −A(ω0 − α)/p。特别是如果 p � ω0，那么
|B| � |A|，也就是说，我们遇到了波仅沿其中一个传
播的耦合波导情况。
如方程 (18)所示，对于一对离散波导（r2, r1 < 0），

孤子不存在。

B. 关于差距

方程 (13)的另一种分解是通过取 ω0 = p获得的：

k = ωε+ o(ε2). (20)

在这种情况下，我们也可以使用级数 (15)。一级给出

A1 +B1 = 0, (21)
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图 2: 方程 (2)的数值解（圆圈）与方程 (10)对间隙
上孤子的解析预测（实线）的比较，针对以下两组数
据 {δ, p, ε}：棕色 {15, 1, 0.01}，绿色 {2, 15, 0.05}；

r2 = r1 = 1。

二级给出
p(A2 +B2) = A1ω. (22)

第三步我们得到

Ä1 = A1 − (r2 + r1)
p

ω2
A3

1, (23)

因此在主导阶我们有

A = ε

√
2ω√

(r2 + r1)p

ei(kx−ωt)

cosh (εωξ)
, (24)

和 B = −A。

C. 内部的间隙

为了分解色散定律 (13)，我们必须要求 ω2
0 − p2 +

(εω)2 > 0。我们也可以在带隙内部满足这个要求，特
别是如果我们取w0 = p− qε2，其中参数 q有一个可以
通过代入 ω2

0 − p2 + (εω)2 > 0获得的限制。一个简单
的分析表明通过暗示 ω ∼ δ 得到 q . (δ + p)2/2p。另
一个限制来自于公式 (13)的分母：ε � ω0/ω。在这种
框架下，我们可以在初始间隙边界附近但仍在其内部
分解方程 (13)：

k = ε
√
(δ + 1)2 − 2 ∗ qp+ o(ε2) = αε+ o(ε). (25)
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图 3: 方程 (2)的数值解（圆圈）与方程 (10)对间隙
内孤子的解析预测（实线）的比较，针对以下两组数
据集：{δ, p, d, ε}：棕色 {0.1, 1, 0.4, 0.1}，绿色

{10, 1, 20, 0.01}；r2 = r1 = 1。

级数 (15)也满足我们的问题，最终我们可以得到

Ä1 = A1 − (r2 + r1)
p

(δ + p)2
A3

1 (26)

该结果解决了任务：

A = ε

√
2(δ + p)√
(r2 + r1)p

ei(kx−ωt)

cosh (εωξ)
, (27)

和 B = −A。
可以注意到，在最后两种情况下，波数 k ∝ ε和包

络函数也与 ε成正比。这意味着在这些情况下，波包
仅包含几个振荡。此外，孤子只存在于不同的波导中，
当且仅当 r2 + r1 > 0。

IV. 结论

仅基于线性波包理论，我们能够在光谱的不同部
分获得孤子作为包络。这一思想不依赖于任何方程的
可积性；因此，它可以应用于更复杂的问题。
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