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自 Kolmogorov的理论以来，惯性范围内的尺度特性一直是湍流研究的关键主题。然
而，在三维和二维湍流中，速度统计显示出非普适性。Migdal (1995)证明了环流面积
规则，即环流的概率密度函数（PDF）仅是环所包围的最小表面积的函数，而不是环
的形状，并且后来在三维和二维湍流以及量子湍流 (Iyer et al. 2019; Müller et al. 2021;
Zhu et al. 2023)中发现了双分形普适行为。本文发现，在由不稳定驱动的二维湍流
中，速度环流面积规则可以推广到所有不受惯性范围限制的尺度。然而，类似于三维
情况，环流方差与尺寸有关，并且与环流 PDF相比，归一化后的 PDF对环形状的依
赖显著减弱。我们还讨论了 8-环和双环的面积规则。我们发现，归一化的 PDF仅取
决于 8-环的标量面积。然而，对于其他复杂环（如双环）的面积规则仍然存在疑问。
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1. 介绍
自Kolmogorov关于同质各向同性三维湍流的理论 (Kolmogorov 1941)以来，结构函数
一直被用来研究湍流在惯性范围内外的统计特性。然而，湍流的间歇性特征阻碍了对
高阶统计量的简单理解 (Kolmogorov 1962; Oboukhov 1962; Anselmet et al. 1984; Gagne
1987)，并且提出了捕捉这种间歇性的理论 (Benzi et al. 1993; She & Leveque 1994; Frisch
1995; Sreenivasan & Antonia 1997)。至于二维（2-D）湍流 (Kraichnan 1967)，由于能
量和旋度守恒，存在一个反向级联场景，其中旋度向下传递而能量向上传递，这使
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其与三维（3-D）湍流 (Paret & Tabeling 1998)区分开来。因此，在二维和三维湍流中
寻找普遍性是非常复杂的。
速度环量最近被提出用于探索普适性。Migdal (1995)在 20世纪 90年代初提出

了环量统计理论，其中包含一个区域法则，指出速度环量的概率密度函数取决于环
所包围的最小面积。Umeki (1993)和 Cao et al. (1996)指出，随着环所包围的面积增
加，环的速度环量概率密度函数趋向于高斯分布。令人鼓舞的是，Umeki (1993)还指
出环所包围的标量区域是确定的。最近，Iyer et al. (2019)使用高精度直接数值数据
验证了Migdal的区域法则，并确认对于 8-环，速度环量的概率密度函数取决于环所
包围的标量面积。他们还指出速度环量是双分形的，这比速度结构函数的多分形特
征更简单。之后，在量子湍流 (Müller et al. 2021; Polanco et al. 2021)和二维湍能惯性
区 (Zhu et al. 2023)中也发现了速度环量统计的双分形性质，这使得速度环量成为研
究湍流统一性的有希望的数量。
与激动人心的速度环流研究中的数值和实验进展相比，面积规则的推导相对滞

后。例如，在二维湍流中，包含能量和涡度惯性区的面积规则证明缺失。此外，原
始推导在Migdal (1995)中考虑了无粘极限和可忽略的外部力。Iyer et al. (2021)最近
发现，在直接数值模拟中，通过使用环流的标准差进行归一化后，速度环流的概率
密度函数有更好的重叠。本文试图在不稳定性驱动的二维湍流系统中推导面积规则，
并且我们不限制惯性区中的尺度。
本文的结构如下。在 §2中，我们证明了由不稳定驱动的二维湍流的面积规则。

§3在简单环路中数值验证了面积规则，并探讨了其在复杂环路中的有效性。我们在
§4中总结和讨论了我们的主要结果。

2. 二维不稳定性驱动湍流中速度环量面积规则的推导
2.1. 循环和面积导数的概率密度函数

遵循Migdal (1995)，我们引入面积导数，特别是对于速度环量的概率密度函数（PDF）。
在二维空间中，速度环量定义为

Γ� =

∮
�

v · 3r =
∬

(

l3f, (2.1)

其中 l = mGE − mHD是旋度，第二个等式使用了 Stokes定理，(表示闭合回路 � 所包
围的面积。
引入集合平均 〈·〉，我们得到速度环量的概率密度函数

%(�, Γ) = 〈X(Γ − Γ�)〉 =
〈
X

(
Γ −

∮
�

v · 3r
)〉
. (2.2)

考虑一个斯托克斯型泛函* [�]，其中 �是二维平面上的一个环路。面积导数定
义为

X*

Xf(r) = lim
X(→0

* [� + X�] −* [�]
X(

, (2.3)
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其中 Xf(r) 位于 r 的面积元素，X( 是它的面积，而 X� 是它的边界，这是一个小的
闭合环路。对于任意的 � 和 X�，我们总能找到一条曲线 ; 来连接它们并形成一个新
的环路 (� + X�)。
基于 (2.3)，我们可以计算泛函 %[�] = %(�, Γ) 的面积导数：

%[� + X�] − %[�] =
〈
X

(
Γ −

∮
�+X�

v · 3r
)
− X

(
Γ −

∮
�

v · 3r
)〉
, (2.4)

其中 ∮
�+X�

v · 3r =
∮
�

v · 3r +
∮

X�

v · 3r. (2.5)

由于流体中的速度及其导数是有限的，当 X( → 0时，回路 X� 上的速度环量也趋向
于零。然后，

%[� + X�] − %[�] =
〈
X′

(
Γ −

∮
�

v · 3r
) (

−
∮

X�

v · 3r
)〉

+ >
(∮

X�

v · 3r
)
. (2.6)

将斯托克斯定理应用到环路积分 X� 上，并考虑到 X(非常小且与时间无关，上述方
程可以表示为

%[� + X�] − %[�] = −X(
〈
X′

(
Γ −

∮
�

v · 3r
)
l(r, C)

〉
+ >(X(). (2.7)

从 (2.3)我们得到
X%

Xf(r) = −
〈
X′

(
Γ −

∮
�

v · 3r
)
l(r, C)

〉
. (2.8)

然后，通过对方程 (2.8)进行一阶面积导数计算二阶面积导数。

X2%

Xf(r)Xf(r + 1) =

〈
X′′

(
Γ −

∮
�

v · 3r
)
l(r, C)l(r + 1, C)

〉
. (2.9)

2.2. 环方程

我们考虑二维不可压缩由不稳定驱动的流动，其动量方程为

mv

mC
+ v · ∇v = − 1

d
∇? +ℒv, (2.10)

其中线性算子

ℒ = −U −
#∑
:=1

V: (−∇2): . (2.11)

ℒv包括线性阻尼和（超）粘性效应。通过设计参数 U和 V:，我们可以规定具有线性
增长或衰减率的波数来描述由不稳定驱动的流动 (Mickelin et al. 2018; Linkmann et al.
2019, 2020; van Kan et al. 2022, 2023)。
进行循环积分到 (2.10)，我们得到∮

�

mv

mC
· 3r = −

∮
�

(−El3G + Dl3H) +
∮
�

(ℒD3G +ℒE3H). (2.12)
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根据毕奥-萨伐尔定理，对于不可压缩流，速度可以表示为

D(x, C) = 1
2c

∬
[

|/ |2l(x + /, C)3b3[, (2.13a)

E(x, C) = − 1
2c

∬
b

|/ |2l(x + /, C)3b3[, (2.13b)

其中 x = (G, H),/ = (b, [),|/ |2 = b2 + [2。
对 (2.2)关于时间 C 和循环 Γ求偏导数，我们得到

m

mΓ

m

mC
%(�, Γ) =

〈
X′′

(
Γ −

∮
�

v · 3r
) (

−
∮
�

mv

mC
· 3r

)〉
. (2.14)

将 (2.12)和 (2.13)代入，并在假设平均、环积分和面积积分的顺序可以互换的情况
下，再考虑 (2.8)和 (2.9)，我们得到环方程 (Migdal 2019)

m

mΓ

m

mC
%(�, Γ) = 1

2c

∮
�

[(
3H

∬
[

|/ |2 3b3[ + 3G
∬

b

|/ |2 3b3[
)

X2%

Xf(x)Xf(x + /)

]
︸                                                                                   ︷︷                                                                                   ︸

�

+ 1
2c

∮
�

[(
3H

∬
b

|/ |2 3b3[ − 3G
∬

[

|/ |2 3b3[
)
ℒ

m

mΓ

X%(�, Γ)
Xf(x + /)

]
︸                                                                                   ︷︷                                                                                   ︸

�

,

(2.15)
其中 � 和 � 分别表示非线性和线性项的贡献。

2.3. 面积规则的证明

受到 (Migdal 2019) 提出的面积规则启发，并在均匀性的假设下，我们推测环方程
(2.15)有一个解

%(�, Γ) = %(�� , Γ), (2.16)

其中 �� =
∬

(�
3f = 1

2

∮
�
G3H − H3G是简单环路 � 所包围的区域。

对于完全发展的湍流处于统计稳态的情况下，循环方程 (2.15)的左边为零，然
后我们需要证明 (2.16)可以使

� + � = 0. (2.17)

在接下来的小节 §2.3.1和 §2.3.2中，我们证明 � 和 � 都等于零。

2.3.1. 证明 � = 0

考虑 X%

Xf (x)，它是 PDF%(�, Γ) 的一阶面积导数。通过表达式 (2.16)，我们得到

X%(�, Γ)
Xf(x) =

m%

m��

X��

Xf(x) . (2.18)

注意 X��

Xf (x) = 1，所以
X%(�, Γ)
Xf(x) =

m%

m��

. (2.19)
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然后计算二阶面积导数 X2% (�,Γ)
Xf (x1 ) Xf (x2 )。对 (2.19)进行面积导数运算，我们得到

X2%(�, Γ)
Xf(x1)Xf(x2)

=
m2%

m��
2 . (2.20)

因此，� = 0等价于

1
2c

m2%

m��
2

∮
�

(
3H

∬
[

|/ |2 3b3[ + 3G
∬

b

|/ |2 3b3[
)
= 0. (2.21)

尽管曲面积分不收敛，考虑到被积函数的对称性，我们可以认为它等于零，因此
� = 0。

2.3.2. 证明 � = 0

其次，证明 (2.16)满足 � = 0。根据 (2.19)和 (2.15)，我们可以得到

� =
1

2c

∮
�

[(
3H

∬
b

|/ |2 3b3[ − 3G
∬

[

|/ |2 3b3[
)
ℒ

m

mΓ

m%

m��

]
. (2.22)

因为ℒ
m

mΓ

m%

m��
与 /独立，并且曲面积分的被积函数在 b或 [中是奇函数，所以 � = 0。

3. 数值模拟
我们数值研究了由负粘性驱动并由超粘性和线性阻尼耗散的二维湍流，

ml

mC
+ u · ∇l = −Ul − _∇2l − a∇8l, (3.1)

其中 U,_和 a是正常数。我们在大小为 2c × 2c的双周期域中进行了数值模拟，分辨
率为 2048× 2048。我们使用四阶龙格-库塔方法进行时间积分，并使用伪谱方法进行
空间积分。
考虑傅里叶模式 48 (:G+;H)+fC，(3.1)的线性增长率是

f = −U + _ 2 − a 8, (3.2)

其中  2 = :2 + ;2。在某个尺度上，当注入 f > 0能量，并且 f < 0能量被耗散时。图
1显示了线性增长率 f随 U = 0.018、_ = 2 × 10−5和 a = 1 × 10−16的变化。当波数为
 ∈ [30, 74]时，能量被注入到流场中，在其他波数范围内，能量则会耗散。在我们的
数值模拟中，;0 ≈ 4ΔG，其中 ΔG = 2c/2048是网格间距，耗散尺度为 ;0 =

[
a3/〈[〉

]1/24，
〈[〉是平均涡度注入率。
图 2显示了能量和涡度通量。在这个模拟中，能量和涡度都双向传递到大尺度

和小尺度，并且没有具有恒定通量的惯性范围。因此，这个模拟适合研究超越惯性
范围的统计。
图 3展示了统计时间段内某个时刻的涡度快照。尽管我们的方程中没有非线性

阻力，我们仍然观察到了一片被屏蔽的涡旋 van Kan et al. (2022)。对于任意矩形回路
�，我们将它的无量纲特征长度定义为 ;� =

√
�/;0，其中 �是回路包围的面积。
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figure 1:谱空间中 f的绝对值。蓝色和红色曲线分别对应于 f < 0和 f > 0。三条
垂直虚线表示在图 4中研究的环尺度。
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figure 2:左图显示了能量通量，右图显示了湍旋度通量。�0 是能量注入率，Π0 是
湍旋度注入率。

3.1. 简单环路

图 4显示了根据面积平方根定义的尺度下，能量注入和大尺度及小尺度能量耗散范
围内的环的概率密度函数。对于具有相同面积但不同宽高比的矩形环，尽管概率密
度曲线之间存在显著差异，归一化后的概率密度曲线能够很好地重叠，类似于 Iyer
et al. (2021)的发现。当矩形环的宽高比减小时，小环的二阶矩减少（图 4(c)），而大
环的二阶矩增加（图 4(i)）。对于较大的环（图 4(h)），归一化后的概率密度函数接近
标准正态分布。请注意，对于小尺度的环，当其宽高比较大时，其宽度长度接近网格
尺度，因此由于数值分辨率问题，从统计中获得的概率密度函数可能具有显著误差。

考虑到速度环流是一种平均（或过滤）涡度，本节说明了速度环流的 PDF与涡
度波动的相似性。图 5展示了通过不同区域的二阶矩归一化的环流 PDF之间的比较。
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figure 3:涡度在统计稳态下的快照。

随着面积的增加，统计变得不那么间歇，并且更接近高斯分布，这类似于二维湍流
中涡度结构函数的特征 (Boffetta et al. 2002)。

3.2. 复杂循环

在推导面积规则的先前过程中，我们仅考虑了简单的环路，因此自然会问：面积规
则是否也适用于复杂的环路？乍一看，这个问题的答案似乎是负面的。考虑一个简
单环路 �，其包围的面积为 �，如果我们重复它 =次，我们将得到一个复杂环路 �′。
速度环量 Γ�′ 在回路 �′ 上总是 =倍的速度环量 Γ� 在回路 �，因此，Γ�′ = =Γ�。因
此，Γ�′ 的概率分布形状类似于 Γ�，它们的 PDF在经过二阶矩归一化后应该相同。
注意到与回路 �′相对应的面积是 =�，对于任意的 =，因此如果面积规则成立，所有
回路的归一化循环 PDF应该相同，这与我们的数值结果相矛盾（参见图 5）。
有趣的是，Iyer et al. (2019)指出对于 8-环路（图??），面积规则仍然成立，并且

速度环流的 PDF取决于面积的标量和。图 7证明了在考虑面积的标量和时，面积规
则对于由不稳定驱动的二维湍流中的 8-环路依然有效。
我们还研究了图 8中所示的两种双环。图 9展示了具有相反方向（图 8a）的小

环位于大环的角落（图 9a）和中心（图 9b），以及不同环尺寸的双环的概率密度函
数。我们将这两种双环的标准化概率密度函数与面积等于大环和小环面积之和（虚
线）或差值（点线）的矩形环的标准化概率密度函数进行了比较。在这种情况下，可
以将双环视为具有明确方向的简单环。我们可以通过连接两个矩形环的直线“切割”
双环（图 8a中的红线），从而将复杂的环转换为简单的环而不改变环的形状和方向。
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figure 4: (a)，(d)和 (g)展示了对应于尺寸为 !2
1 = 36;20，!

2
2 = 225;20 和 !2

3 = 3600;20
的矩形回路的 PDF，其纵横比不同。这里，这些尺度对应的波数在图 1中被标记为
垂直虚线。图例中的 0 × 1表示矩形回路的长度为 0ΔG和宽度为 1ΔG。(b)，(e)和
(h)分别展示了与 (a)，(d)和 (g)中相同的回路对应的标准化 PDF。(c)，(f)和 (i)展
示了矩形环在固定面积下，

〈
Γ(�)2

〉1/2 /
〈
Γ(�)2

〉1/2 对宽高比 1/0的依赖性，分别对
应于 (a)，(d)和 (g)。这里，

〈
Γ(�)2

〉
是环 � 上的二次循环矩，而

〈
Γ(�)2

〉
则是相同

面积的正方形环上的二次循环矩。

特别地，如图 9a所示的双环是一个 L型简单环。因此，面积规则的证明适用于这种
情况。

关于图 8b中所示的两个方向相同的双环，图 10表明标准化的概率密度函数随
两个矩形的相对位置不同而有所差异。将双环的标准化概率密度函数与面积等于大
环和小环面积之和（虚线曲线）或差值（点状曲线）的矩形环的标准化概率密度函数
进行比较，我们发现这些概率密度函数依赖于两个环的相对位置，因此面积规则不
适用于此类双环。
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figure 5:归一化后的不同面积方形环的概率密度函数。Γ0 = Γ/√BΓ 是归一化的环
流，其中 BΓ 是环流的二阶矩。图例中的 0 × 1表示该曲线对应于长度为 0ΔG和宽

度为 1ΔG的矩形。

figure 6: 8-环的示意图。�1 = 0ΔG × 1ΔG和 �2 = 2ΔG × 3ΔG是构成 8-环的两个矩形
环的标量面积。
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figure 7: 8-环的统计结果。0 × 1&2 × 3在图例中描述了对应曲线的 8-loop的形状和
大小，其中 0、1、2和 3 在图??中定义。
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(a) (b)

figure 8:双环示意图。�1 = 0ΔG × 1ΔG和 �2 = 2ΔG × 3ΔG是构成复杂回路的两个矩
形回路的标量面积。

上述结果表明，为二维复杂环路建立统一的面积定律存在困难，并且还引出了
两个有趣的问题：我们能否定义一个等效面积，使得任意复杂环路的归一化 PDF可
以与具有等效面积的简单环路的归一化 PDF重叠？在三维湍流中，图 8中的两种双
环配置可以通过旋转小环从一种连续变换到另一种，这种连续变化过程中区域规则
是如何失效的？

4. 总结与讨论
我们证明了在完全发展的均匀不稳定性驱动的二维湍流中的面积规则，该规则指出
对于一个简单的环路，速度环量的概率分布函数仅取决于环路包围的面积，并且与
环路的具体形状无关。通过引入不稳定性驱动系统，我们可以将原本在惯性范围内
Migdal (1995)证明的面积规则推广到具有能量注入和耗散的不同尺度上。然而，数
值模拟并不完全符合理论结果。当矩形环路的纵横比显著偏离 1时，概率分布函数
明显与相同面积的正方形环路的概率分布函数不重叠。对于面积相同的矩形环路而
言，环量的二阶矩与其纵横比之间的关系随环路大小的变化而变化。类似于 Iyer et al.
(2021)，我们发现通过速度环量的二阶矩归一化后的相同面积的环路的概率分布函数
更好地重叠。值得注意的是，尽管面积规则是环方程的一个解但不是唯一解，湍流
动力学倾向于选择面积规则。关于为什么选择或不选择面积规则的原因尚需进一步
研究。

在之前的证明中，我们没有考虑方程（2.10）中的广义外力 L的影响。事实上，
当且仅当外力 L满足条件 〈∮

�

L · 3r
〉
= 0, (4.1)

时，（2.16）是环方程的解，这意味着面积规则是正确的。因此，如果有人想通过实
验来检验面积规则，实验者需要尽量使驱动力满足（4.1），或者在一定尺度范围内使
驱动力满足（4.1），然后在此尺度范围内测试广义面积规则。
我们讨论了面积规则在复杂环路中的适用性，基于数值结果。类似于 Iyer et al.

(2019)，我们确认了面积规则适用于 8-环路，并且归一化 PDF的形状取决于区域的
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figure 9:图 8a所示的双环流通的概率密度函数。虚线蓝色和点线红色分别代表由
两个组成双环的环面积相加和相减得到的环。曲线”corner”和”center”对应于小环位
于大环的角（示意图 (a)）和中心（示意图 (b)）的构型。子图中循环的参数为：

(c)0 = 1 = 90和 2 = 3 = 30, (d)0 = 1 = 180,2 = 3 = 60, (e)0 = 1 = 450和
2 = 3 = 150, (f)0 = 1 = 90和 2 = 3 = 70, (g)0 = 1 = 180,2 = 3 = 140,

(h)0 = 1 = 450和 2 = 3 = 350。

标量和而不是矢量和。然而，对于一般的复杂环路，我们无法定义复环路的等效面
积，这需要在未来进行进一步研究。

致谢作者感谢与陈西、Katepalli R. Sreenivasan、陶建君和朱航宇进行的有益讨论。
我们感谢中国国家自然科学基金（项目批准号：12272006，12472219和 42361144844）
以及崂山实验室（项目批准号：LSKJ202202000, LSKJ202300100）的资金支持。
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figure 10:图 8b中所示的双环循环的概率密度函数。虚线蓝色和点线红色分别代表
两个组成双环的区域之和与差的环。曲线“角”和“中心”分别对应小环位于大环
角落（图 (a)）和中心（图 (b)）的配置。子图中环的参数为：(c)0 = 1 = 90和
2 = 3 = 30, (d)0 = 1 = 180,2 = 3 = 60, (e)0 = 1 = 450和 2 = 3 = 150, (f)0 = 1 = 90
和 2 = 3 = 70, (g)0 = 1 = 180,2 = 3 = 140, (h)0 = 1 = 450和 2 = 3 = 350。
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