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摘要

作为一种次线性期望下的随机变量独立性，伪独立比彭的独立性要弱。我们将给出次

线性期望框架下伪独立随机变量的Marcinkiewicz型弱大数定律和强大数定律。
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1 介绍

令 {Xn, n ≥ 1}是在 (Ω, P,F)和 Sn ,
∑n

i=1Xi 中独立同分布（i.i.d.）的随机变量序列。

强大数定律（SLLN）由柯尔莫哥洛夫建立，指出如果 EP [|X1|] < ∞，则

P

(
lim
n→∞

Sn

n
= EP [X1]

)
= 1,

其中EP 是关于概率测度P 的期望。作为 Kolmogorov的 SLLN的推广，经典的Marcinkiewicz

型 SLLN 表明如果 EP [|X1|r] < ∞，对于某些 r ∈ [1, 2)，那么

P

(
lim
n→∞

Sn − nEP [X1]

n
1
r

= 0

)
= 1.

显然，当随机变量具有某种 r ∈ (1, 2)阶的 r矩时，Marcinkiewicz型 SLLN给出了 Kolmogorov

的 SLLN 的 O
(

1
n1−1/r

)
收敛速度。

当概率模型具有不确定性时，非线性期望是一个强有力的工具。一个常见的非线性期望是

次线性期望，它可以表示为一组线性期望的上确界。对应于经典的线性期望，大数定律（LLN）

也可以在次线性期望下建立。彭（2007）[3]引入了次线性期望下随机变量的独立性和同分布

概念，并建立了次线性期望下的弱大数定律（WLLN）。关于次线性期望下的大数定律已有大

量文献。陈 [8]建立了一个强形式的大数定律，适用于独立且同分布序列。宋 [4]得到了次线性

期望下的强大数定律，并研究了独立且同分布随机变量序列的尾 σ-代数的平凡性。张 [9]研究
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了次线性期望下强大数定律的极限点。由于现实世界的数据可能是相关的并且更复杂，因此

有必要扩展各种类型相关随机变量的大数定律。在次线性期望框架下，张 [7, 6]得到了负相依

且同分布随机变量以及m-相依且平稳随机变量的强大数定律。Fu[2]获得了在次线性期望下，

块状 m依赖随机变量的 LLN。郭和 Li[1]引入了次线性期望下的伪独立性概念，并建立了具

有有限 1 阶 Choquet 积分的伪独立随机变量的弱大数定律和强大数定律。在本文中，我们将

给出具有有限 r阶 Choquet 积分（r ∈ [1, 2)）的伪独立随机变量的 Marcinkiewicz 型弱大数

定律和强大数定律。

本文的结构如下。第 2节将介绍一些关于次线性期望的预备知识。第 3节将给出Marcinkiewicz

型弱大数定律和强大数定律，其详细证明见第 4 节。

2 预备知识

在本节中，我们将介绍次线性期望理论的一些基本概念和一些现有的结果。有关前者的

更多细节，请参阅 [3]。

设 (Ω,F)是一个给定的可测空间，M是 (Ω,F)上所有概率测度的集合。X ∈ F 表示X是

在 (Ω,F)上定义的随机变量。对于给定的子集P ⊆ M，相对于P的上期望和下期望定义如下：

Ê[X] , sup
P∈P

EP [X], Ê [X] , −Ê[−X] = inf
P∈P

EP [X],

对于 X ∈ F，其中 Ê[X]和 Ê [X]为有限值。

Ê 是一个满足以下条件的次线性期望：

(i) 单调性：Ê[X] ≤ Ê[Y ]如果 X ≤ Y ;

(ii) 常数保持：Ê[c] = c对于 c ∈ R;

(iii) 次可加性：Ê[X + Y ] ≤ Ê[X] + Ê[Y ]；

(iv) 正齐次性：Ê[λX] = λÊ[X]对于 λ ≥ 0。

上概率和下概率定义如下：

V(A) , sup
P∈P

P (A), V(A) , inf
P∈P

P (A), ∀A ∈ F .

显然，V和 V 是彼此共轭的，这意味着

V(A) + V(Ac) = 1, ∀A ∈ F . (2.1)

对于 X ∈ F，我们通过将 V 分别替换为 V和 V 来定义 Choquet 积分 (CV, CV)：

CV (X) ,
∫ ∞

0
V (X ≥ t)dt+

∫ 0

−∞
[V (X ≥ t)− 1]dt
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显然，Ê[|X|] ≤ CV(|X|)。

Definition 2.1. 令 Ê1和 Ê2分别为定义在 (Ω1,F1)和 (Ω2,F2)上的两个次线性期望。随机变

量 X1 在 (Ω1,F1)下的 Ê1 被认为与另一个随机变量 X2 在 (Ω2,F2)下的 Ê2 具有相同的分布，

记为 X1
d
= X2，如果

Ê1[ϕ(X1)] = Ê2[ϕ(X2)], ∀ϕ ∈ Cb,Lip(R),

其中 Cb,Lip(R)表示 R上的所有有界 Lipschitz 函数的集合。随机变量序列 {Xn, n ≥ 1}被称

为同分布的，如果对于每个 i ≥ 1都有 Xi
d
= X1。

Definition 2.2. (彭的独立性) 设X 和 Y 是 (Ω,F)中的两个随机变量。Y 被称为与X 独立，

如果对于每个检验函数 ϕ ∈ Cb,Lip(R)我们有

Ê[ϕ(X,Y )] = Ê[Ê[ϕ(x, Y )]|x=X ].

一般来说，在次线性期望的框架下，Y 与X 独立并不一般意味着X 与 Y 独立，这与经典

的线性期望不同。可以查看 [3]中的示例 1.3.15以获取详细信息。如果对于每个 i ≥ 1，Xi+1独

立于 (X1, · · · , Xi)，则称随机变量序列 {Xn, n ≥ 1}是独立的。容易验证，如果 {X1, · · · , Xn}

是独立的，则 Ê[
∑n

i=1Xi] =
∑n

i=1 Ê[Xi]。

令 X 和 Y 是 (Ω,F)中的两个随机变量。如果 X
d
= Y，则

V(X ≥ x+ ε) ≤ V(Y ≥ x) ≤ V(X ≥ x− ε),∀x ∈ R,∀ε > 0, (2.2)

CV(X) = CV(Y ). (2.3)

实际上，我们可以找到一个 ϕ ∈ Cb,Lip(R)，使得 I[x+ε,∞)(y) ≤ ϕ(y) ≤ I[x,∞)(y)，则

V(X ≥ x+ ε) = sup
P∈P

EP [I[x+ε,∞)(X)] ≤ sup
P∈P

EP [ϕ(X)] = Ê[ϕ(X)],

Ê[ϕ(Y )] = sup
P∈P

EP [ϕ(Y )] ≤ sup
P∈P

EP [I[x,∞)(Y )] = V(Y ≥ x).

我们在 (2.2)中通过X
d
= Y 得到第一个不等式，第二个不等式类似。由 (2.2)可知，如果 x是

函数 V(X ≥ y)和 V(Y ≥ y)的连续点，则 V(X ≥ x) = V(Y ≥ x)成立。但是我们知道它们都

是非增函数，在实分析中单调函数至多有可数个间断点。因此

V(X ≥ x) = V(Y ≥ x) for all but except countable many x,

并且由此得出

CV(X) = CV(Y ).

郭和李 [1]介绍了次线性期望下伪独立性的定义。引入伪独立性的动机源于线性期望下的

独立性性质，即给定 (Ω,F , P )上的随机变量 X 和一个子-σ-代数 G ⊂ F，

EP [ϕ(X)|G] = EP [ϕ(X)], ∀ϕ ∈ Cb,Lip(R) ⇐⇒ X is independent of G. (2.4)
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Definition 2.3. 令 {Xn, n ≥ 1}是定义在 (Ω,F , Ê)上的随机变量序列。定义Fn , σ(X1, . . . , Xn)

和 F0 , {∅,Ω}。如果对于每个 P ∈ P，我们有

EP [ϕ(Xn)|Fn−1] ≤ Ê[ϕ(Xn)], P − a.s., ∀ϕ ∈ Cb,Lip(R), (2.5)

那么我们就称 Xn 是伪独立于 Fn−1 的。对于情况 n ≥ 2，我们也可以称 Xn 是伪独立于

(X1, . . . , Xn−1) 的。随机变量序列 {Xn, n ≥ 1} 被称为伪独立，如果对于每个 n ≥ 1，(2.5)

成立。

Remark 2.1. (2.5) 等价于

Ê [ϕ(Xn)] ≤ EP [ϕ(Xn)|Fn−1] ≤ Ê[ϕ(Xn)], ∀ϕ ∈ Cb,Lip(R), ∀P ∈ P,

这意味着条件期望位于一个非随机区间内。如果 P = {P}是一个单元素集，那么伪独立就是

经典概率论中由 (2.4)定义的独立性。

接下来是 [1]中的命题 2.4，表明彭的独立性蕴含伪独立性。

Proposition 2.1. 一个独立的随机变量序列 {Xn, n ≥ 1}在 (Ω,F , Ê)上是伪独立的。

Remark 2.2. 示例 3.6在 [5]中表明伪独立性不能推出彭的独立性，因此很明显伪独立性比

彭的独立性弱。

接下来的结果是郭和李在 [1]中的成果。

Theorem 2.1. 令 {Xn, n ≥ 1}是在 Ê下满足下列条件的伪独立序列：

存在一个随机变量 X 满足 CV(|X|) < ∞和常数 C 使得

V(|Xn| ≥ x) ≤ CV(|X| ≥ x), ∀x ≥ 0, ∀n ≥ 1.

令

µ , lim sup
n→∞

1

n

n∑
i=1

Ê[Xi], µ , lim inf
n→∞

1

n

n∑
i=1

Ê [Xi], Sn ,
n∑

i=1

Xi.

然后

(WLLN) lim
n→∞

V
(
µ− ε <

Sn

n
< µ+ ε

)
= 1, ∀ε > 0, (2.6)

(SLLN) V
(
µ ≤ lim inf

n→∞

Sn

n
≤ lim sup

n→∞

Sn

n
≤ µ

)
= 1. (2.7)

(2.6) 和 (2.7)是柯尔莫哥洛夫类型的强大数定律，我们将在第 3节给出相应的马钦凯维

奇类型的强大数定律。接下来是 [7]中的博雷尔-坎泰利引理。它成立是因为 V是可数次可加

容量。
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Lemma 2.1. 令 {An, n ≥ 1}在 F 中。如果
∑∞

n=1V(An) < ∞，则

V(An, i.o.) = 0,

其中 {An, i.o.} ,
⋂∞

n=1

⋃∞
i=nAi。

以下引理是 [11]中的一个鞅收敛结果，它在证明 (3.2)的过程中起到了重要作用。

Lemma 2.2. 令 {Sn ,
∑n

i=1Xi,Fn, n ≥ 1}是一个鞅，令 F0 是平凡的 σ-代数。则 Sn 在集

合上 a.s.收敛。{
∑∞

i=1E[X2
i |Fi−1] < ∞}.

接下来是克罗内克引理，它是概率论极限定理证明中的一个常用工具。

Lemma 2.3. 令 {xn, n ∈ N∗} 和 {bn, n ∈ N∗} 是实数的无限序列，0 < bn ↑ ∞。如果∑∞
n=1

xn
bn

< ∞，则 limn→∞
1
bn

∑n
k=1 xk = 0。

在整个论文中，我们用 x ∨ y , max{x, y}, x ∧ y , min{x, y}, x+ , x ∨ 0, x− , (−x) ∨ 0

表示实数 x和 y。R表示所有实数。N 表示所有自然数，而 N∗ 表示所有非零自然数。0 < C

是一个可能在每一行中发生变化的常量。

3 主要结果

我们的结果如下述定理。

Theorem 3.1. 设 {Xn, n ≥ 1}是在 Ê下满足如下条件的伪独立序列：

存在一个随机变量 X，使得 CV(|X|r) < ∞对某些 r ∈ [1, 2)成立，并且有一个常数 C 满足

V(|Xn| ≥ x) ≤ CV(|X| ≥ x), ∀x ≥ 0, ∀n ≥ 1.

然后

(WLLN) lim
n→∞

V

(∑n
j=1(Xj − Ê [Xj ])

n
1
r

≤ −ε or

∑n
j=1(Xj − Ê[Xj ])

n
1
r

≥ ε

)
= 0, ∀ε > 0.

(3.1)

Theorem 3.2. 在定理 3.1的相同条件下，我们有

(SLLN) V

(
lim inf
n→∞

∑n
i=1(Xi − Ê [Xi])

n
1
r

< 0 or lim sup
n→∞

∑n
i=1(Xi − Ê[Xi])

n
1
r

> 0

)
= 0.

(3.2)

我们已知彭的独立性蕴含着伪独立性，并且通过 (2.2)和 (2.3)，我们可以得到以下推论，

它类似于 [10]中定理 3.4 的 (3.9)。实际上，在以下推论 3.1 的条件下，(3.1)也成立。
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Corollary 3.1. 对于一个满足 CV(|X1|r) < ∞的某些 r ∈ [1, 2)的独立同分布序列 {Xn, n ≥

1}在 (Ω,F , Ê)上，我们有

V

(
lim inf
n→∞

∑n
i=1(Xi − Ê [Xi])

n
1
r

< 0 or lim sup
n→∞

∑n
i=1(Xi − Ê[Xi])

n
1
r

> 0

)
= 0.

4 证明

在本节中，我们将转向定理 3.1和定理 3.2的证明。

4.1 Marcinkiewicz型弱大数定律

定理的证明 3.1. 记截断随机变量 Yj , (−j
1
r ) ∨Xj ∧ j

1
r，∀j ∈ N∗，则

Ê [Yj ] ≤ EP [Yj |Fj−1] ≤ Ê[Yj ].

注意

1

n
1
r

n∑
j=1

(Xj − Ê[Xj ]) ≤
1

n
1
r

n∑
j=1

|Xj − Yj |+
1

n
1
r

n∑
j=1

(Yj −EP [Yj |Fj−1]) +
1

n
1
r

n∑
j=1

|Ê[Yj ]− Ê[Xj ]|.

(4.1)

我们分三步证明 (3.1)。

步骤 1。我们展示

lim
n→∞

1

n
1
r

n∑
j=1

|Ê[Yj ]− Ê[Xj ]| = 0. (4.2)

由 Ê的次可加性，我们有

|Ê[Yj ]− Ê[Xj ]| ≤ Ê[|Yj −Xj |] = Ê[(|Xj | − j
1
r )+].

注意到

(|Xj | − j
1
r )+ =

∞∑
i=j

(|Xj | − j
1
r )+I

[i
1
r ≤|Xj |<(i+1)

1
r ]

≤
∞∑
i=j

((i+ 1)
1
r − j

1
r )+I

[i
1
r ≤|Xj |<(i+1)

1
r ]

=
∞∑
i=j

((i+ 1)
1
r − j

1
r )(I

[|Xj |≥i
1
r ]
− I

[|Xj |≥(i+1)
1
r ]
)

= ((j + 1)
1
r − j

1
r )I

[|Xj |≥j
1
r ]
+

∞∑
i=j+1

((i+ 1)
1
r − i

1
r )I

[|Xj |≥i
1
r ]
.
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在情况 r = 1中，对于 j ≥ 1，

Ê[(|Xj | − j)+] ≤ V(|Xj | ≥ j) +
∞∑

i=j+1

V(|Xj | ≥ i)

≤ CV(|X| ≥ j) + C

∞∑
i=j+1

V(|X| ≥ i)

≤ CV(|X| ≥ j) + C

∫ +∞

j
V(|X| ≥ t)dt → 0, j → ∞.

因此，
1

n

n∑
j=1

|Ê[Yj ]− Ê[Xj ]| ≤
1

n

n∑
j=1

Ê[(|Xj | − j)+] → 0, n → ∞, (4.3)

则在情况 r = 1下证明了 (4.2)。

在情况 r > 1中，对于 j ≥ 1，

(|Xj | − j
1
r )+ ≤ 1

r
· j

1
r
−1I

[|Xj |≥j
1
r ]
+

∞∑
i=j+1

1

r
· i

1
r
−1I

[|Xj |≥i
1
r ]

≤ 1

r
· I

[|Xj |≥j
1
r ]
+

1

r
·

∞∑
i=j+1

i
1
r
−1I[|Xj |r≥i].

对于每个 P ∈ P，

EP [(|Xj | − j
1
r )+] ≤ 1

r
P (|Xj | ≥ j

1
r ) +

1

r

∞∑
i=j+1

i
1
r
−1P (|Xj |r ≥ i)

≤ 1

r
V(|Xj | ≥ j

1
r ) +

1

r

∞∑
i=j+1

i
1
r
−1V(|Xj |r ≥ i).

然后取关于 P ∈ P 的上确界，我们有

Ê[(|Xj | − j
1
r )+] ≤ 1

r
V(|Xj | ≥ j

1
r ) +

1

r

∞∑
i=j+1

i
1
r
−1V(|Xj |r ≥ i)

≤ C

r
V(|X| ≥ j

1
r ) +

C

r

∞∑
i=j+1

i
1
r
−1V(|X|r ≥ i).

于是得到
∞∑
j=1

Ê[(|Xj | − j
1
r )+]

j
1
r

≤ C

r

∞∑
j=1

V(|X| ≥ j
1
r ) +

C

r

∞∑
j=1

∞∑
i=j+1

i
1
r
−1V(|X|r ≥ i)

j
1
r

≤ C

r
· CV(|X|r) + C

r

∞∑
i=2

i
1
r
−1V(|X|r ≥ i)

i−1∑
j=1

j−
1
r

≤ C

r
· CV(|X|r) + C

r

∞∑
i=2

i
1
r
−1V(|X|r ≥ i) · r

r − 1
i1−

1
r

≤ 2C

r − 1
CV(|X|r) < ∞,
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其中第三个不等式是由于对于 i ≥ 2，

i−1∑
j=1

j−
1
r ≤

∫ i

0
x−

1
r dx =

r

r − 1
i1−

1
r .

由 Kronecker引理，我们有 ∑n
j=1 Ê[(|Xj | − j

1
r )+]

n
1
r

→ 0, n → ∞.

证明了 (4.2)。

步骤 2。对于 ε > 0，我们证明

P

 1

n
1
r

n∑
j=1

(Yj − EP [Yj |Fj−1]) ≥
ε

4

→ 0, n → ∞,uniformly for all P ∈ P.

根据切比雪夫不等式，对于所有 ε > 0和 P ∈ P 我们有

P

 1

n
1
r

n∑
j=1

(Yj − EP [Yj |Fj−1]) ≥
ε

4

 ≤ 16

ε2
·
∑n

j=1EP [Y
2
j ]

n
2
r

≤ 16

ε2
·
∑n

j=1 Ê[Y 2
j ]

n
2
r

.

根据克罗内克引理，我们只需要证明

∞∑
j=1

Ê[Y 2
j ]

j
2
r

< ∞,

这导致了

lim
n→∞

∑n
j=1 Ê[Y 2

j ]

n
2
r

= 0.

注意

Y 2
j =

j∑
i=1

X2
j I[(i−1)

1
r ≤|Xj |<i

1
r ]
+ j

2
r I

[|Xj |≥j
1
r ]

≤
j∑

i=1

i
2
r (I

[|Xj |≥(i−1)
1
r ]
− I

[|Xj |≥i
1
r ]
) + j

2
r I

[|Xj |≥j
1
r ]

≤ 1 +

j−1∑
i=1

2

r
(i+ 1)

2
r
−1I

[|Xj |≥i
1
r ]

≤ 1 + 4

j∑
i=1

i
2
r
−1I

[|Xj |≥i
1
r ]
,

然后

Ê[Y 2
j ] ≤ 1 + 4

j∑
i=1

i
2
r
−1V(|Xj | ≥ i

1
r )

≤ 1 + 4C

j∑
i=1

i
2
r
−1V(|X| ≥ i

1
r ).
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从而得到

∞∑
j=1

Ê[Y 2
j ]

j
2
r

≤
∞∑
j=1

1

j
2
r

+ 4C
∞∑
j=1

j∑
i=1

i
2
r
−1V(|X| ≥ i

1
r )

j
2
r

=
∞∑
j=1

1

j
2
r

+ 4C
∞∑
i=1

i
2
r
−1V(|X| ≥ i

1
r )

∞∑
j=i

1

j
2
r

≤ (1 + 4C)

∞∑
j=1

1

j
2
r

+ 4C

∞∑
i=2

i
2
r
−1V(|X| ≥ i

1
r )

∞∑
j=i

1

j
2
r

≤ (1 + 4C)

∞∑
j=1

1

j
2
r

+ 4C

∞∑
i=2

i
2
r
−1V(|X| ≥ i

1
r ) · r

2− r
(i− 1)−

2
r
+1

≤ (1 + 4C)

∞∑
j=1

1

j
2
r

+
8rC

2− r
CV(|X|r) < ∞,

其中我们使用了对于 i ≥ 2的事实，

∞∑
j=i

j−
2
r ≤

∫ ∞

i−1
x−

2
r dx =

r

2− r
(i− 1)−

2
r
+1.

步骤 3。对于 ε > 0，我们证明

P

 1

n
1
r

n∑
j=1

|Xj − Yj | ≥
ε

4

→ 0, n → ∞,uniformly for all P ∈ P.

类似于第二步，我们用马尔可夫不等式得到对于所有 ε > 0和 P ∈ P 的结论，

P

 1

n
1
r

n∑
j=1

|Xj − Yj | ≥
ε

4

 ≤ 4

ε
·
∑n

j=1EP [|Xj − Yj |]

n
1
r

≤ 4

ε
·
∑n

j=1 Ê[|Xj − Yj |]

n
1
r

.

在第一步中已经证明了

∞∑
j=1

Ê[|Xj − Yj |]
j

1
r

=
∞∑
j=1

Ê[(|Xj | − j
1
r )+]

j
1
r

< ∞.

然后根据克罗内克引理，对于所有 P ∈ P，我们有

P

 1

n
1
r

n∑
j=1

|Xj − Yj | ≥
ε

4

 ≤ 4

ε
·
∑n

j=1 Ê[|Xj − Yj |]

n
1
r

→ 0, n → ∞.
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通过 (4.1)我们得出结论为对于所有 ε > 0和 P ∈ P,

P

 1

n
1
r

n∑
j=1

(Xj − Ê[Xj ]) ≥ ε

 ≤ P

 1

n
1
r

n∑
j=1

|Xj − Yj | ≥
ε

4

+ P

 1

n
1
r

n∑
j=1

(Yj − EP [Yj |Fj−1]) ≥
ε

4


+ P

 1

n
1
r

n∑
j=1

|Ê[Yj ]− Ê[Xj ]| ≥
ε

2


≤ 4

ε
·
∑n

j=1 Ê[|Xj − Yj |]

n
1
r

+
16

ε2
·
∑n

j=1 Ê[Y 2
j ]

n
2
r

+
2

ε
· 1

n
1
r

n∑
j=1

|Ê[Yj ]− Ê[Xj ]| → 0, n → ∞.

然后取 P ∈ P 的上确界，我们有

lim
n→∞

V

(∑n
j=1(Xj − Ê[Xj ])

n
1
r

≥ ε

)
= 0, ∀ε > 0.

另一方面，

lim
n→∞

V

(∑n
j=1(Xj − Ê [Xj ])

n
1
r

≤ −ε

)
= lim

n→∞
V

(∑n
j=1(−Xj − Ê[−Xj ])

n
1
r

≥ ε

)
= 0, ∀ε > 0.

由于 V的次可加性，(3.1)被证明。证明现在已完成。

4.2 Marcinkiewicz型强大数定律

现在，我们展示 (3.2)的证明。

定理的证明 3.2. 记截断随机变量 Yj , (−j
1
r )∨Xj ∧ j

1
r，∀j ∈ N∗，这与定理 3.1的证明相同。

注意

1

n
1
r

n∑
j=1

(Xj − Ê[Xj ]) ≤
1

n
1
r

n∑
j=1

|Xj − Yj |+
1

n
1
r

n∑
j=1

(Yj − Ê[Yj ]) +
1

n
1
r

n∑
j=1

|Ê[Yj ]− Ê[Xj ]|. (4.4)

类似于定理 3.1的证明，我们也分三步证明 (3.2)。

步骤 1。我们证明

V

lim sup
n→∞

1

n
1
r

n∑
j=1

(Yj − Ê[Yj ]) > 0

 = 0. (4.5)

注意，对于每个 P ∈ P，{
∑n

j=1
Yj−EP [Yj |Fj−1]

j
1
r

,Fn, n ≥ 1}都是一个鞅。通过简单的计算，

EP

 ∞∑
j=1

EP

[
(Yj − EP [Yj |Fj−1])

2

j
2
r

∣∣∣∣∣Fj−1

] ≤
∞∑
j=1

EP [Y
2
j ]

j
2
r

≤
∞∑
j=1

Ê[Y 2
j ]

j
2
r

< ∞,
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其中最后一个不等式已在定理 3.1的第二步证明中得到证明。

因此，

P

 ∞∑
j=1

EP

[
(Yj − EP [Yj |Fj−1])

2

j
2
r

∣∣∣∣∣Fj−1

]
< ∞

 = 1

意味着

P

 ∞∑
j=1

Yj − EP [Yj |Fj−1]

j
1
r

< ∞

 = 1

由引理 2.2得出。

由克罗内克引理，我们得到

lim
n→∞

1

n
1
r

n∑
j=1

(Yj − EP [Yj |Fj−1]) = 0, P − a.s., ∀P ∈ P.

注意到

P

lim sup
n→∞

1

n
1
r

n∑
j=1

(Yj − Ê[Yj ]) > 0

 ≤ P

lim sup
n→∞

1

n
1
r

n∑
j=1

(Yj − EP [Yj |Fj−1]) > 0

 = 0,∀P ∈ P.

取 P ∈ P 上的上确界，我们得到 (4.5)。

步骤 2. 我们证明了

V

lim sup
n→∞

1

n
1
r

n∑
j=1

|Xj − Yj | > 0

 = 0. (4.6)

显然，
∞∑
j=1

V(|Xj − Yj | > 0) =

∞∑
j=1

V(|Xj | ≥ j
1
r ) ≤ C

∞∑
j=1

V(|X| ≥ j
1
r ) ≤ C · CV(|X|r) < ∞.

根据 Borel-Cantelli 引理，我们有

V

lim sup
n→∞

1

n
1
r

n∑
j=1

|Xj − Yj | > 0

 ≤ V(|Xj − Yj | > 0, i.o.) = 0.

步骤 3。这是真的

lim
n→∞

1

n
1
r

n∑
j=1

|Ê[Yj ]− Ê[Xj ]| = 0, (4.7)

这在定理 3.1的证明第一步中已经得到证明。

由 (4.5),(4.6)和 (4.7)，我们有

V

lim sup
n→∞

1

n
1
r

n∑
j=1

(Xj − Ê[Xj ]) > 0

 ≤ V

lim sup
n→∞

1

n
1
r

n∑
j=1

|Xj − Yj | > 0


+ V

lim sup
n→∞

1

n
1
r

n∑
j=1

(Yj − Ê[Yj ]) > 0

 = 0.
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另一方面，

V

(
lim inf
n→∞

∑n
i=1(Xi − Ê [Xi])

n
1
r

< 0

)
= V

(
lim sup
n→∞

∑n
i=1(−Xi − Ê[−Xi])

n
1
r

> 0

)
= 0.

证明完成。
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