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摘要

Bang-Jensen-Gutin-Li 型条件是对有向图的哈密顿性施加于不相邻且具有共同入邻居或共同出邻居的
顶点上的度限制。
它们可以被视为无向图中 Fan类型条件的扩展，也是局部 (入-, 出-)半完全有向图的推广。自 1996

年首次出现以来，出现了各种 Bang-Jensen-Gutin-Li类型的哈密顿性条件。
在本文中，我们建立了一个 Bang-Jensen-Gutin-Li型条件，它不仅蕴含一个哈密顿圈，还蕴含一个

3-圈和一个 (n− 1)-圈，并且异常图特征明显。我们猜想这个条件蕴含了每个长度的圈的存在。
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1 介绍和术语
我们考虑没有自环和多重弧的有限有向图。令 D 为一个有向图，以及 u, v ∈ V (D)。如果从 u

到 v存在一条弧，我们写 u→ v，否则 u 9 v。令 F 和H 是D的两个不相交子有向图，或 V (D)的
两个不相交子集，如果 F 中的每个顶点都向 H 中的每个顶点发送一条弧，则我们写为 F → H。用
d(F,H)表示 F 和 H 之间的弧的数量。令 u ∈ V (D)和 F 是 D的一个子有向图（可能 u ∈ V (F )），
dF (u)表示 u和 V (F )之间的弧的数量。令 C 为一个环，u, v ∈ V (C)，其中 u 6= v，通过 C[u, v]我
们指从 u到 v的 C 段。对于路径 P 和 u, v ∈ V (P )，其中 u 6= v，P [u, v]表示从 u到 v的 P 段。C-
绕过是一个 (u, v)-路径 P，其长度至少为二，且端点是 u, v 但在 C 上没有其他顶点，其中 u 6= v。
当 C 从上下文中很明显时，我们只将 P 称为旁路。路径 C[u, v]是 P 的差距。围长的 D是 D中最
短环的长度，记为 g(D)。在一个无向图中，u和 v之间的距离记为 d(u, v)。对于此处未定义的术语，
请参见 [1]。
度条件是图中哈密尔顿圈存在性的最基本条件之一。对于有向图，最流行的哈密尔顿度条件可

能是Ghouila-Houri条件和Meyniel条件（见 [1]的第 6.4章），分别涉及一个顶点的度数和两个不相
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邻顶点的度数之和。1996年，Bang-Jensen、Gutin和 Li ([2]) 引入了仅对具有共同入邻或共同出邻
的非相邻顶点施加度限制的条件。对于有向图 D中的一对不相邻顶点 x和 y，如果它们有一个共同
的入邻居（分别是一个共同的出邻居），我们说它们形成一个非相邻支配对（分别为一个非相邻被支
配对）。Bang-Jensen、Gutin和 Li的主要定理之一具有以下形式。

定理 1.1. ([2]) 设 D是一个在 n ≥ 2个顶点上的强图。假设，对于每个不相邻的支配对 {x, y}，要
么 d(x) ≥ n和 d(y) ≥ n− 1，要么 d(x) ≥ n− 1和 d(y) ≥ n。那么 D是哈密顿图。

涉及非邻接支配对和非邻接被支配对的条件可以视为无向图中以下 Fan 条件的扩展，对于有向
图 D中的非邻接被支配对和非邻接支配对，在基础图 D中的距离为 2。

定理 1.2. ([6]) 设G是一个 2-连通的、有 n ≥ 3个顶点的图，并且设 u和 v是G的不同顶点。如果
d(u, v) = 2表明 max(d(u), d(v)) ≥ n/2，那么 G具有一个哈密尔顿圈。

此类条件也是三种研究充分的有向图的一般化，即，局部半完全有向图（简称 LSD），局部内半
完全有向图（简称 LiSD）和局部外半完全有向图（简称 LoSD）。一个 LiSD（相应地 LoSD）是有
向图，在其中每个顶点的入邻域（相应地出邻域）诱导了一个半完全有向图。一个 LSD是一个既是
LiSD又是 LoSD的有向图。没有 2-圈的 LSD称为本地锦标赛。LiSD、LoSD和 LSD的哈密顿性均
已得到验证（[3]）。
邦迪的元猜想（[4]）指出，任何非平凡的哈密尔顿性条件也意味着泛圈性，除了少数例外图类。

这一猜想激发了对泛圈性的研究，这意味着在一个图 G中存在从 3到 |G|长度的每个圈。基于这个
想法，已经证明了各种范类型条件意味着泛圈性。另一方面，LSD的泛圈性也得到了验证（[7]），其
详细内容如下，并将在我们的工作中使用。
一个有 n个顶点的有向图称为有向图，如果我们能够标记它的顶点 v0,v1, . . . , vn−1 使得对于每

个 i,N+(vi) = {vi+1, . . . , Vi+d+(vi)}和 N−(vi) = {vi−d−(v), . . . , vi−1}，其中下标取模 n。一个 LSDD

若能以形式 D = R[S1, S2, . . . , Sr]表示，则称其为可分解的圆，其中 R是一个具有 r个顶点的局部
竞赛 {v1, v2, . . . , vr}，并且D是通过将R中的每个顶点 vi替换为强半完全有向图 Si，同时将每条弧
vivj 替换为从 V (Si)到 V (Sj)的所有弧而得到的。D = R[S1, S2, . . . , Sr] 称为环分解的 D。

定理 1.3. 一个强大的 LSDD是泛圈的当且仅当它不是形式为 D = R[S1, S2, . . . , Sr]的，其中 R是
一个具有 g(R) > max{2, |V (S1)|, |V (S2)|, ..., |V (Sr)|}+ 1的圆形局部锦标赛。([7])

然后，提出一个 Bang-Jensen-Gutin-Li 类型的泛圈条件似乎是自然的。一些尝试已经进行了。
例如，Darbinyan和 Karapetyan ([5])证明了在定理 1.1的条件下附加半度限制时，存在长度为 n−1

的圈。他们还指出，存在长度为 n− 1的圈往往有助于证明泛圈性（例如在 [8, 9]中）。然而，证明泛
圈性的潜在困难在于以下事实。定理 1.1中的条件只对非相邻的支配对施加度限制，这扩展了 LiSD
的类别。因此任何结果表明定理 1.1中的条件意味着泛圈性都必须将非泛圈性的 LiSD 类别作为例外
类别。但是，完全刻画非泛圈性的 LiSD 似乎很困难并且尚未找到。
因此，首先考虑涉及非邻接支配对和非邻接受控对的 Bang-Jensen-Gutin-Li 条件是有意义的，

这些条件推广了 LSD。所以我们猜想如下。记DL为定理 1.3中定义的一类非泛圈 LSD，记DB 为至
少有 4个顶点的平衡完全二部图。

猜想 1. 令 D为一个阶数为 n ≥ 3的有向图。假设对于任何属于非邻接支配对或非邻接被支配对的
u ∈ V (D)，d(u) ≥ n，则 D是泛圈的，除非 D ∈ DL或 D ∈ DB。

猜想的条件暗示了定理 1.1的条件，从而意味着哈密顿圈的存在。在本文中，我们证明该条件还
意味着长度为 3和 n − 1的圈的存在，这支持了猜想。如上所述，长度为 n − 1的圈通常有助于证
明泛圈性。另一方面，如果我们通过归纳法对圈的长度进行泛圈性的证明，那么存在 3圈是基本步
骤。因此，这两个结果可能都有助于证明猜想 1。本文的主要结果如下两个定理，在随后的部分中进
行了证明。
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定理 1.4. 令 D为一个阶数为 n ≥ 3的强有向图。假设对于每个属于非相邻支配对或非相邻被支配
对的顶点 u，存在 d(u) ≥ n，则 D包含一个 3-圈，除非 n是偶数且 D ∈ DB，或者 B ∈ DL 并且在
D的轮分解中的每个强半完全有向图 S 满足 |S| ≤ 2。

当 n = 3时，根据泛环性的定义只需存在 3-圈，因此在接下来的定理中我们假设 n ≥ 4。

定理 1.5. 令 D为一个具有阶数 n ≥ 4的强有向图。假设对于每个属于非邻接支配对或非邻接过支
配对的顶点 u，则 d(u) ≥ n，那么 D具有一个长度为 n − 1的圈，除非 n是偶数且 D ∈ DB，或者
D = Cn（属于 DL）。

2 定理 1.4的证明：存在一个 3-循环
我们需以下引理来证明该定理。

引理 2.1. 令 D 是一个没有有向 3-环的强有向图，并且 u, v ∈ V (D)。如果 uv, vu ∈ A(D)，则
d(u) + d(v) ≤ 2n，且等号成立当且仅当对于每一个 x ∈ V (D)\{u, v}，d({u, v}, x) = 2。

证明. 对于每一个 x ∈ V (D)\{u, v}，我们不能有 u→ x→ v或 v → x→ u。因此 |A(D)∩{ux, xv}| ≤
1，|A(D) ∩ {vx, xu}| ≤ 1，从而 d({u, v}, x) ≤ 2，进而 d(u) + d(v) ≤ 2 + 2 + 2(n− 2) = 2n。若等
式成立，则对于每一个 x ∈ V (D)\{u, v}都有 d({u, v}, x) = 2。

假设在D中不存在 3-圈。如果 u0u1 . . . uk和 uk . . . u1u0都是D中的有向路径，我们称 u0u1 . . . uk

为一个双向路径，并且称为双向弧如果 k = 1。现在让我们将讨论分为两种情况，分别对应于 D中
最长的双向路径。
情况 1。D中最长的双向路径长度最多为 1。
如果根本没有双向路径，那么每个顶点的度数至多为 n− 1。根据定理的条件，不能存在任何不

相邻的支配对或不相邻的被支配对，因此 D是一个 LSD。
如果在D中至少存在一条长度为 1的双向路径，比如说uv，那么我们可以证明u和u在D\{u, v}

中的入邻域和出邻域相同。否则，不失一般性地假设存在一个顶点 x，使得 u → x但 v 9 x，因为
D是 3-圈自由的，x 9 v。但随后 {x, v}是一个非相邻支配对，根据定理的条件 d(v) ≥ n。由引理
2.1，d(u) + d(v) ≤ 2n。因此 d(v) ≥ n ≥ d(u)。令 w 是与 u和 v 都相邻的任意一个顶点，我们有
d(u,w) = d(v, w) = 1。由于 x与 u相邻但不与 v和 d(v) ≥ d(u)相邻，因此必须存在另一个顶点 y，它
与 v相邻但不与u相邻。但是然后 {u, y}形成一个非相邻支配对或一个非相邻受控对。因此，d(u) ≥ n

成立，从而我们有 d(u) = d(v) = n。现在引理 2.1中的等式成立，并且我们有 d({u, v}, x) = 2。然后
我们有 x→ u和 xuv是长度为 2的双向路径，这是一个矛盾。因此，u和 v在D\{u, v}中具有相同
的入邻域和出邻域。
现在我们可以让 N+

uv 和 N−
uv 分别成为 u和 v在 D\{u, v}中的出邻域和入邻域。由于没有 3-循

环，因此不可能存在从 N+
uv 到 N−

uv 的弧。由D的强性可知，存在一个顶点 x /∈ {u, v} ∪N+
uv ∪N−

uv，
使得从 N+

uv 到 x存在一条路径，并且从 x到 N−
uv 也存在一条路径。然后

d(u) = d(v) = |N+
uv|+ |N−

uv|+ 2 ≤ n− 3 + 2 = n− 1.

对于任何不与双向弧关联的顶点 w，我们也得到 d(w) ≤ n− 1。因此 δ(D) ≤ n− 1。根据定理
的条件，在 D中不能存在非邻接支配对和非邻接被支配对。因此 D是一个 LSD。
现在已经证明在所有情况下 D是一个 LSD。由于 D不包含任何 3-循环，D不是泛圈的，因此

是D ∈ DL。此外，每个强半完全有向图 S都是泛圈的，即，包含从 3到 |S|的所有长度的圈（定理
1.5.3 在 [1]中）。因此，在 D的轮分解中的每个半完全有向图中，我们一定有 |S| ≤ 2。
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情况 2。D中的最长双向路径长度至少为 2。
首先我们声称在这种情况下最长的双向路径的实际长度至少为 3。设 uvw是一条双向路径。由

于 D是 3-无环的，u和 w不能相邻。因此，{u,w}是一个非相邻支配对，并且 d(u), d(w) ≥ n。但
是，d(u, V (D)\{u, v, w}) ≥ n− 2，则至少有一个顶点 x ∈ V (D)\{u, v, w}与 u相邻，并通过双向弧
相连。所以，xuvw是一个长度为 3的双向路径。
令P = u0u1 . . . uk是D中具有 k ≥ 3的最长双向路径。由于不存在 3-循环，对于 0 ≤ i ≤ k−2，ui

不能与ui+2相邻，并且 {ui, ui+2}形成一个非相邻支配对。因此 d(ui) ≥ n和ui+2 ≥ n。当 i从 0运行到
k−2时，我们实际上得到 d(uj) ≥ n对于 0 ≤ j ≤ k。结合引理 2.1，我们有 2n ≤ d(ui)+d(ui+1) ≤ 2n

对于 0 ≤ i ≤ k − 1成立，因此 d(uj) = n对于 0 ≤ j ≤ k成立。
此外，对于 0 ≤ i ≤ k − 1，根据引理 2.1，d({ui, ui+1}, x) = 2对所有 x ∈ V \{ui, ui+1}成立，

并且由于不存在 3-循环，我们必须有 A(D) ∩ {uix, xui+1} = A(D) ∩ {ui+1x, xui} = 1。因此，对于
0 ≤ j ≤ k − 2和 y ∈ V \{uj , uj+1, uj+2}，如果 uj → y，那么 y 6→ uj+1和 uj+2 → y，反之亦然。还
需要注意的是 uj 和 uj+2不相邻。因此，uj+2和 uj 具有相同的出邻居集，即

N+(uj) = N+(uj+2). (1)

令 j 遍历从 0到 k − 2，我们得到

N+(u0) = N+(u2) = · · · = N+(u2bk/2c) and N+(u1) = N+(u3) = · · · = N+(u2b(k−1)/2c+1). (2)

对于 P 上顶点的入度也有类似的等式成立，

N−(u0) = N−(u2) = · · · = N−(u2bk/2c) and N−(u1) = N−(u3) = · · · = N−(u2b(k−1)/2c+1). (3)

由于 0 ≤ j ≤ k − 2的任何情况下，uj 和 uj+2 都不相邻，并且 ui 和 ui+1 通过双向弧连接对
于任意的 0 ≤ i ≤ k − 1，(2) 和 (3) 暗示顶点子集 N0 = {u0, u2, . . . , u2bk/2c}是独立的，顶点子集
N1 = {u1, u3, . . . , u2b(k−1)/2c+1}也是独立的，并且N0中的所有顶点通过双向弧与N1中的所有顶点
相邻，或者等价地，〈V (P )〉是一个完全二部有向图。
令 x ∈ V (D)\V (P ). 由于 〈V (P )〉是完全二分图，x不能通过双向弧与 P 中的任何顶点相邻，否

则我们将找到一个包含 V (P ) ∪ {x}中所有顶点的双向路径，这与 P 是最长的矛盾。然而，对于任
意的 u2i, u2j+1 ∈ V (P )、u2i 和 u2j+1 通过双向弧连接，以及 d(u2i) + d(u2i+1) = n+ n = 2n，因此
根据引理 2.1，d({u2i, u2j+1}, x) = 2。所以 d(u2i, x) = d(u2j+1, x) = 1，由于不存在 3-循环，要么是
x→ {u2i, u2j+1}，要么是 {u2i, u2j+1} → x。由于 u2i和 u2j+1是任意选择的，我们有要么 x→ V (P )

要么 V (P )→ x。
令 N+

P 和 N−
P 分别为满足 V (P )→ x和 x→ V (P )的 x ∈ V (D)\V (P )集合。那么 N+

P ∪N−
P =

V \V (P )。由于不存在 3-循环，因此不可能存在从N+
P 到N−

P 的弧。由于 V (P )∪N+
P ∪N

−
P = V (D)，

D不能是强的，除非 N+
P = N−

P = ∅。因此，V (D) = V (P )和D是一个完全二部有向图，进一步由
于每个顶点的度为 n，D必须是一个平衡的完全二部有向图，这完成了第 2 种情况以及整个定理的
证明。

3 定理 1.5的证明：存在一个 (n − 1)-圈
在本节的证明中，我们将需要几个预备结果。第一个是多插入技术，这是一种解决图中的路径

和环问题的强大工具。关于有向图中多插入技术的详细解释及其应用可以在 [1]的第 6.4.2章找到。
为了保持论文的完整性，我们在这里简要介绍相关概念和思想。
令 P = u0u2 . . . us是有向图D中的一条路径，令 Q = v0v2 . . . vt是D\V (P )中的一条路径。路

径 P 被认为可以是插入到 Q，如果存在一个整数 0 ≤ i ≤ t−1满足 vi → u1和 us → vi+1，即路径Q
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可以扩展为一个新的 (v0, vt)-路径Q[v1, vi]PQ[vi+1, vt]，其顶点集为 V (P )∪V (Q)。接下来，路径P 可
以是多插入到 Q，如果存在整数 i1 = 0 < i2 < · · · < im = s+1，使得对于每一个 k ∈ {1, 2, . . . ,m}，
子路径 P [uik−1

, uik−1]可以插入到 Q中。对于 Q是循环的情况，可以给出类似的定义。
多插入的定义意味着 P 可以划分成若干子路径，每个子路径都可以插入到Q中。这里的关键结

果是，在这个假设下，所有 P 的顶点都可以插入到 Q中形成一条路径，其顶点集为 V (P ) ∪ V (Q)，
并且与 Q具有相同的端点（或者仅仅是一个顶点集为 V (P ) ∪ V (Q)的循环，当 Q是循环时）。

引理 3.1. (多插入技术) 设 P 是有向图D中的一条路径，设Q = v0v1 . . . vt是D\V (P )中的一条路
径（或环）。如果 P 可以多插入到 Q中，那么在 D中存在一个 (v0, vt)-路径 R（循环，分别）使得
V (R) = V (P ) ∪ V (Q)。

下一个引理是两个在各种文献中经常使用的简单事实。我们不给出证明就陈述它。

引理 3.2. 令 D为有向图。

(a) 设 P = u0u1 . . . up−1 是在 D和 v ∈ V (D)\V (P )中带有 |P | ≥ 2的路径。如果 v不能插入到 P

中，则 dP (v) ≤ |P |+ 1。如果我们进一步有 v 9 u0或 up−1 9 v，则 dP (v) ≤ |P |。

(b) 令 Q 是一个包含 |Q| ≥ 3 在 D 和 v ∈ V (D)\V (Q) 中的循环。如果 v 不能插入到 Q 中，则
dQ(v) ≤ |Q|。

引理 3.3. ([8]，引理 2) 设 D是一个包含长度为 n− 2的圈 C = u0u1 . . . un−3u0的强有向图，其中
n = |D|。令 v0,v1不包含在 C 中的顶点。

(a) 如果 d(v0), d(v1) ≥ n和 D不包含长度为 n− 1的圈，则 n是偶数，并且可以选取记号使得 v0
控制并受控于恰好 u1, u3 . . . , un−3，而 v1控制并受控于恰好 u0, u2, . . . , un−4。

(b) 如果D满足 δ(D) ≥ n并且不包含长度为 n−1的循环，那么 n是偶数并且D与
←→
K n/2,n/2同构。

以下引理表明，在满足我们提出条件的有向图中，与最长非哈密顿圈相邻的顶点满足某些良好
的结构或度数条件。

引理 3.4. 令 D 为一个强有向图，阶数为 n ≥ 4。假设对于每个属于非邻接支配对或非邻接过支配
对的顶点 u，d(u) ≥ n。令 C 是 D中最长的非哈密顿循环，并且 |C| ≤ n− 2，而 w ∈ V (D)\V (C)

与 C 上的某个顶点相邻。如果 d(w) ≤ n− 1，那么要么 w → C 要么 C → w。

证明. （引理 3.4）设 C = u0u1 . . . uk−1。根据引理条件，w 与 C 上的至少一个顶点相邻，假设为
u0 → w。由于 C 是最长的非哈密顿循环且包含 |C| ≤ n− 2，因此 w不能插入到 C 中，故 w 9 u1。
但 w和 u1受 u0支配，并且根据引理的条件和 d(w) ≤ n− 1，它们必须相邻。所以 u1 → w。反复应
用上述论点，我们得出结论，对于 ui → w，即 0 ≤ i ≤ k − 1，也就是说，C → w。类似地，如果我
们假设开始时 w → u0，则会得到 w → C。

现在我们准备证明定理 1.5。我们首先证明定理对于 n ∈ {4, 5}成立。根据上述讨论，D中存在
一个哈密顿圈。
如果 n = 4和D不与 C4同构（注意 C4 ∈ DB ∩DL），那么D包含一条和弦，这将生成一个 3-

圈，如所要求。
如果 n = 5和 D不同构于 C5。我们用 C = u0u1u2u3u4u0 表示 D中的哈密顿圈，那么 C 至少

有一条弦。假设通过矛盾法，D没有 4-圈，那么 C 的每条弦 uiui+2都不存在，或者我们有一个 4-圈
uiui+2 . . . ui，其中下标取模为 n。因此只能有形式为 uiui−2 的弦。(1) 现在假设 C 只有一条弦，比
如说 u2u0，那么 u0 和 u3 形成一个非相邻的支配对，因此 d(u3) ≥ 5。但没有以 u3 为端点的弦，因
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此 d(u3) ≤ 4，矛盾。因此 C 至少有两条弦。(2) 如果一个顶点关联两条弦，假设我们有弦 u2u0 和
u0u3，那么我们有一条路径 u1u2u0u3u4，因此我们不能有弦 u3u1和 u4u2，否则可以形成一个 4-圈。
但然后 {u1, u3}和 {u2, u4}是非相邻支配或支配对。因此对于 i ∈ {1, 2, 3, 4}，有 d(ui) ≥ 5。那么在
C上的每条弧的反向弧都必须存在，并且同样适用于 u1u4。现在在D中可以有很多 4-循环，比如说
u4u3u2u1u4，再次产生矛盾。(3) 如果至少有三条弦，则必须有两条以同一端点结束的弦，在 (2)中
已经讨论过这种情况。(4) 因此恰好存在两条不共端点的弦，记为 u0u2和 u3u1，那么 u4和 u1形成
一个非邻接支配对，并且 d(u4) ≥ 5，但是 u4不与任何弦关联，因此 d(u4) ≤ 4产生矛盾，这就完成
了对 n = 5的证明。

现在我们假设 n ≥ 6，并且在 D 中不存在 (n − 1)-圈。我们进一步假设 D 不同构于 Cn。注意
定理的条件暗示了一个哈密尔顿圈的存在。由于D不同构于 Cn，因此在哈密尔顿圈上存在一条弦，
这条弦产生了一个更短的圈。因此我们可以在D中找到一个非哈密顿回路。令 C = u0u1 . . . uk−1u0

为 D中最长的非哈密顿回路，其中 3 ≤ k ≤ n− 2。
我们声称存在一个 C-绕路在 D 中。假设相反，不存在 C-绕路。由 D 的强性可知，存在一个

循环 Q带有 |V (Q) ∩ V (C)| = 1。不失一般性我们可以进一步假设 Q和 C 的公共顶点为 u0，并记
u0 在 Q上的后继者为 v。现在从 v 到 uβ 的任何弧线，加上 β 6= 0将产生一个 C-旁路，并导致矛
盾，因此 dC(v) ≤ 2。同时，{v, u1} 是一个非相邻支配对，因此根据定理的条件 d(v), d(u1) ≥ n。
对于任意的 w ∈ V (R)\v，如果 v → w → u1 或 u1 → w → v 我们在 v 和 u1 之间有一个路径，
这再次形成了一个与 Q[u0, v]或 Q[v, u0]的 C-旁路，这是一个矛盾。因此 d(w, {v, u1}) ≤ 2，总计
d(V (R)\v, {v, u1}) ≤ 2(|R| − 1)。然后

2n ≤ d(v) + d(u1) = dC(v) + dC(u1) + d(V (R)\v, {v, u1})) ≤ 2 + 2(|C| − 1) + 2(|R| − 1) = 2n− 2,

矛盾。因此必须存在一个 C-旁路。

我们取一个具有最小间隙的 C-旁路 P = x0x1 . . . xl，并且不失去一般性，我们假设 x0 = u0 并
设 xl = uα，其中 l ≥ 2是旁路的长度，而 α ≥ 1是间隙的长度。进一步，令 C ′ = C[u1, uα−1]和
C ′′ = C[uα, u0]。我们将讨论分为 |C| ≤ n− 3和 |C| = n− 2的情况。

情况 1|C| ≤ n− 3，然后 |R| ≥ 3。我们进一步将这种情况分为两种，根据是否可以选择 P 使得
V (R)\V (P ) 6= ∅。

情形 1.1存在一个绕行路径 P，其具有最小的差距和 |V (R)\V (P )| ≥ 1。
在这种情况下，我们有 α ≥ 2，因为如果 α = 1，则可以将 P 插入到 C 中以形成一个更长的非

哈密顿回路（因为 |V (R)\V (P )| ≥ 1），这与选择 C 相矛盾。并且根据 α ≥ 2，C ′至少包含一个顶点
u1。
由于 P 与 C 的差距最小，x1不能与 C ′上的任何顶点 uβ 相邻，并且在 V (R)\{x1}中不存在任

何顶点 w 使得 x1 → w → uβ 或 uβ → w → x1成立，因此我们有

dC′(x1) + dC′(uβ) ≤ 2(|C ′| − 1), (4)

和
dR(x1) + dR(uβ) ≤ 2(|R| − 1) = 2(n− k − 1), (5)

由于 C 是最长的非哈密顿循环，包含 |C| ≤ n− 3，x1不能插入到 C ′′中，根据引理 3.2(a)，

dC′′(x1) ≤ |C ′′|+ 1 (6)
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现在我们证明对于任意的 uγ 在 C ′上，使得 u0 → uγ（至少存在一个这样的 uγ，即 u1），

dC′′(uγ) ≥ |C ′′|+ 3. (7)

x1和 uγ 不相邻且都受 u0控制这一事实意味着 d(x1), d(uγ) ≥ n。将 β代入（4）和（5）中的 γ，
结合（6），我们得到

2n ≤ d(x1) + d(uγ)

= dR(x1) + dR(uγ) + dC′(x1) + dC′(uγ) + dC′′(x1) + dC′′(uγ)

≤ 2n− |C ′′| − 3 + dC′′(uγ)

(8)

这表明（7）。
注意 u0 → u1，因此 dC′′(u1) ≥ |C ′′|+3，从而 u1可以插入到 C ′′中。如果 C ′可以多插入到 C ′′

中，那么根据引理 3.1，我们得到一个包含 V (Q) = V (C)∪V (P )的循环Q，由于 |V (R)\V (P )| ≥ 1，
Q是非哈密顿的但比 C 长，这与我们对 C 做出的假设相矛盾。因此 C ′不能被多插入到 C ′′中。
由于 u1可以插入到 C ′′中，因此必须存在一个 η ∈ {2, . . . , α− 1}，使得 C[u1, uη−1]可以多处插

入到 C ′′中，但 C[u1, uη]不能。特别地，由引理 3.1，uη 不能插入到 C ′′中。然后由 (7)，u0 9 uη，
再由引理 3.2(a)，dC′′(uη) ≤ |C ′′|。结合 (4)，(5) 和 (6) 我们有 d(x1) + d(uη) ≤ 2n − 3，但我们已
经有了 x1 ≥ n，所以

d(uη) ≤ n− 3. (9)

根据多插入的定义，存在 uj 在 C[u1, uη−1]和 ui 在 C[uα, uk−1]使得 ui → uj 和 uη−1 → ui+1。
现在 uη 和 ui+1 都受到 uη−1 的支配，根据 (9) 和定理的条件，它们必须相邻。如果 uη → ui+1，那
么 C[u1, uη]可以插入到 C ′′中，这与我们的假设相矛盾。因此 ui+1 → uη。考虑 uη 和 ui+2，通过类
比论证我们得出 ui+2 → uη。继续这一过程，我们最终得出 u0 → uη，这与上述关于 u0 9 uη 的论证
相矛盾，并完成对情形 1.1的证明。

情况 1.2对于每个具有最小间隙的旁路 P，V (R)\V (P ) = ∅。
在这种情况下，有可能 α = 1意味着 C ′ 为空，因为将 P 插入 C中会形成一个哈密顿圈，这不

会导致类似于 1.1情况中的任何矛盾。现在我们首先假设 α ≥ 2，然后是 |C ′| ≥ 1和 |C ′′| ≤ k − 1。
让我们估计 x1的度数。由于 P 具有最小差距，x1不与 C ′上的任何顶点相邻。如果 x1 → xi和

3 ≤ i ≤ l，那么我们得到一个最小间隙 P ′ = x0x1P [xi, xl]和 |V (R)\V (P ′)| ≥ 1，这与本情况的假设
相矛盾。因此对于 3 ≤ i ≤ l有 x1 9 xi。因此

dR(x1) ≤ 2 + |R| − 2 = |R| = n− k. (10)

由于 C 是最长的非哈密顿循环，且 |C| ≤ n− 3，x1不能插入到 C 中，特别是 x1不能插入到 C ′′ =

C[uα, u0]中。注意，x1 9 xl = uα，由引理 3.2(a)，

dC′′(x1) ≤ |C ′′|. (11)

由 (10)和 (11)，我们得到以下矛盾。

n ≤ d(x1) = dR(x1) + dC′′(x1) + dC′(x1) ≤ n− k + |C ′′|+ 0 ≤ n− k + k − 1 = n− 1. (12)

现在我们必须有 α = 1，因此 xl = u1。
考虑 x1的次数。x1 由 x0 = u0支配，其位于C上，然而 x1不能被 uk−1支配，否则我们将得到一

个 (n−1)-循环 P [x1, u1]C[u1, uk−1]x1。因此既不是 x1 → C也不是C → x1。由引理 3.4，d(x1) ≥ n。
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由于 x1 不能插入到 C 中，根据引理 3.2(b)，得到 dC(x1) ≤ |C|。如果对于任意的 3 ≤ i ≤ l均
有 x1 → xi，则会存在一个具有最小间隙但不包含 R中所有顶点的旁路，这与该情况的假设相矛盾。
因此 dR(x1) ≤ |R| − 1 + 1 = |R|. 所以 n ≤ d(x1) = dC(x1) + dR(x1) ≤ |C|+ |R| = n 并且所有等式
都必须成立，特别是 dC(x1) = |C|。
由于 u0 → x1，uk−1 9 x1 和 dC(x1) = |C|，存在一些从 x1 到 C 的弧。进一步由于 x1 不能插

入到 C, x1 9 u1。设 j 是那个 x1 → uj 但是对所有 1 ≤ i ≤ j − 1都有 x1 9 ui。然后 j ≥ 2. 由于
x1不能插入到 C，uj−1 9 x1和 uj−1不与 x1相邻。现在令 0 ≤ r ≤ j − 1为那个 ur → x1，但 ui不
与 x1相邻对于所有的 r + 1 ≤ i ≤ j − 1。然后，urx1uj 是一个具有至少长度为 2的缺口的旁路，其
中 x1不与该缺口的内部顶点相邻。
如果 j = r+2，考虑 x1和 ur+1的度数和。它们受 ur控制且不相邻，因此 d(x1), d(ur+1) ≥ n。由

于 |R| ≥ 3，对于每一个 w ∈ R\x1，我们不能有 x1 → w → ur+1或 ur+1 → w → x1，或者有一个较
小间隙的旁路，这与 P 的选择矛盾。因此 dR(x1)+ dR(ur+1) ≤ 2(|R| − 1)。注意，C[ur+2, ur]x1ur+2

是另一个最长的非哈密顿循环，因此不能将 ur+1 插入此循环中，特别是不能将 ur+1 插入路径 Q =

C[ur+2, ur] 中。由引理 3.2(a)，dC(ur+1) = dQ(ur+1) ≤ |Q| + 1 = k。结合 dC(x1) = |C|，我们
有 d(x1) + d(ur+1) ≤ dR(x1) + dR(ur+1) + dC(x1) + dC(ur+1) ≤ 2(|R| − 1) + 2k = 2n − 2，这与
d(x1), d(ur+1) ≥ n矛盾。
因此 j ≥ r + 3。然而，在这种情况下我们将有 d(x1) ≤ n− 1，这是矛盾的。设 Q = C[uj , ur]，

x1不能插入到Q中，因此根据引理 3.2(a)，dC(x1) = dQ(x1) ≤ |Q|+1 = k− (j− r−1)+1 ≤ k−1。
因此 d(x1) = dC(x1) + dR(x1) ≤ |R|+ k − 1 = n− 1，这导致矛盾，完成了情形 1.2的证明。

情况 2|C| = n− 2，从而 |R| = 2。
在这种情况下我们应用引理 3.3。现在，对于 C = u0u1 . . . un−3u0 我们表示不在 C 中的顶点为

v0和 v1。
我们证明了 d(v0) ≥ n和 d(v1) ≥ n。假设相反，其中至少一个不成立，比如说 d(v0) ≤ n− 1。
如果 v0 不与 C 上的任何顶点相邻，则由 D,v0 → v1,v1 → v0 和 v1 的强性可知，它们被 C 上的

某个顶点支配并且也支配该顶点。但然后 v0 包含在一个不相邻的支配对中，因此 d(v0) ≥ n，这与
假设 d(v0) ≤ n− 1矛盾。因此，v0与 C 上的一些顶点相邻。
由引理 3.4，v0 → C或C → v0。不失一般性假设 v0 → C。由D的强性，必存在一个 0 ≤ j ≤ k−3

使得 uj → v1 → v0。但然后我们有一个 (n− 1)-循环 v0uj−2Cujv1v0，这是矛盾的。因此 d(v0) ≥ n，
类似地 d(v1) ≥ n。
现在，C、v0和 v1满足引理 3.3（a）的条件，根据（a）的结论，n是偶数，并且我们可以假设

v0 支配并被精确地由 u1, u3, . . . , un−3 支配，以及 v1 支配并被精确地由 u0, u2, . . . , un−4 支配。然后
u2和 v0不相邻且都受 u1控制，因此是 d(u2) ≥ n，同样地，d(ui) ≥ n对于 0 ≤ i ≤ n− 3也是如此。
所以我们有 δ(D) ≥ n，并且引理 3.3(b) 的条件得到满足，那么我们得出结论 D 同构于

←→
K n/2,n/2，

从而完成第二情况和定理的证明。
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