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Kerr-AdS 黑洞热力学中的高阶导数修正
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代替更为复杂的协变反演项方法，我们应用经过充分验证的背景减除方法来计算由黎曼张量立方项
以内的高阶导数项引起的 Kerr-AdS 黑洞热力学的一阶修正，其中通过分解技巧进一步简化了体作用
的计算。我们的结果的有效性还通过检查由 Gauss-Bonnet项引起的修正得到了进一步证实。此外，通
过将我们的结果与洛伦兹签名中通过 ADM 和 Wald 公式获得的结果进行比较，我们可以提取出每个
高阶导数项引起的一阶修正黑洞解的一些通用信息。

I. 介绍

在量子引力的欧几里得方法中，有两种可用于计算静止黑洞的吉布斯自由能及相关热力学量的方法。一种
被称为Hawking及其同伴 [1–5]提出的背景减除法，另一种则被称为由AdS/CFT对偶启发而来的协变反演项法
[6–8]。这两种方法都被认为有各自的问题。协变反演项法通常需要在边界上添加臭名昭著的复杂项，加上广义
的Gibbons-Hawking-York项，用于一个通用的微分同胚协变量引力理论，而背景减除法则被认为是非常限制性
的，因为静止黑洞在边界的诱导度规不能总是嵌入到参考时空。然而，通过以创新方式应用协变相空间形式化
方法，在 [9]中最近已经表明，背景减除法适用的条件根本不需要上述等距嵌入。相反，事实证明背景减除法与
协变反演项法一样具有广泛的适用性。具体而言，不仅 Einstein引力的背景减除法应用得到了很好的确立，而
且对于在渐近平坦和 AdS时空中其高阶导数修正的应用也是一样。相应地，在探究黑洞热力学中高阶导数修正
的研究工作中，更简单的背景减除法自然而然地成为首选方法。通过这种方法，不仅可以获得关于有效场论背
景下量子引力的紫外行为的一些普遍信息，还可以通过对偶 AdS/CFT透镜对边界量子系统在有限耦合和有限
N 的动力学有所了解。基于此，在本文中我们将应用背景减除法来计算由黎曼张量立方项之内的高阶导数项引
起的四维 Kerr-AdS黑洞热力学的一级修正，据我们所知，这一点尚未被探索，尽管最近对各种黑洞的热力学量
的高阶导数修正进行了许多研究 [10–27]。为了实现这一目标，我们将利用在 [27]中开发的战略来简化我们的计
算，通过这种方法可以提取一些一级修正后的黑洞解的一般特征，尽管我们无需明确求解它。

本文的结构组织如下。在下一节中，我们将简要回顾背景减除方法对渐近 AdS时空的适用性，在此过程中
我们使用与 [9]中不同的坐标系来证明背景减除方法的适用条件确实满足爱因斯坦引力的要求。然后在第 III节
中，我们将应用可行的背景减除方法计算大规范系综中的第一阶修正吉布斯自由能以及相关的熵、角动量和质
量。通过将所得的角动量和质量与使用 ADM公式获得的结果进行比较，以及将所得的熵与使用Wald公式获得
的结果进行比较，我们进一步提取了关于完整的第一阶修正黑洞解的一些通用信息。此外，我们通过检查由高
斯-博内项引起的修正来证实我们的结果的有效性。最后在最后一节中，我们将以一些讨论结束本文。
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II. 背景减除方法在渐近ADS时空中的适用性

在本节中，我们将首先回顾背景减除方法在 F (Rabcd)重力中的适用性准则。详细内容请参阅 [9]。然后通过
选取与 [9]中不同的坐标系，我们将会展示该准则满足了渐近 AdS 空间时的爱因斯坦重力，这可以被视为对 [9]
中所提出的声明的双重验证。最后，我们将总结 [9]中关于背景减除方法在有效场论框架下作为爱因斯坦重力修
正项应用于高阶导数重力时适用性的主要陈述。
现在让我们从以下 F (Rabcd)引力拉格朗日形式开始，即

L = εF (Rabcd, gab) (1)

其中 ε是时空体积，F 是里曼张量 Rabcd和度量 gab的任意函数。其变体进一步产生

δL = εEab
g δgab + dΘ. (2)

这里

Eab
g =

1

2
gabF +

1

2

∂F

∂gab
+ 2∇c∇dψ

c(ab)d (3)

其中 Eab
g = 0是运动方程，而Θ = θ · ε是体积辛位势，有

θa = 2(∇dψ
bdcaδgbc − ψbdca∇dδgbc), (4)

其中 ψabcd定义为 F 关于 Rabcd的导数，并假设它与度规无关，即 ψabcd ≡ ∂F
∂Rabcd

。
当在类时边界 Γ处进行评估时，Θ可以采取以下形式

Θ|Γ = −δB + dC + F , (5)

其中

B = 4ΨabK
abε̂, C = ω · ε̂, F = ε̂(Thbcδh

bc + TΨbcδΨ
bc) (6)

其中Kab是外在曲率，ε̂是定义为 ε = n ∧ ε̂，Ψab = ψacbdn
cnd的诱导体积。

ωa = −2Ψa
bδA

b + 2haeψecdbn
dδhbc,

Thbc = −2ΨdeK
dehbc + 2na∇eψdeafh

d
(bh

f
c) − 2Ψa(bK

a
c) − 2Da(ha

eh(c
fψ|efd|b)n

d),

TΨbc = 4Kbc. (7)

当且仅当 ∫
∂Σ1

ξ · [F ] = 0 (8)

中括号表示与参考时空的差异为 [F ] ≡ F − F 0，黑洞热力学第一定律成立，即，

TδS = δ[Hξ] (9)

其中霍金温度为 T = κ
2π
。这里 ξ是垂直于黑洞事件视界并切向于 Γ的 Killing 向量场，选择该场位于黑洞外部。

黑洞的熵由以下给出
S = β

∫
B
Qξ (10)

其中 β = 1
T
是沿欧几里得时间的周期 τ = it, B 是分叉面，并且

Qξ = −ψcadb∇[dξb]εca···. (11)
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与 ξ 共轭的哈密顿量可以表示为
Hξ =

∫
S
qξ · ε̂, (12)

其中 ε̂ 是在 Γ上诱导出的体积，S 可以被视为 Γ和一个从分叉面发出的空间类超曲面的交集，并且

qaξ = T a
cξ

c (13)

其中广义布朗-约克边界能量动量张量为 T a
c = −(2Th

a
c + 2ΨabTΨcb). 条件 (8) 与 [Hξ]的有限性条件一起产生

了背景减除方法适用性的判据。如果这个判据得到满足，静止黑洞的吉布斯自由能可以表示为

βG ≡ β([Hξ]− TS) = [IE ]. (14)

这里的欧几里得作用量 IE 由下式给出
IE =

∫
M

LE +

∫
∞
BE (15)

其中包括 LE = −iL和BE = −iB。
接下来让我们证明上述准则满足爱因斯坦引力，其拉格朗日形式为

Leh =
1

16π
ε(R+

6

l2
). (16)

因此很容易显示 ψabcd = 1
32π

(gacgbd − gadgbc)和 Ψab =
1

32π
hab。相应地，我们得到

B =
K

8π
ε̂, C = − 1

16π
δA · ε̂, F = −1

2
Tbcδh

bcε̂, qaξ = T a
cξ

c, (17)

其中 Tbc = − 1
8π
(Kbc − Khbc) 是熟悉的布朗-约克边界能量动量张量。另一方面，相应的 Kerr-AdS 黑洞解在

Boyer-Lindquist坐标下为

ds2 = −W (1 +
r2

l2
)dt2 +

2m

U
(Wdt− a sin2 θdφ

Ξ
)2 +

U

V − 2m
dr2 +

rU

WΞ
dθ2 +

r2 + a2

Ξ
sin2 θdφ2 (18)

其中

W =
sin2 θ

Ξ
+ cos2 θ, Ξ = 1− a2

l2
, U =

r2 + a2 cos2 θ
r

, V =
1

r
(1 +

r2

l2
)(r2 + a2). (19)

如本节开头所述，这里采用的坐标系统与 [9]中的不同。这个坐标系统的最大优点是相应的 Killing矢量场 ∂
∂t
在

无穷远处不旋转。通过与黑洞事件视界正交的 Killing 矢量场取如下形式 ξ = ∂
∂t

+ ( aΞ
r2++a2 + a

l2
) ∂
∂φ
，我们可以得

到黑洞温度和角速度如下：

T =
r+(1 +

a2

l2
+ 3

r2+
l2

− a2

r2+
)

4π(r2+ + a2)
, Ω =

a(1 +
r2+
l2
)

r2+ + a2
, (20)

其中 r+表示黑洞事件视界的半径，满足 V (r+)− 2m = 0。
为了继续，我们将选择类时边界 Γ为 r = r̄的表面，并进行以下坐标变换

t→
√
V (r̄)− 2m√
V (r̄)

t (21)

对于具有m = 0的解，这实际上是 Boyer-Lindquist 坐标中的纯 AdS 解，将作为我们的参考时空。在时间坐标
的这种重新缩放之后，我们参考时空中度量为

ds2 = −W V (r̄)− 2m

V (r̄)
(1 +

r2

l2
)dt2 +

U

V
dr2 +

rU

WΞ
dθ2 +

r2 + a2

Ξ
sin2 θdφ2, (22)
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其中可以选择

e0 ≡

√
W
V (r̄)− 2m

V (r̄)
(1 +

r2

l2
)dt, e1 ≡

√
U

V
dr,

e2 ≡
√
r2 + a2 cos2 θ

WΞ
dθ, e3 ≡

√
r2 + a2

Ξ
sin θdφ (23)

为其正交基。因此，诱导度量和外在曲率在 Γ处的非零基分量可以写为

h00 = −1 +
2ma2 sin2 θ

Ξr̄3
+O(

1

r̄5
), h03 = −2mal sin θ

√
W√

Ξr̄3
+O(

1

r̄5
), h22 = 1, h33 = 1 +

2ma2 sin2 θ

Ξr̄3
+O(

1

r̄5
),

K00 = −1

l
+

1

2lr̄2
(l2 − a2 sin2 θ) +

m[−2l2 + a2(1 + cos2 θ)]
lΞr̄3

+O(
1

r̄4
), K03 =

ma sin θ
√
W√

Ξr̄3
+O(

1

r̄4
),

K22 =
1

l
+
a2 + l2 − 3a2 cos2 θ

2lr̄2
− ml

r̄3
+O(

1

r̄4
), K33 =

1

l
+
l2 − a2(1 + cos2 θ)

2lr̄2
− mlW

r̄3
+O(

1

r̄4
), (24)

从而我们可以进一步得到

K =
3

l
+
a2 + l2 − 5a2 cos2 θ

2lr̄2
+
l4 − 2a2l2(1 + 3 cos2 θ) + a4(1− 6 cos2 θ + 21 cos4 θ)

8lr̄4
−ml(l2 + a2 sin2 θ)

r̄5
+O(

1

r̄6
),

(25)
以及 Kerr 度规的 Brown-York 张量的非零基分量

T00 = − 1

4πl
− l2 − 2a2 cos2 θ

8πlr̄2
+
ml[2 + a2

l2
(5− 7 cos2 θ)]

8πΞr̄3
+O(

1

r̄4
), T03 =

7ma sin θ
√
W

8
√
Ξπr̄3

+O(
1

r̄4
),

T22 =
1

4πl
− a2 cos2 θ

8πlr̄2
+

ml

8πr̄3
+O(

1

r̄4
), T33 =

1

4πl
− a2(2 cos2 θ − 1)

8πlr̄2
+
ml[1 + a2

l2
(6− 7 cos2 θ)]

8πΞr̄3
+O(

1

r̄4
)(26)

其中m = 0对应于参考时空的结果。请注意，
√
|h| =

√
(V−2m)U sin θ

Ξ
对于 Kerr-AdS黑洞和参考时空是相同的，

并且 sin θr̄2是主导阶，但是Kerr-AdS黑洞在 Γ处的诱导度量与参考时空不同。幸运的是，根据我们的标准，这
不会破坏背景减除方法的应用性。更具体地说，我们有一阶扰动 Kerr-AdS黑洞和参考时空的诱导度量

h′00 = −1− 2aδa sin2 θ

l2Ξ2W
+

1

r̄3
[
2ma2 sin2 θ + 2WΞl2δm

Ξ
+

4maδa sin2 θ(l2 − a2 cos 2θ)
Wl2Ξ2

] +O(
1

r̄4
),

h′03 = − 1

r̄3
[
2(m+ δm)al sin θ

√
W√

Ξ
+

2mδa sin2 θ(l4 + 3a2l2 sin2 θ − a4 cos2 θ)
l3Ξ2 sin θ

√
WΞ

] +O(
1

r̄4
),

h′22 = 1 +
2aδa cos2 θ
l2WΞ

+
2aδa cos2 θ

r̄2
+O(

1

r̄4
),

h′33 = 1 +
2aδa

l2Ξ
+

2aδa

r̄2
+

1

r̄3
[
2(m+ δm)a2 sin2 θ

Ξ
+

4maδa(l2 + a2) sin2 θ

l2Ξ2
] +O(

1

r̄4
),

h′000 = −1− 2aδa sin2 θ

l2Ξ2W
+

2δml2

r̄3
+O(

1

r̄4
), h′003 = 0,

h′022 = 1 +
2aδa cos2 θ
l2WΞ

+
2aδa cos2 θ

r̄2
+O(

1

r̄4
), h′033 = 1 +

2aδa

l2Ξ
+

2aδa

r̄2
+O(

1

r̄4
) (27)
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。由 δhab = −hachbdδhcd可进一步获得

δh′00 =
2aδa sin2 θ

l2Ξ2W
− 1

r̄3
[2δmWl2 +

4maδa sin2 θ

WΞ2
] +O(

1

r̄4
),

δh′03 =
1

r̄3
[
2aδml sin θ

√
W√

Ξ
+

2mδa sin θ[l4Ξ− 3a4 cos2 θ + a2l2(7− 5 cos2 θ)]
l3Ξ

√
WΞ

] +O(
1

r̄4
),

δh′22 = −2aδa cos2 θ
l2WΞ

− 2aδa cos2 θ
r̄2

+O(
1

r̄4
),

δh′33 = −2aδa

l2Ξ
− 2aδa

r̄2
− 1

r̄3
[
2a2δm sin2 θ

Ξ
+

4maδa sin2 θ

Ξ
] +O(

1

r̄4
),

δh′0
00

=
2aδa sin2 θ

l2Ξ2W
− 2δml2

r̄3
+O(

1

r̄4
), δh′0

03
= 0,

δh′0
22

= −2aδa cos2 θ
l2WΞ

− 2aδa cos2 θ
r̄2

+O(
1

r̄4
), δh′0

33
= −2aδa

l2Ξ
− 2aδa

r̄2
+O(

1

r̄4
). (28)

然后通过直接计算可以得出
∫
S ξ · [F ]与

∫ 1

−1
dx(1− 3x2) = 0成正比，比例系数为 x = cos θ，这保证了黑洞热力

学第一定律的有效性。另一方面，我们有

T t
t =

1

4πl
+
l2 − 2a2 cos2 θ

8πlr̄2
−
ml[2 + a2

l2
(1− 3 cos2 θ)]

8πΞr̄3
+O(

1

r̄4
), T t

φ =
3mal sin2 θ

8πΞr̄3
+O(

1

r̄4
) (29)

其中 m = 0对应于参考时空中结果，由此可以看出 [Hξ]的有限性。特别是，我们熟悉的 ADM质量和角动量
如下

M ≡ [H ∂
∂t
] =

m

Ξ2
, J ≡ −[H ∂

∂φ
] =Ma, (30)

这是有限的。因此背景减除方法适用于渐近 AdS时空中的爱因斯坦引力。
最终，如 [9]中详细所述，在有效场论框架内，作为对爱因斯坦引力的修正，更高阶导数引力也满足背景减

法方法的适用性标准。此外，相应的吉布斯自由能仅从体积项获得贡献，与爱因斯坦引力相同。然而，更高阶导
数项有两个额外的效应。首先，AdS 半径仅由 ε

16π
εRn项和 n > 2校正，如下所示：

R+
12

l2
+ ε(2− n)Rn = 0. (31)

其次，ADM 质量和角动量的表达式仅由更高阶导数项 ε
16π

εRn 和 ε
16π

εRnC2 以及 C2 ≡ CabcdC
abcd 校正。结

果表明，ADM质量与角动量的修正项与爱因斯坦引力的表达式成正比，前者的高阶导数修正项的比例常数为
εnRn−1，后者的比例常数为 ε4Rn

l2e
，其中 le表示修正后的 AdS半径。

III. 克尔-反德西特黑洞热力学的高阶导数修正

在前一节的准备基础上，我们将应用背景减除方法通过高导数项计算Kerr-AdS黑洞热力学的一阶修正。更
准确地说，我们将考虑由以下高导数项 1 校正的 Einstein-Hilbert项 (16)

Lhd =
1

16π
ε(ε1L

2R2 + ε2L
2C2 + ε3L

4R3 + ε4L
4RC2 + ε5L

4CabcdC
cdefCab

ef ), (32)

其中 L作为某些紫外长度尺度已被插入以确保 εi无量纲。首先，根据方程 (31)，AdS半径的变换如下：
12

l2e
=

12

l2
+ ε3L

4(
12

l2
)3 = −R. (33)

1 这里我们忽略了所有的二次项和三次项，因为它们的修正项由于所涉及的 Kerr-AdS度规具有 Ricci张量的迹为零部分Rab = 0以及一个方向反转等距
θ → π − θ而消失。
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然后我们采用在 [27]中设计的小技巧来将完整的体作用量分解为以下形式：

I ′ =

∫
M

(L′
eh +L′

hd) (34)

其中
L′

eh =
1

16π
ε(R+

6

l2e
), L′

hd =
1

16π
ε(

6

l2
− 6

l2e
) +Lhd. (35)

鉴于前一节中的详细分析，可以通过对相应的体 [I ′E ]进行计算，在 Kerr-AdS度规和纯 AdS度规下使用 le作为
AdS半径来获得一次修正的吉布斯自由能。其根本原因是与在 [10]中对渐近平坦情况所记录的相同，可以概括
如下。首先，正如上一节末尾指出的那样，关联边界的项不会对吉布斯自由能作出贡献。此外，根据方程 (2)和
方程 (5)，从 L′

eh 在完全一级修正解上评估得到的对吉布斯自由能的贡献与在前述 Kerr-AdS度量上的评估结果
相同，因为它们之间的差异仅来源于边界项

∫
∞[FE ] =

∫
∞ dτ ∧ ∂

∂τ
· FE = β

∫
S ξ · [F ] = 0和 FE = −iF。最后但

同样重要的是，由全一阶修正解评估的一阶修正吉布斯自由能中来自 L′
hd 的贡献与在上述 Kerr-AdS 度规上评

估的相同，因为它们之间的差异，由方程 (2) 中的第一项决定，显然从 εi的二阶开始，其中一个 εi来自 L′
hd中

的系数，另一个 εi则来自由高导数项诱导的度规变化。
鉴于此，我们首先计算 L′

eh对 [I ′E ]的总体贡献。因此，我们有∫
BH

L′
ehE =

β

16π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

dθ

∫ r̄

r+

dr
6

l2e

√
|g| =

β(r̄ − r+)(r̄
2 + r+r̄ + r2+ + a2)

2l2eΞ
(36)

和 ∫
AdS

L′
ehE =

β

16π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

dθ

∫ r̄

0

dr
6

l2e

√
|g| = β

2l2eΞ
(r̄3 + a2r̄ −ml2e) +O(

1

r̄
), (37)

其中使用了
√
|g|

BH
= rU sin θ

Ξ
和

√
|g|

AdS
=

√
V (r̄)−2m√

V (r̄)

rU sin θ
Ξ
。然后通过背景减除，得到对 [I ′E ]的贡献为

−
β(r3+ + a2r+ −ml2e)

2l2eΞ
(38)

取极限 r̄ → ∞而得。同样地，并且对于 Kerr-AdS 度规有

C2 =
48m2(r6 − 15a2r4x2 + 15a4r2x4 − a6x6)

(r2 + a2x2)6
,

CabcdC
cdefCab

ef =
96m3r(r8 − 36a2r6x2 + 126a4r4x4 − 84a6r2x6 + 9a8x8)

(r2 + a2x2)9
(39)

，可以进一步得到对 [I ′E ]从 L′
hd的相应贡献。因此，我们得到了以下一阶校正后的吉布斯自由能

G ' −
r3+ + a2r+ −ml2e

2l2eΞ
+ (12ε1

L2

l2e
− 216ε3

L4

l4e
)
r3+ + a2r+ −ml2e

l2eΞ
− (4ε2 − 48ε4

L2

l2e
)
L2m2r+(r

2
+ − a2)

Ξ(r2+ + a2)3
−

4ε5
L4m3(7r6+ − 35a2r4+ + 21a4r2+ − a6)

7Ξ(r2+ + a2)6
, (40)

其中 '表示该方程在一阶的 εi处成立。
为了从上述大规范系综中的吉布斯自由能获得其他热力学量的相应高阶导数修正，我们应该将 m以及 r+

和 a看作是通过方程 (20) 隐式地依赖于 T 和 Ω的函数，由此可以得到以下偏导数

∂r+
∂T

=
4πr2+l

2
e(r

2
+ − a2)

4r4+ − (r2+ + l2e)(r
2
+ + a2)

,
∂r+
∂Ω

=
4al2er

3
+

4r4+ − (r2+ + l2e)(r
2
+ + a2)

,

∂a

∂T
=

8πal4eΞr
3
+

[4r4+ − (r2+ + l2e)(r
2
+ + a2)](r2+ + l2e)

,
∂a

∂Ω
=

3r6+ + (8a2 − l2e)r
4
+ + a2(a2 + 4l2e)r

2
+ + a4l2e

[4r4+ − (r2+ + l2e)(r
2
+ + a2)](1 +

r2+
l2e
)

. (41)
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然后可以计算出相应的第一阶修正熵、角动量和质量如下：

S = −∂G
∂T

'
π(r2+ + a2)

Ξ
− ε1

24πL2(r2+ + a2)

l2eΞ
+ ε2

4πL2(r2+ + l2e)

l2eΞ
+ ε3

432πL4(r2+ + a2)

l4eΞ
− ε4

48πL4(r2+ + l2e)

l4eΞ

−ε5
8πL4m2[a8(3l2e + r2+)− 6a6r2+(3l

2
e + 11r4+)− 28a4r4+(2l

2
e − 7r2+)− 14a2r6+(l

2
e + r2+) + 21r8+(l

2
e − r2+)]

7Ξ(r2+ + a2)5[4r4+ − (r2+ + a2)(r2+ + l2e)]
,(42)

J = −∂G
∂Ω

' ma

Ξ2
− ε1

24maL2

l2eΞ
2

+ ε2
4maL2

l2eΞ
2

+ ε3
432maL4

l4eΞ
2

− ε4
48maL4

l4eΞ
2

+ε5{
4m2L4[−a11(r2+ + l2e) + a9r2+(35l

2
e + 43r2+)− 2a7r2+(9l

4
e − 5l2er

2
+ + 18r4+) + 10a5r4+(l

4
e − 3l2er

2
+ − 28r4+)]

7l2eΞ
2r+(r2+ + a2)5[4r4+ − (r2+ + a2)(r2+ + l2e)]

+
4m2L4[7a3r6+(6l

4
e + 17l2er

2
+ + 11r4+) + 7ar8+(2l

4
e − 19l2er

2
+ + 3r4+)]

7l2eΞ
2r+(r2+ + a2)5[4r4+ − (r2+ + a2)(r2+ + l2e)]

}, (43)

M = G+ TS +ΩJ ' m

Ξ2
− ε1

24mL2

l2eΞ
2

+ ε2
4mL2

l2eΞ
2

+ ε3
432mL4

l4eΞ
2

− ε4
48mL4

l4eΞ
2

−ε5{
4m2L4[2a10l2e − a8(l4e + 36l2er

2
+ + 85r4+) + 4a6r2+(5l

4
e + 9l2er

2
+ + 55r4+)− 14a4r4+(l

4
e + 12l2er

2
+ − 7r4+)]

7l2eΞ
2r+(r2+ + a2)5[4r4+ − (r2+ + a2)(r2+ + l2e)]

+
4m2L4[14a2r6+(−2l4e + 3l2er

2
+ + 2r4+) + 7r8+(l

4
e + 4l2er

2
+ − 3r4+)]

7l2eΞ
2r+(r2+ + a2)5[4r4+ − (r2+ + a2)(r2+ + l2e)]

}. (44)

通过将上述修正后的质量和角动量与前一节末尾所述的 ADM公式获得的结果进行比较，可以知道除了与 ε5 相
关的一项外，高阶导数项不会修正出现在所考虑的 Kerr-AdS度规中的参数m和 a。另一方面，根据方程 (10)，
在分岔面 B 上的 ∇dξb = κε̄db 和 ε = ε̄ ∧ ε̃，其中 ε̄是 B 的次法线，ε̃是在 B 处诱导出的体积，黑洞熵可以由
Wald公式表示为 [28, 29]

S = −2π

∫
B
ψcadbε̄dbε̄caε̃, (45)

从而一阶修正后的熵可以写成如下形式：

S ' A(B)
4

+
δA(B)

4
− 2π

∫
B
ψcadb
hd ε̄dbε̄caε̃. (46)

这里 A(B)表示 AdS曲率半径为 le的 Kerr-AdS黑洞的视界面积，由下式给出：

A(B) =
∫
B
ε̃ =

4π(r2+ + a2)

Ξ
, (47)

其中我们使用了 ε̃ =
(r2++a2) sin θ

Ξ
dθ ∧ dφ。当 δA(B)表示由于全一阶修正黑洞解与 Kerr-AdS度规的偏差而引起

的面积校正，这种偏差是由高导数项造成的。另一方面，在上述Kerr-AdS黑洞处计算方程 (46)中的第三项，则
会得到来自高导数项的其余校正。特别是，通过 ε̄ =

r2++a2 cos2 θ

r2++a2 dt ∧ dr和

ψabcd
hd =

1

16π
{(2ε1L2R+ 3ε3L

4R2 + ε4L
4C2 + ε5L

4C2)ga[cgd]b + (2ε2L
2 + 2ε4L

4R)Cabcd +

3ε5L
4[CabmnCmn

cd − (CmnpaCmnp
[cgd]b − CmnpbCmnp

[cgd]a)]}, (48)

我们可以明确地计算如下：

−2π

∫
B
ψcadb
hd ε̄dbε̄caε̃ = −ε1

24L2π(r2+ + a2)

l2eΞ
+ ε2

4πL2(r2+ + l2e)

l2eΞ
+ ε3

432πL4(r2+ + a2)

l4eΞ
− ε4

48πL4(r2+ + l2e)

l4eΞ

+ε4
48πL4m2(a4 − 10a2r2+ + 5r4+)

5Ξ(r2+ + a2)4
+ ε5

24πL4m2(a4 − 10a2r2+ + 5r4+)

5Ξ(r2+ + a2)4
. (49)

通过检查方程 (42) 和 (49)，我们发现与 ε1、ε2 和 ε3 相关的高阶导数项不会引起黑洞视界面积的额外变化，而
与 ε4和 ε5相关的项则会引起这种变化。
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为了简单验证我们的结果的有效性，我们希望通过将其应用于由 Gauss-Bonnet项

R2 − 4RabR
ab +RabcdR

abcd =
1

6
R2 − 2RabRab + C2, (50)

引起的修正来结束这一节，众所周知，在四维中这是一个拓扑项，并不会纠正爱因斯坦引力的解。

一方面，从上一节结尾所做的备注可以得出，来自 R2 项对 ADM质量和角动量的修正被来自 C2 项的修正
精确抵消。因此，我们最终得到未被修正的 ADM质量和角动量，这与方程（43）和方程（44）一致。另一方面，
注意当在 Kerr-AdS黑洞上评估时 Rab = 0，因此通过方程 (49) 得到的相应熵修正恰好与通过方程 (42) 得到的
结果相同，正如预期的那样。

IV. 结论

通过有效的背景减除方法，我们已经完成了由黎曼张量立方项及更高阶导数项在大正则系综中对一阶修正
的吉布斯自由能以及相应的熵、角动量和质量的计算。我们的结果的有效性进一步通过对高斯-邦奈项引起的校
正进行检验而得到证实。尽管我们的策略不需要我们通过高阶导数项来求解完整的一阶修正黑洞解，但我们可
以通过对欧几里得方法获得的结果与洛伦兹签名下ADM和Wald公式获得的结果进行比较，提取一些关于一阶
修正黑洞解的通用信息。

其中，有两个值得关注的问题值得进一步研究。一个是通过比里曼张量三次以上的高阶导数项对我们所研
究的 Kerr-AdS黑洞的一阶修正。另一个是将背景减除法应用于计算更高维度旋转黑洞热力学量的高阶导数修
正，这在使用协变反演计数器方法时显得更为复杂。我们希望在未来其他地方报告这方面的工作。
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