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威尔逊多边形与零维系统拓扑
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我们证明零维（0-D）系统可以承载类似于高维度宏观拓扑材料的非平凡拓扑。与具有平移对称性的
宏观周期系统不同，分子、团簇和量子点等零维材料可以表现出离散旋转对称性。因此，本征态可以
被分组成离散带和类似布洛赫波函数的形式。由于对称性是离散的，Berry相位和拓扑指标必须由离散
Wilson多边形定义。在这里，我们展示了两个代表性的 0-D分子 [m]-环状联苯和 [m]-异硫杂萘中的非
平凡 Z2阶，在修改重复单元之间的耦合时会发生拓扑转变。类似于高维度的宏观拓扑系统，局部边界
态在由拓扑不同的片段组成的复合纳米环中出现。这为零维系统的非平凡拓扑相提供了可能性。

拓扑带理论是过去几十年凝聚态物理学中的一个
重要中心主题。它导致了许多具有令人信服的基本和
应用性质的拓扑材料被发现。这些发现包括陈绝缘体
[1]、拓扑绝缘体 [2–4]、拓扑超导体 [5–8] 和外尔及狄
拉克半金属 [9, 10]。在具有不同拓扑指数的材料界面
之间，会出现较低维度的边界态，其存在和稳健性由
拓扑保护。这些边界状态已被确认为许多重要量子化
现象的起源，如量子霍尔效应 [11]、量子反常霍尔效应
[1, 12–15] 和量子自旋霍尔效应 [16–19]。类似的理论
已经被应用于不同周期系统中的其他准粒子激发，从
而产生了拓扑声子 [20]、拓扑光子 [21] 和拓扑磁振子
[22]。最近，由于合成手段的高度发展提供了大量的结
构和化学自由度，有机一维 (1-D)拓扑系统 [23]受到了
广泛关注。特别地，在一系列乙炔连接的寡聚乙炔 π-
共轭聚合物吸附在金表面时，当改变乙炔尺寸 [24, 25]
时，已经实验识别出一种 Z2拓扑转变。类似的拓扑转
变已经在各种 π-共轭聚合物中作为外部应变 [26]的函
数被证明。
上述拓扑分类主要基于周期材料的能带理论，因

为它们具有平移对称性。这些系统通常是宏观且周期
性的，因此在倒空间中的晶格动量 h̄k是连续的。Berry
（或 Zak）相位、Berry连接和 Berry曲率则被定义为
k[27, 28]的连续函数。具体来说，Berry连接可以被视
为一个规范场，沿着闭合Wilson回路对其进行积分将
给出一个规范不变的 Berry相位 [29]。在某些情况下，
连续的威尔逊环可以被离散化，这对于极化 [30]的数
值计算、费米面霍尔电导率 [31, 32]、光学响应 [33]和拓
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扑指标 [34]非常重要。这些由离散威尔逊链形成的环
也被称为威尔逊多边形 [35]。虽然已经建立了很好的
基础，但威尔逊多边形方法通常被认为是一种近似处
理宏观拓扑材料在 1D、2D或 3D中的连续谱的方法。
在这里，我们展示了威尔逊多边形定义了零维（0-D）
系统的拓扑指标 [36]。数值结果自然是精确和稳健的，
而不是连续极限的近似值。

具体而言，我们在两个 0-D分子中展示了拓扑序：
[m]环并苯 [37] ([m]CPP)和 [m]-异噻喃 ([m]ITN)。由
于这些分子是圆形的，因此它们也被称为“纳米环”。
我们使用了仅包含最近邻跃迁积分项的修改版休克尔
模型来研究这两个分子。由于两个系统都具有时间反
演对称性和较小的自旋轨道耦合，我们只考虑了一种
类型的自旋，因此所有轨道都是自旋简并的。这类似
于 1-D聚乙炔 [38]的苏-施里弗-希格模型。首先，我们
使用简化了的 [m]CPP模型来展示这一概念，如图 1(a)
所示。该分子由m个对位连接的苯基组成，类似于聚
对苯 ylene（PPP），即聚合半导体类似物，如图 1(b)
所示。在这里，t描述了每个重复单元内的碳-碳 (CC)
跃迁，而 t′ 表示相邻单元之间的耦合 [见图 1(a)]。由
于分子是环状的，它具有 Cm 旋转对称性，分子轨道
(MOs)由沿纳米环传播的驻波解给出。与一个重复单
元相关的局部波函数仅在整体相位上与其他相关联的
不同。此阶段由离散旋转的特征值给出：eik = 1，其中
k = 2πl

m
，以及 l = 0, 1, 2, · · · ,m− 1。在极限m → ∞

下，离散的 k 点变得连续，并且旋转对称性恢复为一
维晶格中的平移对称性。在此极限下，布洛赫定理得
以恢复，而 0-D[m]CPP分子变为宏观的一维聚对苯乙
烯 (PPP)。因此，我们可以精确地将MOs映射到 PPP
带中，如图 1(c)所示。

https://arxiv.org/pdf/arxiv:2505.00226v1
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Fig 1. Z2 在 [m]CPP中的转换。(a) [8]CPP的原子结构。这里，t是每个苯环内的 C-C跃迁幅度，而 t′ 标记相邻单元之间的跃
迁幅度。(b) 当 n → ∞时，[n]CPP情况下的 PPP聚合物的晶胞。(c) [8]CPP中的MO映射到 PPP的连续带中。短水平蓝色线
条表示MO的离散能级，而它们在连续带中对应的位置由红色实点标记。灰色实线说明了 1-D聚合物 PPP的连续带。(d) 调节 t′

时 [8]CPP的能级演化。捕捉到了三个交叉。(e-f) 随着 t′ 变化的 Z2,N 索引的量子跃迁，对应于在 (d)中显示的三个交叉。

Hückel模型中的单一参数 t′/t显著调制了 MO能
量，如图 1(d)所示。对于 PPP或 [m]CPPs的现实模
型，t′/t < 1受到限制，因为连接苯环的碳-碳键较长，
对应的整体结构严格为“芳香性”，意味着 π电子在苯
环上更加局域化，在环间键 [39]上的分布较少。在这里
我们在一个不现实的范围内调节 t′/t以演示这一概念，
更现实的系统将在后面介绍。当调节 0 ≤ t′/t ≤ 2.5时，
模型捕获了三个MO的交叉点，这些交叉点在图 1(d)
中标记为 (i)-(iii)。交叉点 (i)和 (iii)位于 t′/t = 1处，
可以映射到图 1(c)中所示的两个能带交叉点 k = −π

处。交叉 (ii)在 t′/t = 2被捕获，这对应于第 3和第 4
带之间的间隙，并且总是出现在 k = 0[图 1(c)]。考虑
到每个碳原子向 π 系统贡献一个电子，交叉 (ii)对应
于最高占据分子轨道 (HOMO)与最低未占据分子轨道
(LUMO)之间的间隙。

这些能级的交叉确实对应于 Z2 拓扑转
变。由于纳米环的有限尺寸，流形自然离散
化，贝里相位只能定义在威尔逊多边形上：
γn = −Im ln (

∏m
l=1〈kl, n | kl+1, n〉)，其中 km+1 = k1，

这里 |kl, n〉表示沿第 n带采样的第 l个离散MO的周
期部分。Berry相直到第 N 个带的总和提供了相应的

指标：Z2,N =
∑N

n=1
γn

π
(mod 2)。这等价于

Z2,N = − 1

π
Im ln

 N∏
n=1

m∏
(l∈band n)

〈kl, n | kl+1, n〉

 ,

(1)
其中指标 l遍历第n个带，自然对数定义在分支 (−π, π]

上。Z2 指数作为 t′/t的函数如图所示。1(e-g)。这里，
在计算公式 1后总是取模 2。尖锐的步骤分别在 t′/t = 1

和 t′/t = 2处被数值捕获，正好与图 1(d)中所示的MO
的能级交叉相吻合。非平凡的 Z2 序在 0-D[m]CPP中
受到以站点为中心的反演对称性的保护。这在m是偶
数时得到保证，在这种情况下，总是可以将一个重复单
元 j映射到其对应的单元 −j。Z2指数也可以由 k = 0

和 k = −π 处的反演本征值决定，这类似于一维拓扑
晶体绝缘体 [40]。然而，当 m为奇数时，k = −π 处
的能隙不能由离散的 MOs采样。尽管如此，威尔逊多
边形仍然可以以规范不变的方式捕获拓扑序，提供一
个明确定义的Z2指数。此形式主义可直接应用于具有

Cm旋转对称性的任意 0-D纳米环。
尽管拓扑跃迁必须与某些能级的交叉相吻合，但

仅仅存在分子轨道的交叉并不一定意味着拓扑跃迁。
这一点可以从 [m]-iso-噻喃苯的光谱中看出，该光谱由
m个 iso-thia-naphthene (ITN)单元组成，每个单元包
含一个杂环中的硫原子。在 m → ∞的极限下，纳米
环变成 PITN，这是一种已知的具有接近 1 eV[41]的小
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Fig 2. Z2在 [m]ITN 中的转换。(a) [8]ITN 结构的示例图，其中重复单元在结构优化后采取了交替结构。(b) 当m → ∞时，与
[m]ITN情况对应的 PITN聚合物的晶胞。(c) 将 [8]ITN中的MOs映射到类似于图 1所示的 PITN连续带中。这里 t′

t
= 0.88，对

应于 HOMO和 LUMO在 Γ处的交叉。(d) 在调节 t′ 时，[8]ITN能级的变化情况。捕获了五个交叉点 (i-v)。(e) 作为 t′ 函数的
Z2,N 指数，对应于 (d)中显示的五个交叉点。(ii) 中的转变是平凡的，而所有其他转变在拓扑上是非平凡的。(f) 对于情况 (ii)，对
平凡过渡的解释。左侧和右侧面板显示了交集前（左）和交集后（右）的不同带曲率。
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Fig 3. 离散Berry相的几何意义及 Z2指数。实心红点展示了
在计算 [6]ITN的指标 Z2,N=5 时累积的 Berry相位。每个点的
大小被归一化为当遍历前五个带中的 6 × 5 = 30个MOs时的
MO 指标。带有箭头的蓝色弧线表示 Berry 相位累积的顺序。
(a) 拓扑非平凡情况下的 Z2,N=5 = 1 对应于净 Berry 相位为
π。平滑规范变换可以将路径变形为必须包含原点的一条线段。
(b) 总 Berry相位为 0的平凡情形，因此该路径可以变形为一
条不包括原点的线段。

带隙的聚合物，如图 2所示。相应的紧束缚模型有额外
两个参数：硫原子的局域能量和 S-C 耦合。两者分别
根据传统参数化选择了 εS = 0.69t和 tC-S = 1.11t，分

别是 [42]。每个硫原子在此杂化中贡献了两个 π-电子。
单位之间的耦合保持为 t′，而 t′/t仍然是所呈现模型的
唯一参数。如图 2(c) 所示，离散谱 [8]ITN可以精确映
射到 PITN 的连续谱。这些量子化的 MO 在跳跃元素
t′调制时也经历了多次交叉，在图 2(d)中用 (i)-(v)标
记。在这五个交叉中，只有 (i)，(iii)，(iv) 和 (v) 对应
于Z2拓扑转变，如图 2(e)所示。这四个转变可以分别
映射到 PITN带隙之间的成对 (1, 2)，(2, 3)，(5, 6)和
(8, 9)。(ii) 处的交叉是独特的，不对应任何拓扑转变。
此交叉映射到 PITN的第二带，当增加 t′/t时，它从凸
形变为凹形，如图 2(f)所示。尽管MO确实发生了交
叉，但在连续极限下没有能带闭合。这给出了MO的
平凡交叉，这与图 2(e)中 Case (ii)对应的 Z2 指数行
为一致。然而，这种平凡的交叉发生在被占据的 MO
深处，因为我们系统中有十个 π电子。HOMO-LUMO
交叉始终在拓扑上是非平凡的，如 Case (iv)所示。

0-D纳米环在Wilson多边形上定义的拓扑指标不
仅是精确的，而且在数值上也是稳健的。这一点可以
通过检查沿Wilson多边形边缘循环时累积的Berry相
位来观察到。在图 3中，我们说明了方程 1中括号内复
数乘积的累积总相位。对于 Z2,N=5和 [6]ITN的情况，
这涉及 5× 6 = 30步骤。极角展示了相应的瞬时相位，
而幅度表示步骤的指标。实际上，瞬时 Berry 相位的
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Fig 4. 0 维复合拓扑纳米环中的拓扑边界态。
(a)[m]ITN-[p]CPP 的结构。虚线表示由于周期边界条件
导致的重复单元。(b) 修改单一参数 t′/t时，[18]ITN-[18]CPP
在 HOMO-LUMO间隙附近的光谱。(c) 当两个片段在拓扑上
不同时，在重复单元上解析的电子密度。(d) 类似于 (c)，但当
两个片段在拓扑上等价时的电子密度。

具体路径不是唯一的，并且由所选择的规范决定，通
常是由数值求解器任意指定的。如图 3(a-b) 的上部面
板所示，相位累积的具体路径通常是突然变化并且不
可微分的。然而，确实可以选择一个连续的规范并将
路径平滑地变形为拓扑等价的连续曲线。这种转换可
以简化相位累积的路径，就像我们在拉紧一根绳子。当
Z2 = 0，初始和终末的Berry相位保持相等（在我们的
情况下，为零），因此路径可以转换成一条不包括原点
的直线，如图 3(b)的下部所示。另一方面，当 Z2 = 1，
终末的Berry相位是 −π，而初始相位是 0。连接这两个
点的最短路径因此必须包含原点，如图 3(a) 所示。尽
管平滑规范的选择提供了良好的概念理解，但由于方
程 1的规范不变性，在数值计算中它们并不是必需的。
纳米环的 Z2 指数可以被视为当两个拓扑不同的

π-键系统形成复合 0-D纳米环时，间隙边界态的标志。
这类似于更高维度中拓扑材料的体边对应关系。边界

状态可以在 [m]ITN-[p]CPP中展示，其结构如图 4（a）
所示，其中完整的纳米环包含 m 个 ITN 重复单元和
p个 CPP单元。这样的复合纳米环也可以通过前述的
Hückel模型进行建模，其中参数 t′表示相邻重复单元
之间的跃迁。图 4(b)中的实线展示了在不同值的 t′/t下
MOs的能量。由于如图 2(e)所示的 Z2,N=5 跃迁，当
t′/t >∼ 0.85时，[8]ITN分子从拓扑上看是非平凡的。
另一方面，当 t′/t < 2时，如图 1(f)所示，[8]CPP分
子在拓扑上是平凡的。事实上，这些过渡条件对于任
意的m和 p值保持不变，因为在 k = 0处总是会采样
HOMO-LUMO间隙。例如，[18]ITN-[18]CPP的两个
片段在 0.85 6 t′/t 6 2时必须是拓扑上不同的。这表现
为 HOMO和 LUMO的合并，如图 4(b)所示。当这种
情况发生时，重复单元沿电子密度在界面处急剧峰值，
如图 4(c)所示。尽管有尖锐的峰值，两个接口可以因
为纳米环的小尺寸而耦合，在光谱中打开一个有限的
间隙。这解释了 HOMO和 LUMO在接近 t′/t ≈ 0.85

和 ≈ 2.0时的分裂，如图 4(b)所示。

当两个段的拓扑指标相同时，HOMO 和 LUMO
类似于图 4(d) 所示的盒子中粒子基态。值得注意的
是，在这种情况下，LUMO+1和 HOMO-1状态像正
常激发驻波一样表现。然而，当系统变得拓扑非平凡
时，HOMO-1和 LUMO+1变为典型基态的轮廓，而
HOMO 和 LUMO 在图 4(c) 所示的界面处急剧尖峰。
这表明拓扑跃迁确实是整个谱系的一个突然变化。

我们提出了光学和输运实验来检测这些 0-D纳米
环中离域 π 电子系统的拓扑转变。如上文所示的三个
示例，与拓扑转变对应的能量尺度可以被特定结构精
细地调节。在 [8]CPP的情况下，从第一带过渡到 Z2

和另一个过渡到第六带都在 t′/t = 1 处发生，这非
常接近实际中的键强度表示。然而，相应的 MOs 远
低于 HOMO（或高于 LUMO），因此难以通过光学测
量检测到它们。尽管在 t′/t = 2 处的 Z2 转变确实跨
越了 HOMO 和 LUMO，但关键耦合 t′ 太强，因此
实验上很难实现。与 [8]CPP 不同，Z2 跃迁（iv）在
[8]ITN中发生在 t′/t ∼ 0.85处，这不仅位于HOMO和
LUMO之间，而且更接近实际值。同样，在复合纳米
环 [m]ITN-[p]CPP中，当 t′/t ∼ 1时，合并的 HOMO-
LUMO间隙也出现。在这两种情况下，跃迁可能在通
过断裂结点 [43, 44] 中的机械拉伸诱导变形 [39] 时发
生。光学光谱或弹道输运可能捕获由于这些场景中 Z2
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跃迁而导致的MOs中的突然变化。事实上，通过改变
相邻重复单元之间的长程排斥力，可以精细调节相似
有机 π 电子系统中相邻重复单元间的键合强度。这可
以通过结构工程 [45]实现，对应于合成化学前沿提供
的巨大自由度。

数据可用性声明：支持本文发现的数据是公开可
用的 [46]。
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