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Summary: 局部多项式回归在处理稀疏数据时面临多个挑战。难以捕捉基础函数的局部特征可能导致对真实关系的潜
在误表示。此外，由于局部邻域中的数据点有限，估计量的方差可能会显著增加。局部多项式回归还需要大量的数据来
生成良好的模型，使其对于稀疏数据集来说效率较低。本文采用由 Ding, A. A., and Wu, H. (2014)引入的微分方程
约束回归方法，用于局部准指数增长模型。通过引入一阶微分方程，该方法扩展了局部多项式回归处理稀疏设计的能力，
同时减少了偏差和方差。我们使用一阶泰勒多项式讨论核估计量的渐近偏倚和方差。利用小鼠肿瘤生长数据进行模型比
较，并在模拟不同噪声水平和增长率的各种场景下进行仿真研究。
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1. 介绍

非参数回归避免了对函数形式或误差分布的严格假设，使其适用于参数模型可能失败的情景。局部多
项式回归通常能够捕捉到复杂、非线性关系，这是参数方法可能会遗漏的。Fan, J. & Gijbels, I. (1996)
研究了局部多项式回归的效率和渐近性质，而 Ruppert, D., & Wand, M. P. (1994)则为多变量局部回
归发展了一种渐近分布理论。
微分方程在 Hirsch, M. W. et al. (1974)中讨论了函数与其导数之间的关系，并且是建模动态系统

的基础。泰勒展开或泰勒级数，由 Taylor, B. (1717)引入，提供了一个函数及其在一个点上的导数的
近似值。它可以用于数值求解微分方程。
传统上，局部多项式回归在稀疏数据区域（尤其是在边界处）遇到困难。通过引入微分方程约束，

局部多项式回归可以更好地在外推稀疏区域时减少偏差和方差。本文将采用由 Ding, A. A., and Wu,
H. (2014)引入的带有微分方程约束的回归方法，应用于局部拟指数增长模型，这是一种相对简单但通
用的增长模型。
本文组织如下。第 2节概述了 DE约束局部多项式回归方法。第 3节讨论了 DE约束估计的渐近性

质。数值属性在第 4节中进行了讨论，并应用于一个实际数据集。之后，有一个讨论部分来回顾我们的
方法并概述我们未来的工作。

2. 方法论

2.1 微分方程约束回归模型

我们考虑通过一阶微分方程增强的回归模型。我们的目标是在一个简单但实用的环境中研究受微分方
程约束的局部回归估计器。
给定 n个解释变量 x和响应变量 y的独立观测值，我们考虑如下形式的模型

yi = g(xi) + εi, g′(x) = F (x, g(x)), i = 1, 2, . . . , n,

其中 F 是某个 Lipschitz连续函数，并且误差项 εi互不相关且均值为零。我们假设设计点是从区间 [a, b]

按照概率密度函数 f 随机采样的，或者是在该区间内根据固定抽样方案选取的。Ding, A. A., and Wu,
H. (2014)考虑了这种设置并开发了一个类似的程序，但他们的目标是估计微分方程中的参数；他们没
有研究函数估计过程本身。
一个简单的受微分方程约束的回归模型是具有特定微分方程约束的局部指数增长模型：

yi = g(xi) + εi, g′(x) = λg(x), i = 1, 2, . . . , n,

其中，λ 6= 0和 εi是不相关的均值为零的误差。
然而，指数模型常常导致对后期增长的高估。我们考虑一个一般的生长模型，即局部拟指数增长模

型，如下所示。

2.2 局部拟指数增长模型

假设我们有一个模型，其形式一般为拟指数型

yi = g(xi) + εi, g′(x) = λgα(x), i = 1, 2, . . . , n, (1)

其中 0 < α 6 1、λ 6= 0和 εi是不相关的均值为零的误差。ε的方差是 σ2
ε。
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由于增长大致可以用指数模型来近似，因此对响应变量进行对数变换，并假设误差在对数尺度上
是加性的更有意义。在正态分布的假设下，这意味着在原始尺度上，误差是乘性的，并且服从对数正态
分布。因此，在对数尺度上的模型为

yi = g(xi)e
εi , g′(x) = λgα(x), i = 1, 2, . . . , n,

经过对数变换后，该模型变为

log(yi) = G(xi) + εi, G′(x) = λe(α−1)G(x), i = 1, 2, . . . , n, (2)

其中 G(x) = log(g(x)),0 < α 6 1,λ 6= 0和 εi是均值为零、方差为 σ2
ε 的正态分布。

对数变换简化了模型，使其在参数方面呈线性关系，这通常从统计处理的角度来看更容易应对。
在本文的以下部分中，我们将重点研究微分方程约束回归模型的这些特定案例，并探讨微分方程

约束估计的理论性质。

2.3 受微分方程约束的估计

我们描述了模型 (1)中 g(x)的估计程序。模型 (2)中 G(x)的估计程序是类似的。

2.3.1 线性尺度估计. 对于给定的评估点 x，其中 x ∈ (a, b)，通过最小化局部最小二乘目标函数
n∑

i=1

(yi − g(xi))
2Kh(xi − x),

获得约束于微分方程的估计器 g(x)，其中 xi 是设计点，核函数 Kh(x)是一个按带宽 h缩放的对称概
率密度函数，并且核函数 K 满足正则性条件：非负性、归一化和有限二阶矩。带宽 h满足以下条件：
h → 0和 nh → ∞作为 n → ∞.

使用模型 (1) 中的微分方程 g′(x) = λgα(x)，我们得到 g(x)的 pth阶导数函数：

g(p)(x) = λp

(
p∏

l=1

(l − 1)α− (l − 2)

)
gpα−p+1(x).

我们将
∏p

l=1(l−1)α−(l−2)表示为后续的πα,p。用这种表示方法，我们写出 g(p)(x) = λpπα,pg
pα−p+1(x)。

应用 kth阶泰勒展开式在 x充分小的邻域内对 g(xi)进行展开，我们得到：
n∑

i=1

(yi − g(xi))
2Kh(xi − x)

.
=

n∑
i=1

{
yi − g(x)−

k∑
p=1

1

p!
(xi − x)pg(p)(x)

}2

Kh(xi − x)

=
n∑

i=1

{
yi − g(x)−

k∑
p=1

1

p!
(xi − x)pλpπα,pg

pα−p+1(x)

}2

Kh(xi − x) (3)

kth 阶 DE 约束估计量在 x处是通过最小化权重和 (3) 关于单一参数 g(x)来获得的。该最小化问
题通过对加权非线性最小二乘问题求解来实现，使用高斯-牛顿算法迭代求解很容易完成，前提是给出
了合适的初始猜测值。例如，2nd阶 DE 约束估计量可以通过使用局部常数回归估计作为迭代的起始值
来获得。对于 g(x)，局部常数估计在数值上处理稀疏设计比高阶局部多项式回归更好。因为它在相当
一般的条件下以速率 Op(n

−2/5)渐近收敛到真实值，所以它可以为该迭代提供一个好的初始值。
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2.3.2 对数尺度估计. 对于估计 G(x)，我们使用 G(x)的 pth阶导数函数：

G(p)(x) = (p− 1)!λp(α− 1)p−1ep(α−1)G(x)

并在 x足够小的邻域内对 G(xi)应用 kth阶泰勒展开，我们得到：
n∑

i=1

(log(yi)−G(xi))
2Kh(xi − x)

.
=

n∑
i=1

{
log(yi)−G(x)−

k∑
p=1

1

p!
(xi − x)pG(p)(x)

}2

Kh(xi − x)

=
n∑

i=1

{
log(yi)−G(x)−

k∑
p=1

1

p
(xi − x)pλp(α− 1)p−1ep(α−1)G(x)

}2

Kh(xi − x) (4)

通过最小化加权和 (4)，我们获得 G(x)的 kth阶 DE 约束估计器。

3. 渐近性质

当我们评估估计量的行为随样本容量无限增长时，渐近性质提供了有用的指导。在本节中，我们将讨
论 kth 阶 DE 约束估计量 ĝk(x) 的条件渐近分析。对于模型 (1)，我们做以下假设：g(x)，均值函数，
在 x附近具有有界且连续的 (k + 1)th 阶导数。设计密度 f(x)是二阶连续可微且为正的。并且核函数
K(·)是非负的、对称的，并且在区间 [a, b]上具有紧支集的有界 PDF。核函数满足

∫∞
−∞ K(w)dw = 1，

R(K) =
∫
K2(w)dw < ∞，并且其矩有限到六阶。缩放后的核函数定义为Kh(·) = h−1K(·/h)，继承了

原核函数的性质。
在上述假设下，我们有以下关于模型（1）的估计量 ĝk(x)的渐近条件偏差和方差的定理。
定理 1（渐近条件偏差）kth阶 DE 约束估计量 ĝk(x)在区间 [a, b]的内部具有渐近条件偏差

Bias(ĝk(x)|x1, ..., xn) =
1

(k + 1)!
g(k+1)(x)hk+1µk+1 + op(h

k+1), k odd, (5)

其中 µk+1 =
∫
wk+1K(w)dw < ∞，

并且当 k是偶数时，

Bias(ĝk(x)|x1, ..., xn) =
1

(k + 1)!
g(k+1)(x)

(
λ[(k + 1)α− k]gα−1(x)

k + 2
+

f ′(x)

f(x)

)
hk+2µk+2+op(h

k+2), (6)

其中 µk+2 =
∫
wk+2K(w)dw < ∞。

在方程 (5) 和 (6) 中，g(k+1)(x)是 g(x)的 (k + 1)th阶导函数，

g(k+1)(x) = λk+1πα,k+1g
(k+1)α−k(x).

定理 2（渐近条件方差）在区间 [a, b]内部的 kth阶 DE-约束估计量 ĝk(x)具有渐近条件方差

Var(ĝk(x)|x1, ..., xn) ≈
σ2R(K)

nhf(x)
+ op

(
1

nh

)
. (7)

上述定理提供了一种通过最小化渐近均方误差（AMSE）来选择 ĝk(x)的渐近最优带宽的工具。
定理 3（渐近最优带宽）在模型 (1) 的假设下，kth阶估计量 ĝk(x)的渐近最优带宽由以下给出：

h2k+3
o,k =

σ2R(K)((k + 1)!)2

nf(x)λ2k+2π2
α,k+1g

2(k+1)α−2k(x)(2k + 2)µ2
k+1

, (8)
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当 k为奇数时，
和

h2k+5
o,k =

σ2R(K)((k + 1)!)2

nf(x)λ2k+2π2
α,k+1g

2(k+1)α−2k(x)
(

λ[(k+1)α−k]gα−1(x)
k+2

+ f ′(x)
f(x)

)2

(2k + 4)µ2
k+2,

(9)

当 k为偶数时，其中

g(x) = {(1− α)(λx+ g(0)}1/(1−α), (10)

这是模型 (1)中的微分方程的显式解。
备注: 定理 3提供了渐近最优带宽的选择方法。公式（8）和（9）表示了对 kth 阶 DE约束回归的

带宽评估。在实际应用中，如果我们获得了开始带宽当 k = 0或 k = 1时，以下公式（11）和（12）更
为有用：

ho,k+2 =
( (k + 3)(k + 1)

λ4[(k + 2)α− (k + 1)]2[(k + 1)α− k]2g4α−4(x)
h2k+3
o,k

)1/(2k+7)

, (11)

当 k为奇数时，
当 k是偶数时，

ho,k+2 =
( (k + 2)3

(k + 4)λ4[(k + 1)α− k]2[(k + 2)α− (k + 1)]2g4α−4(x)

(
λ[(k+1)α−k]gα−1(x)

k+2
+ f ′(x)

f(x)

)2

(
λ[(k+3)α−(k+2)]gα−1(x)

k+4
+ f ′(x)

f(x)

)2 h
2k+5
o,k

)1/(2k+9)

,

(12)

。
例如，在一个模拟研究中，我们可以使用公式 (9)或局部常数回归来找到 ho,0，即当 k = 0时的渐

近最优带宽。然后可以通过公式 (12)获得当 k = 2时的渐近最优带宽。类似地，我们使用公式 (8)或局
部线性回归来找到 ho,1，即当 k = 1时渐近最优带宽。然后可以通过公式 (11)获得当 k = 3时的渐近最
优带宽。接着，我们可以逐步得到更高 kth阶回归的渐近最优带宽。
对于对数尺度模型（2），我们可以通过应用上述定理和函数G(x)的 pth导数，获得关于估计量 Ĝ(x)

的渐近性质的类似定理，

G(p)(x) = (p− 1)!λp(α− 1)p−1ep(α−1)G(x).

4. 稀疏肿瘤生长数据的应用

在本节中，我们将考虑对数比例模型（2）的以下示例，该示例涉及一项动物实验中的化疗试验的一组
控制数据。小鼠肿瘤数据（Plume, C. A. et al. (1993)）是在一段时间内从小鼠身上收集的肿瘤体积数
据。从单只小鼠处进行了肿瘤体积测量。时间以天为单位记录，体积以立方厘米为单位。
为了说明各种局部多项式模型在稀疏数据上的表现，我们人为移除了一些数据点。
使用模型 (2)中的微分方程，G(xi)在 x充分小的邻域内的一阶泰勒展开给出

log(yi)
.
= G(x) + λe(α−1)G(x)(xi − x) + εi. (13)

此外，二阶泰勒展开给出

log(yi)
.
= G(x) + λe(α−1)G(x)(xi − x) +

1

2
λ2(α− 1)e2(α−1)G(x)(xi − x)2 + εi (14)

当在 DE约束回归方法中实现时，我们将应用展开（13）和（14）的模型分别称为一阶和二阶局部拟增
长模型，它们采用了一阶和二阶 DE约束回归。



局部拟指数模型 5

由于我们不知道该数据集的真实模型，我们任意选择整个数据集的局部线性估计作为“真实值”。
带宽是通过R中的核平滑包（Wand, M., & Ripley, B. (2015)）中的dpill函数（Ruppert, D., Sheather,
S. J., & Wand, M. P. (1995)）获得：h = 2.38。残差的标准差为 0.089。局部线性拟合 Ĝ``(x)以及标
准差成为另一项模拟研究的基础，在该研究中，新的观测值根据均值为 Ĝll(xi)（i ∈ 1, 2, . . . , 10）和经
验标准差的正态分布生成于原始设计点 xi。
我们在模拟数据集上训练竞争模型时，每次都移除第 4到第 8个观测值。测试的模型包括局部常数

（NW）、局部线性（LL）、局部二次（LQ）、一阶局部拟增生（DE1）、二阶局部拟增生（DE2）以及模
型中微分方程解的非线性最小二乘估计（2）。
需要估计 α和 λ以用于两个局部增长模型。
从模型的微分方程（1）和对数变换方程的显式解（10）中，我们可以看出

G(x)
.
=

1

1− α
(log(1− α) + log(λ) + log(x)), α 6= 1

因为在这个应用中，g(0)必然是一个非常小的值。这意味着模型 log(y)与 log(x)的简单线性回归斜率
估计量是 1/(1− α)的一个估计量。我们使用此来估计 α。根据这一估计，然后通过将非线性最小二乘
法应用于模型

y = {(1− α̂)(λx)}1/(1−α̂).

来进行对 λ的估计。这再次基于对在 (10) 处给出的显式 DE 解的近似。
我们设计了两组人为稀疏的数据：一种情况是去除数据点 5、6、7和 8，另一种情况是去除数据点

4、5、6、7和 8。通过 200次模拟，计算了 Ĝ(xi)与 Ĝ``(xi)之间的平方差对于 i = 5, . . . , 8或 i = 4, . . . , 8，
并对六种估计方法进行了平均。这些平均平方差的平均值列在表 1中。平方差是在原始尺度和对数尺度
上计算的。表 1中的数值表明，两个局部拟指数增长模型与局部多项式回归方法具有更大的兼容性，特
别是在数据高度稀疏且人为去除额外的数据点时更是如此。局部线性模型也享有相对较小的平均平方
误差，但由于基础数据遵循线性模型，因此存在轻微偏向局部线性模型的偏差。局部二次回归表现较
差，而非线性增长模型的误差比较低阶的局部近似要大得多。这表明建议的局部增长模型可能并不真
正适合这些数据。然而，总体信息是 DE模型可以指导核回归方法达到满意的估计。

[表 1 about here.]

图 1比较了移除数据点 5、6、7 和 8 后来自各种回归模型的拟合曲线。一阶和二阶局部准指数增长
模型的拟合曲线比局部多项式回归模型的曲线更为平滑，特别是在数据稀疏区域，这表明在有限观测
下捕捉潜在趋势的表现有所提升。

[图 1 about here.]

5. 讨论

关于微分方程的信息可以改善局部多项式回归估计。所提出的方法简单且计算负载低，无需求解微分
方程。一阶和二阶 DE约束回归优于局部常数和局部二次回归。当处理稀疏区域时，DE约束方法也与
局部线性回归具有竞争力。
本文重点研究了一阶DE约束回归模型，该模型涉及一阶微分方程。此处考虑的模型是一阶非线性

微分方程，并具有显式解。本文采用的方法不需要知道这个解；它可以推广到许多其他情况。在未来，
我们将探讨更高阶的模型，例如二阶 DE约束回归模型。
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Appendix

表格和图形
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Figure 1. 不同回归模型在稀疏肿瘤数据中去除点 5、6、7和 8后的拟合曲线。
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log scale original scale
NW 0.265 0.300
LL 0.016 0.014
LQ 0.024 0.021
DE1 0.017 0.014
DE2 0.019 0.023
NLS 0.181 0.045

log scale original scale
NW 0.443 0.352
LL 0.037 0.023
LQ 0.091 0.161
DE1 0.027 0.016
DE2 0.018 0.020
NLS 0.508 0.068

Table 1
两种不同稀疏设计的平均平方误差汇总：移除数据点 5、6、7和 8（左）以及移除数据点 4、5、6、7和 8（右）每种建
模方法的结果：NW（局部常数）、LL（局部线性）、LQ（局部二次）、DE1（一阶局部准增长）、DE2（二阶局部准增
长）以及 NLS（非线性最小二乘）。”对数尺度”列中的误差基于拟合值与观测值在对数尺度上的差异，而”原始尺度”

列中的误差则基于指数化后的拟合值与原始观测值之间的差异。


