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Abstract
我们提出了一种计算管道，旨在从动态系统轨迹样本的输出函数观察中恢复底层相空间的拓扑结构。

Keywords: 状态空间实现，拓扑数据分析，非线性动力学。

1. 介绍

状态空间实现的问题，即动态系统潜在空间和观测函数的重构，在系统理论中仍然是基础
性的。核心在于基于仅有的观测数据或系统输出来重建或识别一个能够准确描述系统内部动力
学的状态空间模型。这个问题起源于 Richard Bellman和 Rudolf Kalman的工作，他们在 20世
纪 60年代开创性的研究为现代系统理论 (Schutter, 2000)奠定了基础。
线性模型的状态空间实现问题已经被广泛研究。在这种情况下，可以依赖经典优美的解决

方案，这些方案本质上基于多项式环上的模理论。线性使得系统动力学的描述清晰且可处理，其
中系统动力学可以被建模为线性变换，提供了状态空间实现的成熟方法。
向非线性系统扩展，然而，引入了相当大的复杂性。非线性系统通常表现出复杂的特性，包

括分岔和混沌。因此，实现或重构这类系统的状态空间远没有那么简单。在这篇笔记中，我们
尝试利用一个数学理论作为指导来解决状态空间的非线性版本问题，就像 LTI实现理论依赖于
单变量多项式环上的模结构理论一样。

1.1. 设置

考虑一个动力系统 (M,φ)，其中M是一个拓扑空间，φ : R×M→M是一个单参数变换
群，即 φ是一个连续函数

R×M 3 (t,m)→ φ(t,m) := φt(m) ∈M such that φ0(m) = m, φt(φs(m)) = φt+s(m)

在我们的大多数例子中，M将是一个光滑紧凑流形，并且变换群将由一个向量场的流 v : M→
TM生成。我们将记 πx : R→M为 v的轨迹，使得

πx(0) = x, dπx(t)

dt
= v(πx(t)). (1)
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请注意，在这种情况下，变换群 φ至少与向量场 v一样光滑。
我们在这里研究的问题是这样的动力系统上的空间M的拓扑是否可以从有限数量的轨迹

{πxk
}k=1,..,n中恢复出来的M。我们将看到这是确实可行的，并提供一个原理性的计算流程和一

种从这些轨迹中提取M拓扑信息的方法论。

1.2. 数据解析设置

我们感兴趣的是建立一个算法框架，以从观测数据推断拓扑结构。为了使一般问题更易于
进行此类数据分析，我们在问题设定中添加了以下约束：

1. 数据是在离散的时间间隔内收集的，无论是来自传感器的实际读数还是数值算法或模拟
的结果。此外，这些读数只会在一个有限时间范围内被收集。我们无法期望得到从某个点
x开始的完整轨迹 πx。相反，我们将获得通过在轨迹上以规则的时间间隔进行有限采样
而得到的离散轨迹。假设采样间隔 δ对所有轨迹都是恒定的，并且之后将不再在符号中标
注这一点。

2. 我们只能观察到根据某种分布初始化的有限样本轨迹，这种分布可能在我们的控制之下，
也可能不在。

3. 我们观察的不是状态空间M的点（该空间是未知的），而是这样一个平滑输出函数

g : M→ V ∼= Rp

，使得只有 gn(x) := (g(πx(−lδ)),g(πx(−(l− 1)δ)), ...,g(πx(kδ))) ∈ Vn,n = k+ l+ 1是
我们可获得的信息。V 的维度可以远小于M的维度，这使问题更具挑战性。

因此我们在这里研究的整体问题就是：可以从动力系统在M上均匀采样的轨迹 {gn(πxα
)}α=1,..,N

的有限集合中提取出关于M的哪些拓扑信息？

1.3. 塔肯嵌入

关于状态实现的问题，有一个众所周知的答案，归因于 Takens嵌入定理 (Takens, 2006)。

定理 1.1 设M是一个紧致光滑流形，n > 2 dim(M) + 1是一个整数。然后，对于一个通用对
(φ,g)，其中 φ : M→M是一个 C2-微分同胚，且 g是 C2(M,R)中的一个函数，映射

M 3 x 7→ (g(x),g(φ(x)), ...,g(φn−1(x)) ∈ Rk

是M的一个嵌入。

这里的普遍性是以标准方式理解的：满足此条件的 (φ,g)对构成了此类对所在的巴拿赫流
形中的一个开且处处稠密的子集。

Takens嵌入定理保证，对于一般的动力系统和观测，给定从流形M上任意一点开始的均
匀采样轨迹的无限集合，其长度超过M维度的两倍时，我们可以精确地恢复M到微分同胚。
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虽然 Takens定理令人鼓舞，并暗示我们的问题是可解的，但它并没有解决我们的问题，因
为它只是一个纯粹的存在性结果，并没有提供一种可行的方法来从轨迹中重构M，即使在所有
可能的初始点出发的轨迹都可用的理想情况下也是如此。

在我们的设定中，观察到的样本性质——一个有限样本——本质上与光滑流形M不同。然
而，正如我们在下文所述，可以从轨迹的有限观测中恢复出拓扑不变量，即状态空间的同调群。

1.4. 相关结果

从观测数据实现非线性动力系统状态空间表示的问题已被许多作者探讨。因此，(Jakubczyk,
1980)发展了非线性控制系统中 Taken 的嵌入定理的类比，而 (van der Schaft, 1986)以类似的
方式考察动态对函数的作用，最终导致了一种 Koopman 形式主义 (Budišić et al., 2012)。
最近的工作 (Otto et al., 2023)考虑了使用机器学习方法进行数据驱动的状态空间恢复。在

探索此类无模型方法的其他工作中，应提及 (Schmidt and Lipson, 2009; Brunton et al., 2016;
Champion et al., 2019)。

2. 数学背景

我们理论的动机来自于 Cohen、Jones和 Segal的精彩工作 (Cohen et al., 1995)，然后将其
与已建立的拓扑数据分析（TDA）工具 (Edelsbrunner and Harer, 2010)相结合。

2.1. 基本定义

这是他们的设置。假设M是一个光滑闭黎曼流形，并且 f : M→ R是M上的一个光滑莫
尔斯函数。(Cohen et al., 1995)的关键思想是描述一个组合构造，该构造从梯度向量场 ∇f的
流线空间重构M的拓扑结构。

为此，他们引入了富集范畴 1Cf。该范畴的对象是 f的临界点，两个临界点 a−,a+ 之间的
态射空间 Mor(a−,a+)是梯度向量场 v的流线空间 γ : R → M的闭包，使得当 t → ±∞时，
γ(t)→ a±。

通过连接平滑的流线（其目标和源分别匹配）可以定义一个连续合成Mor(a,b)×Mor(b, c)→
Mor(a, c)。
关键结果是 (Cohen et al., 1995)，即由 BCf表示的范畴的分类空间 Cf 同伦等价于M。回

忆一下，一个范畴的分类空间 BCf 是一个单纯空间，其 k-单纯形的空间由 Cf 中的可复合态射
的 k-元组参数化，模去一种自然的等同程序。总体而言，这些识别操作产生了一种将各部分（拓
扑空间Mor(·, ·)）粘合在一起的组合过程，结果形成一个拓扑空间，即该范畴的分类空间 Cf。这
个空间与原流形M的关系由以下定理给出：

1. 范畴理论的语言（可以在 (Riehl, 2017)等地方查阅）可以避免使用，但由于篇幅原因我们还是遵循原始的表述。这里的丰富范
畴仅仅意味着任何对象之间的态射携带一个额外的结构（拓扑空间的）。
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定理 2.1 ((Cohen et al., 1995)) 设 f : M→ R是闭黎曼流形M上的莫尔斯函数。设 Cf 是一个
拓扑范畴，其对象是 f的临界点，其两个临界点之间的态射空间是由梯度向量场 f的分段流线
连接这两个临界点构成的空间，并且态射的复合由分段流线的复合给出，则

1. 的分类空间 BCf同伦等价于M，BCf 'M.

2. 的分类空间 BCf同胚于M，如果 f是一个（典型）莫尔斯函数，其梯度流满足莫尔斯-斯
梅尔横截性条件，BCf

∼= M.

2.2. 拓扑数据分析

我们简要介绍相关工具（参见 (Edelsbrunner and Harer, 2010)作为一般参考）。
令 X 是一个紧致度量空间（例如，一个流形）。给定一组从 X 中抽取的有限样本点 A =

{xα},α ∈ A（以及这些点之间的诱导距离），持久同调是一种工具，可以从离散数据A恢复出空
间 X的拓扑特征（例如，在维度 k ∈ N中的同调群 Hk(X)）。2

有限个开子集 {Uα}α∈A的集合覆盖 X是一个好的覆盖，如果这些子集的任意交集要么是空
集，要么是可缩的。在这种情况下，经典神经定理表明一个组合对象——由子集 S ⊂ A形成的
单纯复形，其中开集 ∩α∈AUα的交集是非空的——是同伦等价于 X，从而开启了一种计算 X同
调的有效程序。

一组开度量球 Uα = B◦
r(xα),α ∈ A可以作为这样一个开集，如果能够克服两个困难。

一是检测这些球体的非空交集可能很困难。一个有效的补救措施是使用而不是神经元与维
托里奥斯-里普斯 简单复形：在这里，如果所有 两两之间 点之间的距离 xα,α ∈ S 都不超过 r，
则宣布集合 S ⊂ A形成一个单纯。这在至少对于足够密集的样本，对适当的 r (Latschev, 2001)
是有效的。

另一个困难是找到一个合适的尺度 r：选择得太小，则没有非平凡的单纯形；选择得太大，
则结果空间是一个高维的单纯形。为了解决这个问题，人们考虑一个过滤单纯复形，即一系列
递增的单纯复形 Σr, r ∈ R,Σr ⊂ Σr′ for r < r ′。在我们的上下文中，Σr 是对应于截断距离 r的
Vietoris-Rips复形。
在这种设置下，可以追踪在 Σr 中的周期模块和边界模块随着 r的演化。一个持久的周期，

即对于较小的 r出现但直到较大的 r才被修补，被认为代表空间 X的真实同调。在过去二十年
中发展起来的理论允许建立高效的计算程序来找到它们 (Edelsbrunner and Harer, 2010)。

3. 从观测中推断拓扑结构

我们将部署持久同调工具来处理我们定义的轨迹样本空间上的度量，依赖于直观的图像，
从而推广 Cohen-Jones-Segal (CJS) 构造。
与他们的做法形成对比，我们允许任意平滑动力学，不需要它是梯度动力学。

2. 同调群在维度 k是一个向量空间，其维度反映了 X中 k维洞的数量。虽然空间还有其他重要的拓扑特征，但同调群特别容易通
过算法计算，因此 TDA 的很大一部分关注这些群。
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3.1. 近似值

CJS 设置与 Takens 嵌入的关键差异在于它依赖于无限长的轨迹。这迫使任何计算实现都
需要相应的调整。

考虑片段的空间 ΠT = {πt(x)(t), x ∈ M, t ∈ [−T , T ]}，这些片段的轨迹长度为 2T。它们由
中心参数化 x（从而使空间与M微分同胚）。按照标准方式定义轨迹之间的距离，使用 C0或类
似范数实际上会重现 Takens（或 Koopman）范式。相反，我们使用的距离考虑了轨迹的长子
区间的接近程度。

由于我们打算从观测中恢复状态空间，我们需要测量的是观测到的值轨迹之间的距离。这
些考虑使我们得出以下结论

定义 3.1 (松弛距离) 固定 T ,n = 2k + 1和 δ使得 T = kδ。对于给定的观测函数 g : M→ V ∼=

Rd，令

yn(x) := (g(πx(−kδ)),πx(−(k− 1)δ)) . . . ,g(πx((k− 1)δ)),g(πx(kδ))) ∈ Vn.

设 yn
1 = yn(x1),yn

2 = yn(x2)是 Vn的两个元素（即，动力系统在M上的两条长度为 n的轨迹
样本）。

我们说如果某些 s 6 t的子序列

(yn
1 (i),yn

1 (i+ 1), . . . ,yn
1 (i+ n− s)) and (yn

2 (j),yn
2 (j+ 1), . . . ,yn

2 (j+ n− s)) ∈ Vn−s

处于最多 ε的 sup距离，则 yn
1 和 yn

2 处于最多 (t, ε)的松弛距离。
我们说如果 yn

1 = yn(x1),yn
2 = yn(x2)成立，则 x1, x2 ∈M处于松弛距离 (t, ε)。

换句话说，如果沿着轨迹 πx1 和 πx2 的测量值在至少 L步内彼此 ε接近，则 x1, x2 ∈M处于松
弛距离 (t, ε)处，对于某些 L > n− t。

引理 3.2 如果 yn
1 ,yn

2 在松弛距离 (s, ε)处，并且 yn
2 ,yn

3 在松弛距离 (s ′, ε ′)处，那么 yn
1 ,yn

3 在
松弛距离处最多为 (s+ s ′, ε+ ε ′)。

证明 有 s个索引在 yn
1 和 yn

2 的端点处，其距离大于 ε，并且有 s ′个索引在 yn
2 和 yn

3 的端点处，
其距离大于 ε ′。这些索引的并集之外，其长度最多为 s+s ′，轨迹对中的元素 (yn

1 ,yn
2 )和 (yn

2 ,yn
3 )

分别在距离 ε和 ε ′内。这意味着元素 (y1,y3)在长度为 s+ s ′的一组索引之外距离 ε+ ε ′内。

作为推论，对于任意凸齐次次数 1函数 dπ的 s和 d，dπ(s,d)满足三角不等式。松弛距离
自然产生一个双过滤，其顶点代表来自动力系统的观测轨迹，如果两个轨迹在参数 (k, ε)处的
松弛距离为 (k, ε)，则这两个轨迹之间出现一条边。
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3.2. Vietoris-Rips 复形在松弛距离中的应用

考虑动态系统 (1)的一个样本 A，该样本包含 N条轨迹。对于这些轨迹中的每一条 πxl
:

[−T , T ]→M, l = 1, . . . ,N，我们假设在等间距的时间间隔内观察到了一个输出函数g : M→ V，
从而得到一组长度为 n的观测值集合 yn

l。我们的目标是从这组可观测量中恢复M的拓扑结构。

松弛距离（以及引理 3.2）的定义为通过 Vietoris-Rips复形以松弛距离构建滤子提供了一
种灵活的方法。

即，我们将空间Σ(t, r)定义为对应参数 (t, r)的A的Vietoris-Rips复形。换句话说，Σ(t, r)
的单纯形由条件

Σ(t, r) = {σ = (α0, . . .αd) : slack distance between xαi
, xαj

is at most (t, ε)}.

给出。

两个轨迹之间的松弛距离在固定松弛 t 6 n下可以使用动态规划在 O(n2 log(n))时间内计
算出来，对应的双过滤器可以在 O(n2 log(n)N2)时间内构建。该算法还需要 O(n2)的空间。

算法的伪代码如下所示，即算法 1。

Algorithm 1 构建MSD双过滤的算法
计算距离矩阵 d(k, l) = ‖xik − xjl‖
srtd_indices← argsort(d(k, l))
ms_dist[i] = ∞ for i ∈ {0, 1, ...,n− 1}
for i, j ∈ srtd_indices do

init_indices[i, j] = i, j
final_indices[i, j] = i, j
len = 1
if i+ 1, j+ 1 ∈ init_indices then

init_indices[i, j] = init_indices[i+ 1, j+ 1]
final_indices[init_indices[i, j]] = final_indices[i, j]
len+ = init_indices[i+ 1, j+ 1][0] − i

if i− 1, j− 1 ∈ final_indices then
final_indices[i, j] = final_indices[i− 1, j− 1]
init_indices[final_indices[i, j]] = init_indices[i, j]
len+ = i− final_indices[i− 1, j− 1][0]

ms_dist[len] = min(ms_dist[len],d(i, j))
end
Data: A pair of trajectories xi, xj both of length n

Result: List ms_dist of length n containing the Matching substring distances between xi and xj
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3.3. 松弛距离和滑动窗口

我们构建过滤器的方案，从动力系统的可观测量轨迹中提取拓扑信息，与 (Perea and Harer,
2015)中开发的滑动窗口设置在表面上相关。使我们的方法更有效的主要区别在于松弛度，它
允许测量两个轨迹移位片段之间的距离。在滑动窗口方法中，没有松弛度允许轨迹在时间偏移
后对齐：在某种程度上，从采样轨迹之间的距离拉回的点之间的距离与M上的原始度量结构准
保形。
在我们的方法中，松弛的存在使得采样轨迹 yn(x) 接近于采样轨迹 yn(φ(τ, x)) 对于有界

τ 实际上调整了底层度量结构以使轨迹 v 变得较小沿着。这种各向异性的度量重缩放应该与
(Ferry and Okun, 1995) 的构造进行比较，在那里，沿着映射 M → N 纤维放松黎曼度量导
致在某些连通性假设下，在M上的所得度量结构的 Gromov-Hausdorff收敛到那些在 N上的。
我们猜想我们的算法令人惊讶的有效性可以沿着这些思路进行解释，这是一个独立的项目，

将在其他地方继续进行。

4. 计算示例

笔记的其余部分涉及计算示例，我们在其中尝试使用轨迹的有限样本（大小为N）、沿轨迹
长度为 n的有限观测以及某个松弛参数 t的松弛距离来重构底层相空间的拓扑。结果显示了关
于轨迹片段之间允许距离 r的持久性图。

4.1. 梯度动力系统：二维球面上的高度函数

我们将计算流程应用于二维球体 S2 ⊂ R3 上的梯度动力系统，该球体以标准意义上的子流
形嵌入在 R3 中。考虑高度函数

S2 3 (x,y, z) 7→ h(x,y, z) = z ∈ R

，它将球体上的每个点映射到其 z 坐标，或者假设 z 轴垂直对齐，则映射到该点的高度。
该动力系统的流线正是连接两极的子午线，即函数 z在 2-球面上的临界点。我们在球体上

选取了从随机绘制的点开始的 N = 400段轨迹。这些轨迹绘于图 1中。

图 1: 球面上高度函数梯度的轨迹段。右：由这些球面轨迹生成的持
久图。这里 N = 400,n = 15, t = 10, T = 1.5。

由MSSD算法生成的该组轨
迹的持久图也在图 1 中展示。持
久图清楚地反映了球体 Sd 的同
调在维度 0 和 d 上的秩为 1，并
且在其他地方消失。

4.2. 梯度动
力系统：环面上的随机三角函数

我们考虑一个梯度动力系统
在 T2 ⊂ R3 中嵌入于 R3 中的例

7
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子。我们可以用两个参数 (θ,φ) ∈
[0, 2π]× [0, 2π]参数化环面。
我们使用了一个随机有限傅

里叶多项式 f(θ,φ) =
∑k

i=0
∑k

j=0 ai,j cos((i+ 1)θ+ θi,j)cos((j+ 1)φ+φi,j) 其中系数 ai,j是从
标准正态分布中采样的。我们在本文中使用了 k = 2。

图 2: 在 2-环面上随机向量场的轨迹段。右图：由这些片段生成的持
久性图。这里 N = 400,n = 25, t = 3, T = 2.5

我们生成了 N = 400 条轨
迹，从随机初始条件中采样。沿
着每条轨迹，取 n = 25个样本，
共 T = 2.5。在这个实验中，我们
取 V = R3，可观测量由将环面嵌
入到 3维欧几里得空间给出。
所得轨迹绘制在图 2 的左显

示中。对应于 t = 3 的持续性图
谱显示在图 2的右显示中。

2-环面的同调群在维度 0 和
2 中秩为 1，在维度 1 中秩为
2。这一点清晰地反映在持续图
Figure2中。
为了验证我们的算法对于标

量输出的有效性，我们考虑了一个由g(θ,φ) = b0x(θ,φ)+b1y(θ,φ)+b2z(θ,φ)给出的随机观测
函数，其中系数 (b0,b1,b2)是从高斯分布中采样的，而函数 x,y, z是我们将 2-环面嵌入到R3中
的 笛 卡 尔 坐 标 。

图 3: 在二维环面上随机向量场轨迹的片段。右侧：由这些片段生成
的持久图。这里 N = 650,n = 25, t = 1, T = 2.5

因此，我们在图 3 的左侧显
示了一组时间序列。持久图显示
在右侧，仍然与 T2的同调性清晰
匹配。

4.3. 混沌动力系统：洛伦兹系统

我们现在来看由洛伦兹动力
系统给出的混沌动力系统的标准
示例，在 R3 (Gilmore, 1998) 中：

x = σ(y− x)

y = x(ρ− z) − y

z = xy− βz

这里 σ, ρ,β 是我们分别设置为
10, 28, 8

3 的参数。

8
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图 4: 洛伦兹系统轨迹的片段。右侧：由这些片段生成的持久性图
像。这里 N = 100,n = 25, t = 20, T = 0.25

已知系统在这些参数值下表现
出混沌行为。我们从这个动力系统中
模拟一条长时间轨迹，并将其分割成
100段（系统的双曲性使得这基本上
等同于随机采样较短的轨迹）。所得
轨迹绘制在图 4的左侧显示。

由紧输出函数 g = (x,y, z)导出
的松弛距离，其持续图显示如图 4右
侧所示。

这些结果需要一些解释。虽然
承载向量场的外围空间是 R3，轨迹
本质上是由一个与两个圆的楔和同
伦等价的 2 维模板 (Birman and
Williams, 1983) 支持的。由于我们不采样远离该模板的轨迹，因此恢复其拓扑结构并不令人
惊讶：事实上，在维度 0中的同调群的秩应该是 1，在维度 1中的同调群的秩应该是 2，其他情
况下则消失，这与图 4右侧显示的内容一致。

我们也重复了实验，将轨迹通过一个次数为 3的随机多项式输出，系数从高斯分布中抽取。
这给出了如图 5所示的一组时间序列观测值。相应的持久性图仍然与两个圆的楔和同调相匹配。

图 5: 洛伦兹系统轨迹观察段。右侧：由这些段生成的持久图。这里
N = 150,n = 25, t = 10, T = 0.25

当我们将轨迹片段的长度 T

增加时，结果变得更加有趣。当这
段时间 T 足够长时，轨迹段将两次
撞击模板的屏障（在那里流分裂为
模板中的两个不同分支）。概念上，
这将导致一个重构后的模板，现在
具有 4个圆的楔形同伦类型。

确实，我们在图 6中观察到了
这一点。

或许最直观的思考这一现象
的方式是将其与一个拓扑数据分
析绘制出的康托集 X ⊂ [0, 1]的图像进行比较，该康托集通过迭代地从区间中移除中间三分之
一而获得，初始时为单位区间：在低分辨率 1/18 6 r < 1/6下，以点集 X中的点为中心的 r球
的并集同伦等价于两个点；在分辨率 1/54 6 r < 1/18下，即 4个点等等。

图 6: 洛伦兹系统的较长轨迹段。右侧：从这些片段生成的持久性
图。这里 N = 100,n = 25, t = 20, T = 0.5

鉴于洛伦兹型动力系统的吸引
子是 cantori，相应同调的这种倍增
最终并不令人意外。
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