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Abstract

我们展示了基于 deal.II库的大气动力学应用数值方案在大规模并行性能方面的最新进展。
隐式-显式不连续有限元方案基于无矩阵方法，这意味着不会构建全局稀疏矩阵，实际实现的只
是线性算子对一个向量的作用。经过分析评估后，我们专注于数值方法的性能优化，并描述了
不同预处理和求解技术在该框架中的影响。此外，我们展示了使用 deal.II库的最新版本和合
适的执行标志如何能够提高并行性能。
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1 介绍

高效的大气流动数值模拟是可行的天气和气候预测以及若干相关实际应用的关键。中期全球
数值天气预报（NWP）通常需要在气象中心的预报周期内一个小时内完成，以满足提前十天的
预测需求。此外，用于这些预测的计算网格正被细化到接近千米尺度，而实验性的有限区域模
型已经达到了百米尺度 [10]。因此，在当前由空间分辨率不断提高所驱动的计算资源需求不断
增加的情况下，大规模并行模型的可扩展性是一个基本要求。
在这项工作中，我们介绍了用于大气动力学应用的隐式显式间断伽尔金（IMEX-DG）求解

器 [12]的并行性能的最新进展 [13, 15, 14]，这是在作者先前分析的基础上进行的 [16]。实现是在
deal.II库 [1, 2, 3]框架内进行的。首先，我们展示了如何通过使用合适的预处理技术可以显著
提高椭圆压力求解器的性能。接下来，我们评估了激活执行标志和使用最新版本库（9.6.2,[1]）
的影响。最后，我们介绍了采用不同策略解决线性系统的结果。
论文结构如下。在 2节中，我们简要回顾了模型方程以及本文中使用数值方法的相关细节。

三维大气流动基准中的数值实验的性能分析和并行性能分析呈现在 3节中。最后，一些结论报
告在 4节中。

2 模型方程和数值方法的一些细节

可压缩欧拉方程在气体动力学中代表了大气流动最全面的数学模型 [20]。为简化起见，考虑
干燥且非旋转的情况，其数学模型如下所示：

∂ρ

∂t
+∇· (ρu) = 0

∂(ρu)

∂t
+∇· (ρu⊗u) +∇ p = ρg (1)

∂(ρE)

∂t
+∇· [(ρh+ ρk)u] = ρg · u,

其中 t ∈ (0, Tf ]是时间坐标，并附有计算域上的适当初始和边界条件。这里 ⊗ 表示张量积，Tf

是最终时间，ρ是密度，u是流体速度，p是压力。此外，g = −gk是重力加速度，g = 9.81m s−2

和 k分别是标准笛卡尔坐标系中向上指向的单位向量。最后，E表示每单位质量的总能量，h是
比焓，而 k = 1/2 |u|2是比动能。系统 (1)由理想气体的状态方程补充，该方程由 ρe = 1

γ−1p给
出，其中 e表示比内能 e = E − k，等熵指数 γ 取值等于 1.4。
时间离散化基于隐式显式（IMEX）龙格-库塔（RK）方法 [6]，这是一种广泛用于包含刚性

和非刚性成分的常微分方程系统的方法。IMEX-RK 方案由伴随的布奇表格紧凑地表示：

c A

b>
c̃ Ã

b̃
>

其中A = {alm} , b = {bl} , c = {cl}，l,m = 1 . . . s表示显式方法的系数，Ã = {ãlm} , b̃ =
{
b̃l

}
以及 c̃ = {c̃l}，l,m = 1 . . . s表示隐式方法的系数，而 s表示该方法的阶段数。我们参考例如 [6,
19]中的详细分析来讨论这两个伴随方案的阶数和耦合条件。一个通用的 IMEX-RKl阶方法，时
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间步长为 ∆t，用于 Euler 方程如下所示：

ρ(l) = ρn −
l−1∑
m=1

alm∆t∇·
(
ρ(m) u(m)

)
ρ(l)u(l) + ãll∆t∇ p(l) = m(l) (2)

ρ(l)E(l) + ãll∆t∇·
(
h(l)ρ(l) u(l)

)
= ê(l),

其中我们设定了

m(l) = ρn un −
l−1∑
m=1

alm∆t∇·
(
ρ(m) u(m) ⊗u(m)

)
−

l−1∑
m=1

ãlm∆t∇ p(m) (3)

ê(l) = ρnEn −
l−1∑
m=1

ãlm∆t∇·
(
h(m)ρ(m) u(m)

)
)−

l−1∑
m=1

alm∆t∇·
(
k(m)ρ(m) u(m)

)
(4)

请注意，形式上将 ρ(l) u(l)代入能量方程，并考虑到定义 ρE = ρe+ ρk和 h = e+ p/ρ，可以得
到以下非线性 Helmholtz 型压力方程：

ρ(l)
[
e(p(l), ρ(l)) + k(l)

]
− ã2ll∆t2 ∇·

[(
e(p(l), ρ(l)) +

p(l)

ρ(l)

)
∇p(l)

]
+ ãll∆t∇·

[(
e(p(l), ρ(l)) +

p(l)

ρ(l)

)
m(l)

]
= ê(l), (5)

该方程通过固定点过程求解。我们参考 [12, 17, 18]获取该方法的理论属性的进一步参考资料和
详细信息。
空间离散化基于一种不连续伽辽金 (DG)方法 [5]，该方法结合了高阶精度和高度数据局部框

架中的灵活性。特别是，这种方法特别适合于网格自适应方法 [13, 15]。形状函数对应于每个坐
标方向上 (r + 1)阶 Gauss-Lobatto求积规则的支持点的拉格朗日插值多项式的乘积，其中 r表
示多项式次数。方法 (2)的离散公式可以表示为

A(l)U (l) +B(l)P (l) = F (l) (6)

C(l)U (l) +D(l)P (l) = G(l), (7)

其中U (l)代表速度场的自由度向量，而 P (l)是压力场的自由度向量。关于所有矩阵和向量的具
体表达式，请参见 [13, 17, 16]。我们仅报告矩阵 A(l) 的表达式，该表达式将在第 3节的讨论中
用到：

A
(l)
ij =

∑
K∈TH

∫
K

ρ(l)ϕj ·ϕidx, (8)

其中 TH表示计算网格，ϕi表示用于离散化速度的空间多项式函数集的基础函数，而 dx是积分
的空间元素。形式上，从 (6)可以推导出

U (l) =
(
A(l)

)−1 (
F (l) −B(l)P (l)

)
, (9)

并获得
D(l)P (l) +C(l)

(
A(l)

)−1 (
F (l) −B(l)P (l)

)
= G(l). (10)

上述系统然后按照 [12]中描述的固定点程序求解。在 3.1节和 3.3节中，我们描述了使用不同的
预处理和求解技术对系统 (10)的影响。
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3 数值结果

在本节中，我们展示了使用上一节所述的数值方法模拟理想化三维地形大气流测试案例 [11,
15]的结果，并重点关注其可扩展性。这些模拟使用了高达 1024个 2x AMD EPYC Rome 7H12
64c 2.6GHz CPU在MeluXina HPC设施 1上运行，并采用了 OpenMPI 4.1.5。编译器是 GCC
版本 12.3，向量化级别为 256位。
我们考虑一个流经钟形山的三维配置，已经在 [11, 13, 15]中进行了研究。计算域是 (0, 60)×

(0, 40)× (0, 16) km。山体轮廓定义如下：

h(x, y) = hc

[
1 +

(
x− xc

ac

)2

+

(
y − yc
ac

)2
]− 3

2

, (11)

其中 hc = 400m, ac = 1 km, xc = 30 km,和 yc = 20 km。浮力频率为N = 0.01 s−1，而背景速度
为 u = 10m s−1。最终时间是 Tf = 1 h。初始条件如下 [4]：

p = pref

{
1− g

N2
Γ
ρref
pref

[
1− exp

(
−N2z

g

)]}1/Γ

, ρ = ρref

(
p

pref

)1/γ

exp
(
−N2z

g

)
, (12)

其中 pref = 105 Pa和 ρref =
pref

RTref
，且 Tref = 293.15K。最后，我们设定 Γ = γ−1

γ 。我们引用
[15]来实现边界条件。除非另有说明，我们考虑 a) 一个由Nel = 120× 80× 32 = 307200个元素
组成的均匀网格，多项式次数为 r = 4，导致每个标量变量大约有 38.5百万个未知数和 125m的
分辨率；以及 b)一个由Nel = 204816个元素组成的非一致网格，产生每个标量变量大约 25.6百
万个未知数和最大分辨率为 62.5m。非一致网格的特点是相邻单元在水平和垂直方向上具有不
同的分辨率 [15, 16]，其使用提供了显著的计算节省 [15, 16]。以下优化标志在整个运行中被采用：

-O2 -funroll-loops -funroll-all-loops -fstrict-aliasing -Wno-unused-local-typedefs

这些是发布模式下 deal.II 的标准设置（参见 https://www.dealii.org/developer/users/

cmake_user.html）。不幸的是，由于计算资源的限制，本节中报告的比例分析只能对每种不同
的配置执行一次。

3.1 预处理技术的影响

预条件共轭梯度法结合了几何多重网格预条件器用于求解对称正定线性系统，而对于非对称
线性系统的求解，则采用了带有 Jacobi预条件器的 GMRES求解器。采取了 [2]无矩阵的方法，
意味着没有构建全局稀疏矩阵，仅实现了线性算子在向量上的作用。这种方法对于高阶离散化
方法 [7]非常有效。然而，这给预条件带来了某些困难，因为矩阵不可用且无法采用诸如 ILU等
标准技术。对于对称正定系统，与无矩阵方法兼容的有效预条件技术基于所谓的 Chebyshev多
项式，该多项式依赖于矩阵特征值的估计以抑制特征值范围 [9]。
基于特征值估计的方法不能直接用于求解 (10)，因为它需要预条件矩阵 [21]的对称性和正

定性。此外，由于无矩阵方法的原因，无法轻易获得矩阵 (A(l))−1、D(l)和 C(l)的元素。在一
个无矩阵框架中，可以通过将算子应用于所有单位向量来得到该算子的矩阵表示。显然，这是

1https://docs.lxp.lu/
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一个非常低效的过程，因为它需要对一个 n × n矩阵执行 n次算子评估。实际上，积分是如此
高效以至于计算在没有显著额外开销的情况下完成 2。然而，使用此过程来计算 (A(l))−1，D(l)

和 C(l) 却非常低效，因为它需要评估三个算子以及在每次算子评估时求解一个线性系统以计算
(A(l))−1。因此，最简单的解决方案是仅考虑由D(l) 提供的贡献，这考虑了内能。对于本文研
究中的低马赫数流，由于速度通常较低，内能在相对于动能方面占据主导地位，这种近似可以
被认为是可靠的。这是在 [15]中采用的策略，我们称之为内部能量预处理器。
另一种可以在无矩阵框架中轻松实现的方法是定义一个算子，该算子在求解 (10)时考虑基

础的非线性 Helmholtz型方程 (5)。更具体地说，我们考虑与压力 DG离散化相关的弱形式的体
积贡献 (5)。因此，预条件子是矩阵 S̃

(l)
对角部分的逆，其元素为

S̃
(l)
ij =

∑
K∈TH

∫
K

ρ(n,l)e
(
Ψj , ρ

(l)
)
Ψidx+

∑
K∈TH

∫
K

ã2ll∆t2
(
e
(
p(l), ρ(l)

)
+

p(l)

ρ(l)

)
∇Ψj · ∇Ψidx.

(13)
其中Ψi表示用于离散化压力的多项式函数空间的基础函数。矩阵 S̃

(l)
是两个贡献的和：第一个

考虑内部能量，与矩阵D(l)一致；第二个考虑由于比焓的贡献，并考虑到底层椭圆性质的 (5)。
在固定点过程中，(13)中的压力 p(l) 是在前一次固定点迭代中评估的。我们称此策略为赫尔姆
霍茨预条件器。
对使用两种预处理技术的求解时间进行分析显示，当使用均匀网格时，采用 Helmholtz预条

件器仅能带来相对较小的计算时间节省——大约为 18%（使用 128个核心（1个节点））——且
随着核心数量增加而减少（图 1）。对于非一致网格，计算时间节省更为显著，使用 128个核心
时节省了 60%，使用 2048个核心时则节省了 46%（图 1）。因此，策略 Helmholtz 预条件器在求
解时间方面具有显著优势，特别是在非一致网格的情况下。接下来，我们将仅关注这种预处理
技术以及使用非一致网格的实验。

Figure 1: 预处理技术分析，在问题 (2)的数值解中所花费的实际时间，流经 3D小山测
试案例。左侧：均匀网格。右侧：非一致网格。黑色线条显示了使用赫尔姆霍兹预条件

器方法的结果，而红色线条显示了使用内部能量预条件器方法的结果。

2https://www.dealii.org/current/doxygen/deal.II/step_37.html
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3.2 执行标志和版本的影响

接下来，我们分析一些执行标志的影响以及使用 deal.II9.6.2版本 [1]代替 deal.II9.5.2版
本 [2]的影响。得益于MeluXina的 EPICURE团队的支持，已经表明执行标志

导出 DEAL_II_NUM_THREADS="$SLURM_CPUS_PER_TASK"

导出 OMP_NUM_THREADS="$SLURM_CPUS_PER_TASK"

在强扩展性和墙钟时间两个方面都提高了求解器的并行性能（图 2）。然而，使用 deal.II9.6.2
版本获得了更大规模的并行性能提升，与在拥有 2048 个核心（即 16 个节点）的运行中使用
9.5.2 版本相比，计算时间节省了大约 28%。因此，在以下第 3.3节的结果中，采用了具有最优
执行标志的 deal.II9.6.2 版本。

Figure 2: 使用不同执行标志对问题 (2)数值解性能的影响，流动经过 3D小山测试案
例。左：强扩展性。右：WT时间。结果是通过非一致网格获得的。黑线显示了标准执
行标志的结果，而红线显示了最优执行标志的结果。

Figure 3: 使用不同 deal.II版本对问题 (2)数值解的影响，流动经过三维山丘测试案
例。左：强扩展性。右：WT 时间。结果是在非一致网格下获得的。黑色线条显示了使
用 deal.II9.6.2 版本和最优执行标志的结果，而红色线条则显示了使用 deal.II9.5.2
版本和标准执行标志的结果。
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3.3 块对角算子的快速评估

最后，我们调查了算法不同部分所花费的计算时间分布。性能分析显示，正如预期的那样，
绝大多数执行时间都花在求解问题 (10)计算压力场（图 4）上。结果是使用非一致网格获得的，
但对于均匀网格也同样适用（未展示）。除了计算压力场所花费的计算时间外，可以立即注意到
计算速度场的相对成本在增加（图 4中的橙色条），其范围从 128核心时的大约 3.6%到 2048核
心时的大约 13%。该算法的一部分包括计算 (A(l))−1（我们参考 [12, 13]获取所有细节），即求
解一个线性系统。然而，由于无矩阵方法，在固定点循环中这个操作会被重复多次，这解释了
计算负担的增加。
矩阵A(l) (8) 是一个简单的块对角算子。在 DG框架中评估和求逆块对角算子的有效技术已

在 [7]中提出。然而，它们要求沿每个坐标方向使用相同数量的积分点和自由度，因为这会在基
变换后，在块对角算子 [7]的代数结构中产生对角块。更具体地说，如 [7, 8]所解释的那样，块
对角算子被求逆为 S−TJ−1S−1.。其中 J 是一个对角矩阵，其元素等于雅可比行列式的值乘以
数值积分权重，而 S是一个方阵，行是基函数，列是数值积分点，即 Sij = ϕi(xj)。然后将矩阵
S构建为小一维矩阵的克罗内克积（张量积），这些小一维矩阵可以在每个阶段高效求逆。在一
个节点 DG框架中，节点位于 Gauss-Legendre-Lobatto公式的求积点 r + 1上，正如这里所考
虑的那样，这意味着可以沿每个坐标方向使用具有 r + 1个求积点的 Gauss-Legendre公式来进
行数值积分。
这种方法的主要缺点是引入了混叠误差。基于高斯-勒让德公式具有 r+1个求积点的数值积

分可以精确地积分次数不超过 2r+1的多项式，因此在 [7]中提出的策略不会为由两个基函数乘
积组成的经典质量矩阵引入混叠误差。然而，矩阵 A(l) (8) 是一个修改后的质量矩阵，并且是
由三个多项式的乘积组成。因此，对于 r > 1会引入混叠误差。到目前为止所示结果的数值积分
基于所谓的相容积分或过积分（详见 [14]以获取更多详情）。更具体地说，采用了一个在每个坐
标方向上有 2r+ 1个求积点的高斯-勒让德公式。请注意，选择多项式表示密度、速度和压力的
方法避免了理想气体定律中的任何多项式除法，因此由于前述一致积分，所有积分都可以无混
叠误差地计算出来。因此，数值求积公式的选取与需要对所有项进行积分以避免混叠误差有关。
首先，我们分析快速评估块对角算子在精度方面的影响。我们考虑一个由Nel = 60×40×16 =

38400个元素组成的均匀网格，即，分辨率 250m，最终时间 Tf = 1 h。两种数值策略求解线性
系统的结果建立了良好的一致性（图 5）。使用块对角算子的快速评估节省了大约 20%的计算时
间。因此，第一次测试表明，尽管存在混叠误差，但块对角算子的快速评估在精度方面提供了
类似的结果。我们将在未来的工作中进一步研究这一问题。
最后，我们展示了块对角算子的快速评估对并行性能的影响。可以很容易地注意到计算速度

场所花费的计算时间显著减少（图 6中的橙色条）。更具体地说，相对于运行时间的比例降低到
大约 0.52%，使用了 2048个核心。强扩展性（图 7左上角），当使用块对角算子的快速评估（红
线）时，显然不如使用一致积分（黑线）好，因为块对角算子的评估非常高效，即使对于相对
较少的核心数量也只需要很少的时间（图 7左下角）。这一点进一步通过显著的求解时间优势得
到确认 - 使用 128个核心时为 53%，使用 2048个核心时约为 47%- 由块对角算子的快速评估带
来（图 7右上角）。此外，可以很容易地注意到，大部分计算时间都用于求解 (10)以计算压力场
（图 7，右下角）。
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Figure 4: 算法中各种块的计算时间分布，用于解决 (2)问题，即三维山丘流动测试案
例，作为核心数量的函数。

Figure 5: 三维山丘流动测试案例，在Tf = 1 h处计算的垂直速度。左：x−z在 y = 20 km
处的切片。右：x − y 在 z = 20 km处的切片。连续的黑色线条显示了使用一致积分的
结果，而虚线红色线条报告了块对角算子快速评估的结果。

4 结论

本文报告了在大气动力学模拟中 IMEX-DG模型的并行性能最近取得的进步，这些内容呈现
于 [12, 13]，并遵循了 [16]中的分析。首先，我们展示了使用合适预条件器的影响，然后是使用
合适的执行标志和最新版本的 deal.II的影响，最后是针对块对角算子 [7]的有效无矩阵技术
的使用。
在未来的工作中，我们旨在进一步分析预条件子的理论性质，进一步研究直接求解块对角算

子的影响，并利用此技术构建更合适的代数/几何预条件子，因为 (A(l))−1 可以很容易地计算。
然而，我们指出，对于源自双曲问题的非对称线性系统的无矩阵多重网格预条件子的收敛性质，
尚没有理论结果。此外，我们计划纳入更复杂的物理现象，特别是潮湿空气，并开发一个包含
旋转的球面几何三维动力内核，以便能够测试更现实的大气流。
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Figure 6: 算法解决 (2)问题时，计算时间在各个块中的分布情况，该问题是使用 2048
个核心进行的三维山丘流动测试案例。左：一致数值积分。右：快速评估块对角算子。

Figure 7: 求解器对问题 (2)的并行性能，即三维丘陵流动测试案例中块对角算子快速评
估的性能。左上：强扩展性。右上：墙钟时间。左下：块对角算子评估的墙钟时间。右

下：用于压力场 (10)线性系统求解的墙钟时间。在顶部面板中，黑色线条显示了快速评
估块对角算子的结果，而红色线条报告了采用一致积分得到的结果。
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