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计算包含指定子群的有限群的子群的数量

LORENZO GUERRA, FABIO MASTROGIACOMO, AND PABLO SPIGA

摘要. 令 R为一个有限群，T 为 R的子群。我们证明包含 T 的 R的子群至多有

7.3722[R : T ]
log2[R:T ]

4
+1.8919

个。

1. 介绍

令 R为一个阶数为 r 的有限群。由于任何在 R中的严格下降的子群链长度最多为 log2 r，
因此每个子群 H ≤ R可以由至多 blog2 rc个元素生成。因此，R中子群的总数上限为

rblog2 rc ≤ rlog2 r.

这一经典估计给出了有限群中子群数量的一般上限。
这个界限结果接近紧致。例如，如果R是一个阶为 r = 2a的初等阿贝尔 2-群，则阶为 2ba/2c

的子群数量由 2-二项式系数给出[
a

ba
2
c

]
2

=
2a − 1

2b
a
2
c − 1

· 2a−1 − 1

2b
a
2
c−1 − 1

· · · 2
a−ba

2
c+1 − 1

2− 1
.

这个数量满足
[

a
ba/2c

]
2
≥ 2a

2/4，因此在这种情况下我们有

2a
2/4 = rlog2 r/4

作为 R的子群数量的下界。
Borovik、Pyber 和 Shalev 的一个更强的结果 [2, Corollary 1.6]，依赖于有限单群分类定

理，表明对于任意阶为 r的有限群，其子群的数量至多为

r
log2 r·

(
1
4
+o(1)

)
.

这证实了上面的例子实际上达到了最大可能的增长率。
在许多应用中，指数中有显式的常数是很重要的。在这个方向上，Spiga [8]获得了结果的

有效版本：每个阶为 r的有限群最多有

7.3722 · r
log2 r

4 +1.5315
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个子群。这个界在 [3]中得到了改进，在指数中的加性常数 1.5315被去掉了。这个显式的界也
被用作证明 [4]主要定理的关键步骤。
在本文中，我们感兴趣的是该问题的一个推广。设 R是一个有限群，并设 T ≤ R是其子

群。定义
Sub(R, T ) = {H ≤ R : T ≤ H}.

我们的目标是为 |Sub(R, T )|建立一个上界。使用相同的论据，我们可以得到一个初步的界限：
如果 |R| = r和 |T | = t，那么包含 T 的 R子群链的长度至多为 log2(r/t)。因此，每个这样的子
群都可以由一个最多 blog2(r/t)c个元素的集合生成，再加上 T。因此，最多有(r

t

)log2

(
r
t

)

个包含 T 的 R子群。如前所述，这个界限不是最优的——当 T 是平凡子群时这一点已经很明
显了。我们在这里提供了一个该不等式的改进版本，推广了 [8]的主要结果。

定理 1.1. 令 R是一个有限群，并令 T ≤ R。那么

|Sub(R, T )| ≤ 7.3722 · [R : T ]
log2[R:T ]

4 +1.8919.

我们相信指数中的常数 1.8919可以被移除，就像主要结果 [3]中那样。这个定理在置换群
的背景下也有一个自然的解释。假设 R是一个有限传递群，作用在一个集合 Ω上，其定点稳定
化子为 T 且度数为 n = [R : T ]。众所周知，R的不可分系统与包含稳定子的 R的子群一一对
应。因此，定理 1.1导出了以下推论。

推论 1.2. 令 R是一个次数为 n的传递群。那么 R至多有

7.3722 · n
log2 n

4 +1.8919

个非本原系统。

定理 1.1的证明紧跟着 [8]中的论证，后者给出了 [2, Corollary 1.6]的初等证明。论证的核
心部分在 [2, Corollary 1.6 ]中依赖于估计有限群中的极大子群的数量。论文 [1, 5]提供了朝这
个方向的有价值的结果，尽管隐含常数的存在使得提取显式界限变得困难。
类似地，关于极大非本原系统数量的结果可以在 [6]中找到。

对于一个非零整数 n，我们定义 λ(n)为 n的素因子个数，重复次数也被计算在内。我们相
信可以通过用 λ([R : T ])替换 log2([R : T ])来改进我们的主要结果。

猜想 1.3. 存在一个常数 c > 0，使得如果 R是一个有限群，并且 T ≤ R，则

|Sub(R, T )| ≤ [R : T ]λ([R:T ])+c.

对于这个猜想，我们几乎没有证据：从第 2节的结果来看，在幂零群中它是成立的。函数
λ的灵感来源于其在 Pyber 的著名且重要的结果 [7]中的类似应用。
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证明的关键步骤是建立定理 1.1对于 p-群的有效性。这一工作在第 2节中完成。一般情况
则在第 3节中处理，我们首先给出子群计数的论证，然后发展一些算术观察结果，这些最终导
致了界限的确立。贯穿全文，如果 k是整数，R是一个群并且 T ≤ R，我们定义

Subk(R, T ) = {H ∈ Sub(R, T ) : [R : H] = k}.

2. 素数幂阶群的界

如果 p是素数且m, r是非负整数，高斯二项式系数被定义为[
m

r

]
p

=
r−1∏
i=0

pm−i − 1

pi+1 − 1
.

我们将使用这个涉及高斯二项式系数的递推方程：[
m+ 1

r

]
p

=

[
m

r

]
p

pr +

[
m

r − 1

]
p

.

命题 2.1. 令 P 是一个 p-群，其中 p是素数，设 T 是 R的一个指数为 pc的子群。然后，

|Subpk(P, T )| ≤
[
c

k

]
p

.

证明. 我们通过归纳法对 k进行论证。如果 k = 0，那么该命题是显然的。假设 k > 0，并取一
个包含 T 的最大子群M ≤ P。一个指数为 pk 的子群 H 有两种可能的情况：要么是 H ≤ M，
要么是 H 6≤ M。
如果 H ≤ M，那么通过归纳法，对于 H 至多有[

c− 1

k − 1

]
p

种选择。
假设 H 6≤ M。取 x ∈ P \M。那么，P = 〈M,x〉。此外，由于M E P，P 的每个元素都具有
形式mxα，对于某些 α ∈ Z和某些m ∈ M。因为M 是最大的，所以 xp ∈ M。因此，通过选
择m，P 的每个元素都具有形式m′xβ，对于某些m′ ∈ M 和 β ∈ {0, 1, . . . , p− 1}。
观察到 H = 〈H ∩M,mxβ〉，带有m ∈ M 和 β ∈ {1, . . . , p− 1}。通过将mxβ 替换为 (mxβ)γ，
其中 βγ ≡ 1 mod p，我们可以假设，不失一般性地，β = 1，使得 H = 〈H ∩M,mx〉。此外，
如果 (H ∩M)m′ = (H ∩M)m，则 〈H ∩M,mx〉 = 〈H ∩M,m′x〉。因此，为了确定子群H，只
需要指定它与M 的交集，以及在M 中的一个陪集 H ∩M。有 [M : H ∩M ] = pk 个陪集，并
且通过归纳法，最多有 [

c− 1

k

]
p

种选择用于 H ∩M。因此，我们总共有最多[
c− 1

k − 1

]
p

+

[
c− 1

k

]
p

pk =

[
c

k

]
p

个指数为 pk 的子群。 �



4 L. GUERRA, F. MASTROGIACOMO, AND P. SPIGA

在 [8]中，作者定义了一个函数 S(p, a)使得每个阶为 pa 的群最多有 S(p, a)个子群。该函
数定义如下。

S(p, a) =



2 if a = 1,

p+ 3 if a = 2,

2p2 + 2p+ 4 if a = 3,

p4 + 3p3 + 4p2 + 3p+ 5 if a = 4,

2p6 + 2p5 + 6p4 + 6p3 + 6p2 + 4p+ 6 if a = 5,

c(p)p
a2

2 if a ≥ 6,

其中

C(p) =
∏
i≥1

1

1− 1
pi

,(1)

c(p) = 2.129C(p).(2)

此外，他观察到
a∑

k=0

[
a

k

]
p

≤ S(p, a).

特别地，如果 P 和 T 如命题 2.1所示，则我们有

|Sub(P, T )| ≤
c∑

k=0

|Subpk(P, T )| ≤
c∑

k=0

[
c

k

]
p

≤ S(p, c).

3. 定理的证明 1.1

我们从一个初步的观察开始。

引理 3.1. 令 R 是一个有限群，T 是 R 的子群，p 是一个素数，并且令 Sylp(R, T ) 表示满足
T ∩ P ∈ Sylp(T )的 R的 p-西罗子群 P 的集合。然后在 Sylp(R, T )上由共轭作用的 T 轨道数最
多为 [R : T ]/pc，其中 pc是 p整除 [R : T ]的最大幂。

证明. 令 P ∈ Sylp(R, T )。由西罗定理，Sylp(R, T )的每个元素都具有形式 P x，对于某些 x ∈ R，
使得 T ∩ P x ∈ Sylp(T )。定义

P = {x ∈ R | T ∩ P x ∈ Sylp(T )},

并观察 P 是 (NR(P ), T )-双陪集的并。
设 x1, . . . , xt是 (NR(P ), T )-双陪集在 P 中的代表集。注意到 t是 T -轨道在 Sylp(R, T )上的

数量。然后，

|NR(P )xiT |
|T |

= |NR(P ) : NR(P ) ∩ T x−1
i | = |NR(P

xi) : NR(P
xi) ∩ T |.
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由于除以 |NR(P
xi)|的最大 p的幂是 |P |，且除以 |NR(P

xi)∩ T |的最大 p的幂是 |T ∩ P |，因此

|NR(P
xi) : NR(P

xi) ∩ T |

能被 pc整除。因此，每个 (NR(P ), T )-双陪集在 P中至少包含 pc个不同的右陪集 T 在R中。因
此，这样的双陪集的数量至多为 [R : T ]/pc。 �

命题 3.2. 令 R为一个有限群，并设 T < R。假设

[R : T ] =
∏̀
i=1

pcii ,

其中 ci > 0和 pi是不同的素数。那么，

|Sub(R, T )| ≤ [R : T ]`−1
∏̀
i=1

S(pi, ci).

证明. 令H ∈ Sub(R, T )。然后，H 由 T 和一个 `-元组 (H1, . . . , H`)生成，其中每个Hi都是H

的 pi-Sylow子群。
如引理 3.1中所述，对于每个 i ∈ {1, . . . , `}，令

Sylpi
(R, T ) = {Ri ∈ Sylpi

(R) | Ri ∩ T ∈ Sylpi
(T )}.

通过可能替换 `-元组 (H1, . . . , H`)，我们可以不失去一般性地假设对于所有 i都有Hi ∈ Sylpi
(H,T )。

由西罗定理，每个 Hi都包含在 R的一个 pi-西罗子群 Ri中。注意到

Ri ∩ T = Ri ∩H ∩ T = Hi ∩ T ∈ Sylpi
(T ),

所以 Ri ∈ Sylpi
(R, T )。此外，由于 H 包含 T，对于每一个 t1, . . . , t` ∈ T，`-元组 (H1, . . . , H`)

和 (Ht1
1 , . . . , Ht`

` )与 T 一起生成相同的子群 H。
因此，为了限定包含 T 的 R的子群数量，我们估计 `元组 (R1, . . . , R`)的数量，这些元组

满足 Ri ∈ Sylpi
(R, T )，并以 T 共轭。一旦 Ri 被固定，我们计算可能的子群 Hi ≤ Ri 的数量，

使得 Hi ∈ Sylpi
(H,T )。

由命题 2.1，我们知道

|Sub(Ri, Ri ∩ T )| ≤ S(pi, ci).

应用引理 3.1，这样的 Ri的 T -共轭类的数量至多为 [R : T ]/pcii 。因此，这样的 `元组的数量至
多为 ∏̀

i=1

[R : T ]

pcii
= [R : T ]`−1

结果随之得出。 �
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3.1. 算术观察.

引理 3.3. 令 p是一个素数，令 c是一个正整数，并且令 r/t是 pc的倍数。那么 S(p, c) ≤ 7.3722 ·
pc

log2(r/t)
4 。

证明. 由于 r/t → log2(r/t)是单调递增的，我们可以假设 r/t = pc。特别地，7.3722 · pc
log2 r/t

4 =

7.3722 · p c2

4 log2 p。现在通过区分 c的各种可能性来完成证明。当 c = 1时，我们有 S(p, 1) = 2和

7.3722 · p c2

4 log2 p = 7.3722 · p
log2 p

4 ≥ 7.3722 · 21/4 = 9.5136.

当 c = 2时，S(p, 2) = p+ 3和

7.3722 · p c2

4 log2 p = 7.3722 · plog2 p ≥ 7.3722 · p;

显然，p+ 3 ≤ 7.3722 · p。案例 c ∈ {3, 4, 5}完全相似。假设 c ≥ 6。现在，c(p)p
c2

4 = S(p, c) ≤
7.3722 ·p c2

4 当且仅当 c(p) ≤ 7.3722。从 (1)，p 7→ c(p)是一个单调递减函数，因此 c(p) ≤ c(2) =

7.372187 < 7.3722。 �

引理 3.4. 令 r为一个整数，令 t为 r的一个除数，令 p为 r/t的一个素因子，并且令 pc为 p的
最大幂次，该幂次可以整除 r/t。然后，

r

t
S(p, c) ≤

(r
t

)c
log2

(
r
t

)
4

,

除非 (p, c, r/t) 如表 3.1所示。

证明. 由引理 3.3-3.8得自于 [8]。 �

命题 3.5. 令 R为一个有限群，令 T 为 R的子群，令 p为 [R : T ]的素数因子，且令 pc为 p整
除 [R : T ]的最大幂。然后，要么是 r/tS(p, c) ≤ pc

log2(r/t)
4 ，或者是以下情况之一成立

(1) R 和 T 满足定理 1.1，
(2) p ∈ {5, 7, 11, 13, 17} 和 c = 1，
(3) p = 3 和 c ≤ 3，
(4) p = 2.

证明. 假设 (r/t)S(p, c) > pc
log2(r/t)

4 。特别是，(c, p, r/t)如表 3.1所示。我们依次考虑这些情况。
当 c = 1时，我们处于表 3.1的第一行。特别是，我们只需要处理 p = 19和 p = 23，因为当
p ≤ 17时，我们可以看到部分 (2)–(4)得以满足。特别是，我们只有有限的情况需要考虑。令
r = pa1

1 · · · pa`

` 和 t = pb11 · · · pb`` 为 r和 t的不同素数幂的分解。让我们考虑函数

f
(r
t

)
:=

(r
t

)`−1 ∏̀
i=1

S(pi, ai − bi).

根据命题 3.2，如果 f(r/t) ≤ 7.3722 · (r/t)log2(r/t)/4+1.8919成立，则定理 1.1成立，从而部分 (1)
得以满足。因此，我们可以假设 f(r/t) > (r/t)log2(r/t)/4+1.8919。我们已在计算机上实现了此功
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c p Comments on r/t

1 23 r/t ≤ 184

19 r/t ≤ 71 896

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 any r/t

2 7 r/t ≤ 294

5 r/t ≤ 407 850

2, 3 any r/t

3 5 r/t ≤ 250

2, 3 any r/t

4 3 r/t ≤ 9 396

2 any r/t

5 3 r/t ≤ 34 375

2 any r/t

c ≥ 6 3 r/t ∈ {729, 1 458, 2 187, 2 916}
2 any r/t

表 1. 引理 3.5中的小素数例外情况

能，并已检查在表 3.1中描述的范围内没有 r/t满足 f(r/t) > 7.3722 · (r/t)log2(r/t)/4+1.8919。当
c = 2时，我们处于表 3.1的第二行。特别是，我们只需要处理 p = 5和 p = 7，因为当 p ≤ 3

时，我们可以看到部分 (2)–(4)得以满足。特别地，我们只有有限数量的情况需要考虑。我们已
经验证在表 3.1所描述的范围内没有 r/t满足 f(r/t) > 7.3722 · (r/t)log2(r/t)/4+1.8919。这些情况
a ≥ 3类似。 �

我们现在准备完成定理 1.1的证明。如同命题 3.2，我们写作 [R : T ] =
∏`

i=1 p
ci
i 。令 I 为指

标 i ∈ {1, 2, . . . , `}的集合，其中包含

r

t
S(pi, ci) > p

ci
log2(r/t)

4

i ,

，并且令 P = {pi : i ∈ I}。从命题 3.5，我们可以限制到 P ⊆ {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17}的情况。此
外，如果 i ∈ I 且 pi ∈ {5, 7, 11, 13, 17}，则 ci = 1。特别是，|I| ≤ 7。由命题 3.2和 3.5，我们
得到

|Sub(R, T )| ≤ (r/t)|I|−1
∏
i∈I

S(pi, ci)
∏̀
i=1
i/∈I

(r/t)S(pi, ci) ≤ (r/t)|I|−1
∏
i∈I

S(pi, ci)
∏̀
i=1
i/∈I

p
ci log2(r/t)

4

i .

(3)

现在，当 2 ∈ P，令 i0 ∈ I 具有 pi0 = 2并设 I0 = {i0}；当 2 /∈ P，设 I0 = ∅。设 α > 0在(r
t

)|I|−|I|0 ∏
i∈I\I0

S(pi, ci) ≤
(r
t

)α ∏
i∈I\I0

p
ci

log2(r/t)
4

i .
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下为最小值对不等式的两边取对数并重新排列项，我们得出

α ≥ |I| − |I0|+
∑

i∈I\I0
log(S(pi, ci))

log(r/t)
−

∑
i∈I\I0

ci log(pi)
4 log(2)

.

现在观察到 r/t ≥
∏

i∈I\I0
pcii 因此

α ≥ |I| − |I0|+
∑

i∈I\I0
log(S(pi, ci))∑

i∈I\I0
ci log(pi)

−
∑

i∈I\I0

ci log(pi)
4 log(2)

.(4)

回忆 {pi | i ∈ I \ I0} ⊆ {3, 5, 7, 11, 13, 17}并记住对于每个 i都有 ci ≤ 3（实际上，对于每个 i

都有 ci = 1，除了可能是素数 3，其中 ci ≤ 3）。因此，(4)的右边可以通过计算器显式计算。我
们得到可以选择 α = 1.8919。
现在，从 (3)，当 I0 = ∅时，我们推导出

|Sub(R, T )| ≤ (r/t)α−1
∏̀
i=1

p
ci log2(r/t)

4

i = (r/t)log2(r/t)/4+α−1.

类似地，当 I0 6= ∅时，应用引理 3.3与 p = 2，我们推导出

|Sub(R, T )| ≤ S(2, ci0)(r/t)
α
∏̀
i=1
i 6=i0

p
ci log2(r/t)

4

i ≤ 7.3722(r/t)α
∏̀
i=1

p
ci log2(r/t)

4

i = 7.3722(r/t)log2(r/t)/4+α.
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