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倒势阱的量子力学
— 具有虚特征值的厄米特哈密顿量，量子-经典对应关系

Ni Liu∗ and J.-Q. Liang
Institute of Theoretical Physics, State Key Laboratory of Quantum Optics and Quantum Optics Devices,

Shanxi University, Taiyuan 030006, Shanxi, China

本文研究了在倒置势阱中粒子的量子化问题。哈密顿量是厄米特的，而势则是下方无界的。经典地
讲，粒子从势顶中心加速远离。存在的本征态必须是不稳定的，并具有虚本征值，这表征了状态的衰减
率。我们通过代数方法解决了倒置势阱的哈密顿问题，使用了与正常振子情况相似的虚频率提升和降
低玻色子算符。玻色子数算符是非厄米特的，而整数本征值当然是实数。请求一组对偶的本征态，分别
用“bra”和“ket”表示，对应于复共轭数算符。在“bra”和“ket”状态之间存在正交归一化条件。我们
导出了一个空间非局域化的生成函数，从中可以通过坐标表示中的提升算符生成 n阶本征函数。“bra”
和“ket”的生成函数用虚积分测度相互归一化。定义在“bra”和“ket”状态之间的概率密度算符是
非厄米特不变量，分别导致了对于“bra”和“ket”状态的薛定谔方程。由于衰减，“bra”和“ket”态
自身的概率不是守恒量。虚频率玻色相干态定义为降低算符的本征态。在相干态中明确证明了最小不
确定性关系。最后，在相干态中的海森堡方程的概率平均值与经典运动方程精确一致。量子-经典对应
存在于虚本征值系统中。

PACS numbers:

I. 介绍

这是一个常识，量子力学中的哈密顿量是厄米的以保证实能谱和概率守恒。非厄米哈密顿量通常描述具有复
能谱的开放系统。Bender及其合作者首次发现厄米哈密顿量足以但不是必须拥有实本征值 [1–3]。如果非厄米哈
密顿量具有宇称-时间（PT）反射对称性 [1–11]，它则可以拥有实谱。具有实谱的非厄米哈密顿量被Mostafazadeh
称为伪厄米，他推导出了其必要条件 [12–14]。然而，伪厄米哈密顿量并不局限于 PT 对称性。发现 PT 非对称
哈密顿量也可以具有实数谱 [8, 15–17]。
事实上，不仅非厄米特哈密顿算子，保守系统的厄米特哈密顿算子在势能无下界的情况下也可能具有复数

谱。倒置双井势的复数谱很久以前就通过瞬子方法在半经典近似 [18, 19]下进行了研究。本征态的概率密度不再
是守恒量，不同于实数本征值。能量本征值的虚部表征了亚稳态的衰减率或寿命 [18, 19]。迄今为止，在量子力
学框架内尚未给出厄米特哈密顿算子严格意义上的复数本征值和相应的本征态。
我们在本文中通过代数方法解决了粒子在倒置势阱中的哈密顿问题。
经典地，粒子加速远离倒置势阱的中心。量子波函数当然是空间非局域化的。

II. 粒子在倒置势阱中的本征态

我们考虑质量为单位的粒子m = 1在倒置势阱中的哈密顿量

H =
p2

2
− 1

2
ω2x2. (1)
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经典方程的解是
x (t) = ± v

ω
sinhωt, (2)

其中 v是初始速度。该粒子以加速的方式远离倒置势阱中心移动。如果没有初始速度（v = 0），粒子将永远停留
在势阱顶部。而从量子力学的角度来看，它会因为不确定性原理而掉落。这一不稳定的静态解已经被量子力学
[20]从多个角度进行了深入研究。它被称为在 φ4场论中的 spheleron [21]。现有的本征态必须是不稳定的，具有
纯虚的本征值。

A. 厄米特哈密顿算子的复本征值

首先，我们介绍具有复本征值的厄米哈密顿量的一般形式。对于离散共轭本征值，分别需要一组对偶本征
态，使得，

Ĥ|un〉r = En|un〉r, Ĥ|un〉l = E∗
n|un〉l, (3)

其中 |un〉i与 i = r, l分别称为“右矢”和“左矢”状态。哈密顿量作用于方程 (3)右侧本征态时，这被称为正规
顺序。取方程的复共轭 ( 3)，我们得到反对正规序操作

r〈un|Ĥ = r〈un|E∗
n, l〈un|Ĥ = l〈un|En. (4)

正交归一条件是

l〈un|um〉r = δnm (5)

在对偶集本征态之间。期望值

l〈un|Ĥ|un〉r = En, r〈un|Ĥ|un〉l = E∗
n,

是明确定义的。然而，期望值

r〈un|
−→
H |un〉r = En r〈un|un〉r, r〈un|

←−
H |un〉r = E∗

n r〈un|un〉r,

l〈un|
−→
H |un〉l = E∗

n l〈un|un〉l, l〈un|
←−
H|un〉l = En l〈un|un〉l,

依赖于正规序方程 (3)和反对正规序方程 (4)的操作。状态密度 i〈un|un〉i 对于“bra”和“ket”态 i = r, l是非
规范化的。

Schrödinger 方程的特殊解

ih̄
∂

∂t
|ψ〉i = Ĥ|ψ〉i (6)

对于 i = r, l明显是

|ψn (t)〉r = e
1
h̄

(
−iER

n +EI
n

)
t|un〉r

|ψn (t)〉l = e
1
h̄

(
−iER

n −EI
n

)
t|un〉l (7)

其中复能量本征值写为实部和虚部 En = ER
n + iEI

n。”ket” 和 ”bra” 状态的概率密度

r〈ψn (t) |ψn (t)〉r = e
2
h̄EI

nt
r〈un|un〉r,

l〈ψn (t) |ψn (t)〉l = e−
2
h̄EI

nt
l〈un|un〉l

也不是守恒量。虽然正交归一条件方程（5）对时间依赖状态有效。

l〈ψm (t) |ψn (t)〉r = δmn.
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B. 非厄米数算符和厄米哈密顿量的虚部本征值

对于倒置的势阱，任何本征态都是不稳定的，因此如果存在本征值，则必须是纯虚数。我们将通过代数方法
求解该势模型。哈密顿量可以表示为

Ĥ = iωh̄

[
p̂2

2i
+

1

2
ix̂2
]
, (8)

其中 x̂, p̂是无量纲变量。由

â− =

√
i

2
(x̂+ p̂) , â+ =

√
i

2
(x̂− p̂) (9)

定义的虚频玻色子算符满足通常的对易关系
[â−, â+] = 1, (10)

而
â†− = iâ−, â†+ = iâ+.

哈密顿方程 (8) 可以用玻色子算符表示为

Ĥ = iωh̄

(
n̂+

1

2

)
, (11)

其中，玻色子数算符
n̂ = â+â−

由于
n̂† = −â−â+ = − (n̂+ 1) . (12)

是非厄米的 而哈密顿方程 (11) 是厄米的
Ĥ† = Ĥ

非厄米但具有实本征值的数算符称为伪厄米特 [12–14, 16? ? –19]，其也具备一组对偶本征态

n̂|n〉r = n|n〉r; r〈n|n = r〈n|n̂†

n̂†|n〉l = n|n〉l; l〈n|n = l〈n|n̂ (13)

“bra”(l〈n|) 和“ket”(|m〉r) 状态之间的正交归一化条件被定义为

l〈n|m〉r = δnm. (14)

哈密顿量的本征值由以下给出

Ĥ|n〉r = iωh̄

(
n+

1

2

)
|n〉r, Ĥ|n〉l = −iωh̄

(
n+

1

2

)
|n〉l. (15)

并且反对正规顺序是

r〈n|Ĥ = −iωh̄
(
n+

1

2

)
r

〈n|, l〈n|Ĥ = iωh̄

(
n+

1

2

)
l

〈n|. (16)

期望值定义为

l〈n|Ĥ|n〉r = iωh̄

(
n+

1

2

)
, r〈n|Ĥ|n〉l = −iωh̄

(
n+

1

2

)
,

这些是唯一的。“bra”或“ket”自身的期望值取决于正常/反常排序。

r〈n|
−→←−
H |n〉r = ±iωh̄

(
n+

1

2

)
r〈n|n〉r, l〈n|

−→←−
H |n〉l = ∓iωh̄

(
n+

1

2

)
l〈n|n〉l,

其中概率密度 i〈n|n〉i与 i = r, l 是非归一化的。它们也不是守恒量，因为本征态的不稳定性。
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C. SU(1, 1)− 生成表示法

SU(1, 1)生成元可以通过诸如

Ŝz =
1

2
(â+â− +

1

2
), Ŝ†

z = −Ŝz

Ŝ± =
1

2
â2±, Ŝ†

± = −Ŝ±, (17)

这样的虚频率玻色算子实现，在其中 Ŝz 是非厄米特的，这与正常振荡器 [21]的情况不同。x, y组件的操作符按
常规定义为

Ŝx =
1

2

(
Ŝ+ + Ŝ−

)
,

Ŝy =
1

2i

(
Ŝ+ − Ŝ−

)
.

x组件是反厄米特的
Ŝ†
x = −Ŝx

而 y组件是厄米特的
Ŝ†
y = Ŝy.

SU(1, 1)交换关系成立，使得 [
Ŝx, Ŝy

]
= iŜz,[

Ŝz, Ŝ±

]
= ±Ŝ±,[

Ŝ+, Ŝ−

]
= −2Ŝz.

哈密顿量由 SU(1, 1)生成元表示
Ĥ = 2iωh̄Ŝz. (18)

D. 升降算符，本征态的递推关系

我们给出了降低和提升算符下 n̂和 n̂† 的本征态的递推关系。算子 â− 作为降算符作用于“ ket ”态，因为
根据虚频率玻色子算符的对易关系方程 (10)，

n̂â−|n〉r = (n− 1) â−|n〉r

因此，
â−|n〉r = crn−|n− 1〉r. (19)

â+是“ ket ”态的升算符，
n̂â+|n− 1〉r = nâ+|n− 1〉r

和
â+|n− 1〉r = cr(n−1)+|n〉r. (20)
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利用方程对于 (19,20)，我们有
n̂|n〉r = n|n〉r = crn−c

r
(n−1)+|n〉r.

然后
crn−c

r
(n−1)+ = n,

从归一化条件方程 (14)得出。重复相同的过程对于状态 −|n− 1〉r,−|n− 2〉r 等等，我们得到递推关系。

cr(n−1)−c
r
(n−2)+ = n− 1

· · · · ··

cr1−c
r
0+ = 1

状态 −|0〉r 对应最低的初始能量，因此降低操作必须终止以使得

â−|0〉r = 0, cr0− = 0 (21)

我们设定解为
crn− = cr(n−1)+ =

√
n, cr(n−1)− = cr(n−2)+ =

√
n− 1...cr1− = cr0+ = 1. (22)

然后第 n个本征态 |n〉r 可以通过提升算子从基态 |0〉r 生成

|n〉r =
(â+)

n

√
n!
|0〉r (23)

对于“bra”状态，数算符是 n̂†。可以从方程（12，13）中很容易地发现，

n̂†a−|n〉l = (n+ 1) â−|n〉l,

和
n̂†â+|n〉l = (n− 1) â+|n〉l.

â−成为提升算符而降低算符是 â+与“ Ket”态的情况相反。我们假设

â−|n− 1〉l = cl(n−1)−|n〉l,

和
â+|n〉l = cln+|n− 1〉l.

然后根据方程组我们有 (12,13)
n̂†|n〉l = n|n〉l = −cl(n−1)−c

l
n+|n〉l.

按照与“ket”状态相同的过程，我们得到
cln+c

l
(n−1)− = −n

cl(n−1)+c
l
(n−2)− = − (n− 1)

· · · · ··

cl1+c
l
0− = −1 (24)

对最低能量态 |0〉l 的降操作必须终止
â+|0〉l = 0, cl0+ = 0. (25)
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假设方程组的解为 (24)

cln+ = cl(n−1)− = −i
√
n, cl(n−1)+ = cl(n−2)− = −i

√
n− 1...cl1+ = cl0− = −i. (26)

第 n个本征态由提升算子从基态生成

|n〉l =
(â−)

n

(−i)n
√
n!
|0〉l (27)

III. 波函数和归一化

“ket”波函数的生成函数是从基态方程方程（21）获得的，

â−|0〉r = 0,

在坐标表示中是 √
i

2

∫
〈x| (x̂+ p̂) |x′〉〈x′|0〉rdx′ = 0

即 (
x− i d

dx

)
ψr
0 = 0.

被称为生成函数的基态波函数是
ψr
0 =

1√
Nr

e−i x2

2 , (28)

其中 Nr 是待确定的归一化常数。第 n个激发波函数可以通过提升算子从方程 (23) 生成

ψr
n =

1
√
Nr

√
n!

(√
i

2

)n(
x− i d

dx

)n

e−i x2

2 (29)

”bra”态的生成函数是从方程 equation(25)

â+|0〉l = 0,

导出的，它在坐标表示中变为 (
x+ i

d

dx

)
ψl
0 = 0.

然后，
ψl
0 =

1√
Nl

ei
x2

2 .

第 n个”bra”本征态波函数写作

ψl
n =

1

(−i)n
√
n!
√
Nl

(√
i

2

)n(
x+ i

d

dx

)n

ei
x2

2 (30)

归一化条件借助于费曼路径积分中的虚积分测度 [21, 22]∫
l

〈0|x〉〈x|0〉rdx =
1√
N∗

l Nr

∫
e−ix2

dx =
1√
N∗

l Nr

√
π

i
= 1,

给出归一化常数

Nr =

√
π

i
, Nl =

√
π

−i
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归一化的波函数由以下表达式给出：

ψr
0 =

(
i

π

) 1
4

e−i x2

2 , ψl
0 =

(
−i
π

) 1
4

ei
x2

2

ψr
n =

1√
n!

(√
i

2

)n(
i

π

) 1
4
(
x− i d

dx

)n

e−i x2

2

ψl
n =

1

(−i)n
√
n!

(√
i

2

)n(
−i
π

) 1
4
(
x+ i

d

dx

)n

ei
x2

2 (31)

生成函数用虚积分测度归一化， ∫
(ψl

0)
∗ψr

0dx =
1√
π

∫
e−(

√
ix)2d(

√
ix) = 1,

这与费曼路径积分 [21, 22]中的完全相同。虽然“bra”和“ket”状态的概率都是常数

(ψi
0)

∗ψi
0 =

1√
π
,

对于 i = r, l。这些状态是非归一化的，因为空间坐标积分会导致无穷大。∫
(ψi

0)
∗ψi

0dx→∞.

IV. 虚频玻色子算符的相干态

虚频率玻色子算符的相干态可以定义为降低算符 â−，â+分别对于“ ket”和“ bra”本征态集的本征态。

A. “ Ket”集合的相干态

“ket”集合的相干态定义为降低算子
â−|α〉r = α|α〉r, (32)

的本征态，可以写成数算子 n̂ = â+â−的本征态的展开，

|α〉r =
∑
n

crn|n〉r.

定义方程 (32)导致递推方程
â−|α〉r =

∑
n

crnc
r
n−1|n− 1〉r = α

∑
n

crn|n〉r. (33)

然后对方程 (33)应用提升算子，我们有∑
n

crnâ+â−|n〉r =
∑
n

crnn|n〉r = α
∑
n

crnc
r
n+|n+ 1〉r. (34)

与状态 l〈n|取内积，我们得到
crnn = αcrn−1c

r
(n−1)+. (35)
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由于从方程 (22)可知 cr(n−1)+ =
√
n，系数的递推关系是

crn =
α√
n
crn−1,

crn−1 =
α√
n− 1

crn−2

· · · · ··

cr1 = αcr0 (36)

相干态变为
|α〉r =

∑
n

αn

√
n!
cr0|n〉r (37)

参数 cr0由归一化条件确定。

B. “bra”集的相干态

“bra”集合的相干态定义为降算子如

â+|α〉l = α|α〉l, |α〉l =
∑
n

cln|n〉l, (38)

和 ∑
clnâ+|n〉l = α

∑
cln|n〉l. (39)

的本征态。将提升算子 −â−应用到方程 (39)得到∑
cln (−â−â+) |n〉l =

∑
clnn̂

†|n〉l = −α
∑

clnâ−|n〉l,

，这变为 ∑
clnn|n〉l = −α

∑
clnc

l
n−|n+ 1〉l = −α

∑
cln−1c

l
(n−1)−|n〉l

= α
∑

cln−1i
√
n|n〉l, (40)

，注意到方程 (26)中的值 cl(n−1)− = −i
√
n。系数的递推关系是

cln =
iα√
n
cl(n−1),

cln−1 =
iα√
n− 1

cl(n−2),

· · · · ··

cl1 = iαcl0 (41)

“bra”集合的相干态是
|α〉l =

∑
n

(iα)
n

√
n!
cl0|n〉l. (42)
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“bra”和“ket”相干态之间的归一化条件被看到是

l〈α|α〉r =
∑
n

(−i)n|α|2n

n!

(
cl0
)∗
cr0

= e−i|α|2 (cl0)∗ cr0 = 1

归一化常数是
cr0 = ei

|α|2
2 , cl0 = e−i

|α|2
2 .

归一化的相干态由以下给出
|α〉r = ei

|α|2
2

∑
n

αn

√
n!
|n〉r (43)

以及

|α〉l = e−i
|α|2
2

∑
n

(−iα)n√
n!
|n〉l. (44)

C. 最小不确定性

相干态也可以通过最小不确定性来定义。位置和动量算符分别由虚频率玻色子算符表示为

x̂ =
1√
2i

(â− + â+) , p̂ =
1√
2i

(â− − â+) . (45)

根据相干态的定义
â−|α〉r = α|α〉r, r〈α|â†− = r〈α|α∗, â†− = iâ−,

â+|α〉l = α|α〉l, l〈α|â†+ = l〈α|α∗, â†+ = iâ+,

在相干态上的位置算符平均值计算为

〈x̂〉 = 1√
2i

l〈α| (â− + â+) |α〉r =
1√
2i

(α− iα∗) , (46)

其平方是
〈x̂〉2 = 1

2i

(
α2 − 2i|α|2 − (α∗)

2
)

(47)

而位置算符的平方读作
x̂2 =

1

2i

(
â2+ + 2â+â− + 1 + â2−

)
其平均值由下式给出

〈x̂2〉 = 1

2i

(
− (α∗)

2 − i2α∗α+ 1 + α2
−

)
(48)

偏差是
〈x̂2〉 − 〈x̂〉2 = − i

2
.

动量算符的期望值是
〈p̂〉 = 1√

2i
l〈α|â− − â+|α〉r =

1√
2i

(α+ iα∗)

其平方为
〈p̂〉2 = 1

2i

(
α2
− − (α∗)

2
+ i2α∗α

)
. (49)
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动量平方的期望值是
〈p̂2〉 = 1

2i

(
α2
− − (α∗)

2
+ i2α∗α− 1

)
.

动量偏差是

〈p̂2〉 − 〈p̂〉2 = i

2

最小不确定性满足，
∆x∆p =

1

2
, (50)

其中 ∆x =
√
〈x̂2〉 − 〈x̂〉2,和 ∆p =

√
〈p̂2〉 − 〈p̂〉2。

V. 本征态的衰减及动态量子经典对应关系

具有虚数本征值的本征态是不稳定的。虚数本征值表征了衰减率。时间依赖的 Schrödinger方程（6）的特
殊解分别由

|ψn (t)〉r = |n〉re
(
n+ 1

2

)
ωt, |ψn (t)〉l = |n〉le−

(
n+ 1

2

)
ωt (51)

给出，对应于”ket”和”bra”态。概率密度不再是守恒量。它随时间增加或减少，表明了虚数本征值的本质。非
厄米密度算符

ρ̂r,l = |ψ〉rl〈ψ|

对于“bra”和“ket”是一个不变量

ih̄
d

dt
ρ̂r,l = ih̄

∂

∂t
ρ̂r,l +

[
ρ̂r,l, Ĥ

]
= 0 (52)

这与薛 ö定谔方程 (51) [8–10, 21]一致。众所周知，相干态中的海森堡方程的平均值恰好与正常振子的古典轨道
[21]相符。我们现在研究在定义于方程式中的虚频玻色相干态中倒势阱的量子动力学。(32,38). 为此我们从海森
堡方程

dx̂

dt
=

1

ih̄

[
x̂, Ĥ

]
= ωp̂,

dp̂

dt
= ωx̂,

开始，因此
d2x̂

dt2
= ω2x̂. (53)

在相干态下海森堡方程 (53)的期望值是

..
α− i( ..α)∗ = ω2 (α− iα∗) (54)

分别对应于平均值 l〈α|x̂|α〉r 和
..
α+ i(

..
α)∗ = ω2 (α+ iα∗) (55)

对于平均值 r〈α|x̂|α〉l。方程组 (54, 55) 导出了微分方程

..
α = ω2α, (56)

，其解与经典轨道方程 2完全相同
x (t) = α (t) = ± v

ω
sinhωt.

量子-经典对应关系也存在于具有虚特征值的系统中。
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VI. 结论

对于处于倒置势阱中的粒子系统，哈密顿量是厄米的，然而，该势能下无界。本征值是纯虚数，因为本征态
不稳定。很久以前就用瞬子方法研究了亚稳态衰变，在这种方法中，复本征值的虚部表征了衰变速率 [18? , 19]。
具有纯虚数本征值的厄米哈密顿量尚未在基本对易关系下自洽地建立。本文采用代数方法，利用虚频率玻色子
算符解决了倒置势阱问题。需要一组与复共轭本征值对应的双态集合。正交归一条件适用于这些双态集合之间。
玻色子数算符是非厄米的，而整数本征值当然是实数。波函数的概率密度在空间上非局域化，并且定义在其虚
积分测度下，与费曼路径积分 [21, 22]相同。作为降算符的本征态导出的玻色相干态明确满足动量和位置算符的
最小不确定性。在相干态中海森堡方程的期望值给出了相同的经典轨道，表明精确的量子-经典对应关系。
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