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摘要
我们提出了一种使用快速傅里叶变换合成多波长大气波动光学仿真相位屏的方法。我
们通过将理论上的双波长光程长度结构函数与模拟结果进行比较来验证我们的工作，
发现两者非常一致。我们的相位屏合成方法将在强或深层湍流的双波长自适应光学仿
真中发挥作用。
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1. 介绍

快速准确地合成用于波光学模拟的大气相屏的技术一直是超过 30年的研究热点 [1–
9]。在这一历史的大部分时间里，主要目标是生成一个单一波长下的连续湍流路径的精确
离散表示。
近期，对于应用于光束投射的双波长或多波长自适应光学（AO）系统产生了兴趣 [10,

11] 。在双波长 AO中，大气是在一个波长下被感知而在另一个波长下进行校正的。在天
文学中，这是常见的做法，并且已经研究了几十年 [12–21] 。然而，与天文观测不同的是，
用于光束投射的双波长 AO系统通常在互补条件下工作（即，小视场和长、几乎水平的路
径 [22]）。后者导致了闪烁，从而产生了称为分支点的相位不连续性 [23,24] 。这些现象对
双波长 AO性能的影响尚未完全量化 [10] 。
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这当然促使人们对强湍流条件下的双波长AO系统进行研究，并由此产生技术来生成
具有合适统计特性的、在两个或多个波长上的湍流实现。
事实上，Ishimaru [25]首先推导出的双波长相位协方差函数 BS 为

BS (ρ, k1, k2) = 〈φ (ρ1, k1)φ (ρ2, k2)〉 =
∫∫ ∞

−∞
ΦS (κ, k1, k2) exp (jκ · ρ)d2κ
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(1)

其中 ρ = ρ1−ρ2,Φn是折射率功率谱，z是传播距离，sinc (x) = sin (x) /x。令 k1 = k2 = k

并且假设第二个 sinc (x)函数等于一（即几何光学近似）简化了方程 (1) 至数十年来用于
生成大气相位屏的表达式。然而，涉及湍流的多波长仿真应使用方程 (1) 的完整表达式来
合成屏幕，因为需要捕捉感兴趣波长范围内湍流相位的物理相关性。
查诺茨基在参考文献 [26]中首次提出了这种技术。在此，他描述了如何使用稀疏谱

（SS）方法合成双波长相位屏 [7,8]。我们在本文中的目的是展示如何使用更流行的傅里叶
或频谱方法生成此类屏幕 [2,5,9]。
重要的是要声明，尽管傅里叶技术可能比 SS更受欢迎，Charnotskii在 [9,26]文献中

提出了有力的论据来证明 SS方法的优越性。我们并不质疑他在那些论文中的结论。相反，
我们的目的是将现有的单波长傅里叶方法推广到任意数量的波长。以下，我们将介绍我们
多波长傅里叶/光谱相位屏方法的理论、程序和验证。

2. 理论

我们从传统的傅里叶方法开始，用于生成单一波数 k1 = 2π/λ1 [2,5,9]的大气相位屏:

φ [i, j, k1] = Re

{∑
m,n

(
rr [m,n, k1] + jri [m,n, k1]

)√
ΦS [m,n, k1, k1]

2π
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i
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j
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,

(2)

其中 Re (c)是 c的实部;M,N 沿水平和垂直网格方向的点数;i, j 对应于 x, y 的索引;m,n

对应于空间频率 κx, κy 的索引。同样，在方程 (2)中，Lx = M∆x,Ly = N∆y,∆x,∆y是
水平和垂直网格间距，rr, ri 是 N ×M 个独立的标准正态随机数矩阵，最后，ΦS 是在方
程 (1)中的相位功率谱 [27,28]。方程 (2)等价于一个离散逆傅里叶变换；因此，可以使用
快速傅里叶变换（FFT）算法来合成屏幕。注意，在方程 (2)中的和的虚部在统计上与实
部独立，并且也具有适当的空域统计特性。其中一个或两个都可以用来形成 φ。
我们的目标是使用方程 (2)在 k2, k3, · · · , kQ 生成具有适当协方差的其他相位屏幕。
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继续，我们使用方程 (2) 计算矩 〈φ [i1, j1, kq]φ [i2, j2, kp]〉，展开后得到
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为了屏幕具有物理意义，方程 (4)必须等于方程 (1) 中的 BS。这需要 〈rr
1r

i
2〉 = 0和

〈rr [m1, n1, kp] r
r [m2, n2, kq]〉 =

ΦS [m1, n1, kp, kq] δ [m1 −m2] δ [n1 − n2]√
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√
ΦS [m2, n2, kq, kq]

, (5)

，其中 δ [x]是克罗内克德尔塔函数。将方程 (5)代入方程 (4)，并对m2, n2进行简单的求
和，我们得到方程 (1)的黎曼和形式。
上述分析表明，我们可以使用相关高斯随机数在方程 (2)中以适当的物理协方差合成

相位屏 kp 和 kq。这些数字使用 Cholesky 因子很容易生成。参考方程 (5)，对于 rr
p, r

r
q 和

ri
p, r

i
q（实部和虚部统计独立）的协方差矩阵等于

Σpq =

[
1 Rpq

Rpq 1

]
, (6)

其中 Rpq 是

Rpq =
ΦS [m,n, kp, kq]√

ΦS [m,n, kp, kp]
√
ΦS [m,n, kq, kq]

. (7)

很容易将方程 (6)推广到任意数量的波数，使得

Σ =



1 R12 R13 . . . R1Q

R12 1 R23 . . . R2Q

R13 R23 1 . . . R3Q

...
...

... . . . ...
R1Q R2Q R3Q . . . 1


. (8)
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图 1. 两个波长的 OPL结构函数Dl (ρ, λp, λ1)结果在线性和双对数尺度上绘制。

对方程 (8)进行 Cholesky分解—即，Σ = LLT，其中 L是一个下三角矩阵—是 [29,30]
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r1, rQ+1

r2, rQ+2

r3, rQ+3

...
rQ, r2Q


(10)

从 2Q N ×M 矩阵的独立标准正态随机数生成，并使用方程 (9)递归计算 Lpq。

3. 程序

总结而言，使用 FFT生成多波长相位屏的过程如下：
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(1) 生成两组 Q标准正态随机数。
(2) 使用方程 (9) 计算 Cholesky 矩阵 L。
(3) 生成 rr

1,··· ,Q和 ri
1,··· ,Q使用方程 (10)。

(4) 将 rr
1,··· ,Q和 ri

1,··· ,Q代入方程 (2)。
(5) 计算 Q二维 FFT。

我们注意到我们的方法也可以用于合成多波长次谐波屏幕 [2,5,9]：

(1) 生成两组 Q标准正态随机数。
(2) 使用方程 (9) 计算 Cholesky 矩阵 L。
(3) 生成 rr

1,··· ,Q和 ri
1,··· ,Q使用方程 (10)。

(4) 将 rr
1,··· ,Q和 ri

1,··· ,Q代入参考文献 [9]的方程（10）中。
(5) 计算离散傅里叶变换。
(6) 求和次谐波屏幕。

4. 验证

图 1显示了光学路径长度（OPL）结构函数Dl的仿真和理论结果对比。理论上的Dl

给出为参考文献 [26]中的方程（18），我们以数值方式计算了它，其中 Φn 等于修改后的
冯·卡门谱 [31]，C2

n = 3.71 × 10−15 m−2/3，z = 750 m，l0 = 5 mm和 L0 = 20 m。我
们还包括了几何光学 (GO)Dl，我们从 Ref. [32]第 6 章方程 (60) 给出的相位结构函数
DS = kpkqDl获得。我们从 1000 个统计独立的 φ计算模拟的Dl，其中正方形网格的边长
和间距分别为 9 m和 l0/3。每个 φ由一个 FFT屏幕加上三个次谐波屏幕组成。我们在参
考文献 [33]中包含了一个用于生成多波长相位屏的 Python脚本。
我们观察到理论和模拟的 Dl 在图 1中有很好的一致。这些结果的质量验证了我们的

多波长傅里叶相位屏方法。请注意，双波长结构函数在 ρ = 0处不等于零，与单波长的Dl

不同。这一特征在参考文献 [26]中进行了描述。此外，单波长 Dl（蓝色轨迹）在小分离
距离时（底部图）低于 GODl，这是由于衍射造成的，该衍射包含在方程 (2) 的相位功率
谱中。

5. 结论

在这篇论文中，我们介绍了一种使用 FFT生成多波长大气相位屏的方法。这项工作
扩展了已建立的用于单波长相位屏生成的傅里叶/谱方法，并增强了最近的 SS方法，用于
双波长相位屏 [26] 。这篇短文从总结我们方法理论基础的部分开始，并以详细的逐步指
南结束，说明如何实现我们的技术。然后通过将从五个波长处生成的 1,000个相位屏得到
的双波长 OPL结构函数与理论进行比较来验证我们的方法。结果非常吻合。我们生成多
波长相位屏的方法将在研究强湍流对双波长自适应光学系统影响的模拟中发挥作用。
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