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摘要

我们证明了一个关于集合论宇宙自体初等嵌入（Reinhardt 嵌入）以及在
序数上“最终占优势”的函数的结果。我们将这一结果应用于展示满足某些严
格条件的初等嵌入的存在，这些嵌入也让人想起在一个更局部环境中的可延展
性。进一步构建这些概念的基础上，我们明确了在 Reinhardt嵌入下由 Gabriel
Goldberg 在其论文《可测基数和无选择公理》中证明的一些大基数的本质。最
后，这些想法被用于给出 Kunen 不一致性的另一种证明。

1 介绍

让我们在集合论的通常一阶语言中补充一个函数符号 j,，并让 ZFC(j)成
为以下公理的集合：

(i) 通常的公理 ZFC.

(ii) 包含 j 的公式的理解与替换。
(iii) 断言 j 是集合论宇宙 V 到其自身的非平凡初等嵌入的公理。

关于 ZFC(j)的模型的考虑最早由 William N. Reinhardt 在他 1967 年的博士
论文 [8]中提出。然而，这个理论很快就被 Kenneth Kunen[6]发现是不一致的。
证明的关键在于使用了选择公理 (AC)，并且至今尚不清楚没有它是否存在不
一致性。
本文的背景理论将是 ZFC(j)而不包括 AC,，我们用 ZF(j).表示。我们将

使用 κ来表示与 j,相对应的 Reinhardt 基数，即 j 的临界点（或用符号表示为
κ = crit j).）。在第 2节中，我们证明了一个关于 j 以及它与“最终超越”j 在
正规基数上的函数的关系的结果。

定义 1.1. 给定一个极限序数 δ和两个函数 f, g : δ → δ,，我们说 g 最终占优 f,

并写为 f ≤∗ g,当且仅当存在 α < δ使得对于所有 f(β) ≤ g(β)成立。β ≥ α.
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Theorem 2.2. 如果 δ > κ是一个正则基数，使得 j(δ) = δ,，那么在 j 的值域
中不存在函数 g : δ → δ使得 j|δ ≤∗ g.

对于任意初等嵌入 k : Vδ → Vδ,，其中 δ 是极限序数，我们将考虑作为 k

的“根”的初等嵌入 l : Vδ → Vδ（定义 3.1）。关于这一点，在第 3节中，我们证
明了以下结果，该结果显示存在一个类似于 Vδ.中的可延展基数的序数 α。设
λ > κ是最小的序数，使得 j(λ) = λ.

Theorem 3.8. 对于所有正则基数 δ > λ，使得 j(δ) = δ,存在一个 α < δ，使
得对每一个 β ∈ (α, δ),都存在一个根 k满足 j|Vδ

的条件。k(α) > β.

在同一节中，我们引入了“(j, δ)-小性”的概念（定义 3.9），并建立了以下
内容：

Theorem 3.10. 不存在任何正则基数的 (j, δ)-小集 δ > λ.

Goldberg 表明 Reinhardt 基数的存在意味着存在一个适当的基数类，这
些基数是几乎超紧的 [4]。在同一论文中，他证明了如果 η几乎超紧，则要么 η

要么 η+是正则的。1 我们通过在第 4节证明以下结果来稍微改进这一结论：

Theorem 4.10. 如果 η > λ是一个几乎超紧基数且不是几乎超紧基数的极限，
则它不是正则的。

因此，在这种情况下，总是 η+是一个正规基数。最后，在最后一节中，我
们通过证明存在 (j, δ)-小集合来给出 Kunen不一致性的另一种证明。AC.

Theorem 5.3 (AC). 存在一个序数 θ，使得对于每一个奇异的几乎超紧 η > θ，
满足 cof(η) = ω和 j(η) = η,的条件，都存在一个 (j, η+)-小集。

Corollary 5.4 (库纳不一致性). 理论 ZFC(j)是不一致的。

2 最终占优函数

在本简短章节中我们仅证明定理 2.2。以下引理是显而易见的。

引理 2.1. 对于任意基数 δ，其共尾性严格大于 κ，以及任意俱乐部集合 C ⊂ δ，
具有递增枚举 〈αξ | ξ < cof(δ)〉,，如果对于所有 ξ < κ,都有 j(αξ) = αξ，则
j(ακ) > ακ.

证明. 假设矛盾地存在 j(ακ) = ακ. 考虑 j(〈αξ | ξ < κ + 1〉) = 〈βξ | ξ <

j(κ) + 1〉.由初等性，βξ = j(αξ) = αξ,对于所有 ξ < κ.由于 j(C),的闭包，我
们知道 βκ = sup{βξ | ξ < κ} = sup{αξ | ξ < κ} = ακ.所以，j(ακ) = ακ = βκ.

但是，j(ακ) = βj(κ) > βκ.
1后继基数在 ZF不必是正规的。详情请参见第 4节开头的讨论。
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定理 2.2. 如果 δ > κ是一个正则基数，使得 j(δ) = δ,，那么在 j 的值域中不
存在函数 g : δ → δ使得 j|δ ≤∗ g.

证明. 朝着矛盾的方向工作，并设 j(f) = g为使得 j|δ ≤∗ g.成立的值。设 α < δ

为使得对于所有 β ≥ α.均成立 j|δ(β) ≤ g(β)的值。定义序列 x = 〈xξ | ξ < δ〉
从 f 和 α开始，通过设定 x0 = α,，在极限阶段取极限，并在后继阶段取 xξ+1 =

f(β)，其中 β ≥ xξ 是使得 f(β) > β.成立的最小值。我们需要确保这是明确定
义的。δ的规律性确保了极限阶段的成功。对于后续阶段，我们需要检查是否总
能找到一个任意高的 β 在 δ之下，使得 f(β) > β.成立。由于 j,的本原性，我
们可以通过验证 g,是否也满足同样的条件来完成这一点，并且因为 j|δ ≤∗ g,，
这可以通过确保 j|δ 满足该条件来实现。但 j|δ 明显满足该条件：存在任意高的
γ < δ，使得 j(γ) = γ,，且对于任何这样的 γ，我们有 j(γ+κ) = γ+j(κ) > γ+κ.

序列 〈xξ | ξ < δ〉是正常的，因此它必须有无限多个不动点。我们现在考
虑 x和 j(x) = y = 〈yξ | ξ < δ〉.。设 Cx 和 Cy 分别表示 x和 y,的不动点集合，
并且设 Cj|δ 表示 j|δ.的不动点集合。由于 Cx 和 Cy 是俱乐部，而 Cj|δ 是一个
<κ-俱乐部，它们的交集 Cx ∩ Cy ∩ Cj|δ 也必须是一个 <κ-俱乐部。这个交集
的闭包是一个俱乐部集，我们将其记作 C,，并令 〈cξ | ξ < δ〉为其递增枚举。
由引理 2.1，我们有 j(cκ) > cκ.。我们也有 cκ = xcκ = ycκ , 因为 C ⊂

Cx, Cy.。另外，通过将 j应用于 xcκ = cκ,，我们得到 yj(cκ) = j(cκ).。根据 x的
定义和 j, ycκ+1 = g(β) 的基本性，其中 β ≥ ycκ 是最小的一个使得 g(β) > β.

成立。最小的那个 β 是 ycκ ,因为 g(ycκ) ≥ j(ycκ) = j(cκ) > cκ = ycκ .。我们现
在有 ycκ+1 = g(ycκ) ≥ j(cκ) = j(xcκ) = yj(cκ).。但是，j(cκ) > cκ + 1意味着
yj(cκ) > ycκ+1,，这是一个矛盾。

3 可扩展性行为

给定一个非平凡的基本嵌入 k : Vδ → Vδ（此处允许 δ = OR），关键序列
〈κn(k) | n ∈ ω〉 的 k是通过设置 κ0(k) = crit k和 κn+1(k) = k(κn(k)).来递归
定义的。此序列的上确界将用 λ(k).表示。请注意，λ(k)是其临界点之上 k的
第一个不动点。我们将通过令 κn = κn(j)来简化符号表示。λ = λ(j).

对于每一个序数 δ,，令 Eδ 表示所有非平凡初等嵌入的集合 k : Vδ → Vδ.。
证明 Eδ 对于所有的 δ ≥ λ :都是非空的是一个简单的论证。如果不是这样，取
最小的反例 δ0，并注意到 j|Vδ0

∈ Eδ0 .

定义 3.1. 对于极限序数 δ和 k, l ∈ Eδ,，通过设置定义操作 k[l],的 k的应用到
l,。k[l] =

⋃
α<δ k(l|Vα

).
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引理 3.2. 对于 k, l ∈ Eδ，其中 δ是一个极限序数，k[l](k(a)) = k(l(a))对所有
a ∈ Vδ.

证明. 固定某个α < δ使得a ∈ Vα.然后，k[l](k(a)) = k(l|Vα
)(k(a)) = k(l|Vα

(a)) =

k(l(a)).

下列引理与 [2, Lemma 1.6]类似。

引理 3.3. 如果 k, l ∈ Eδ 其中 δ 是一个极限序数，则 k[l] 也在 Eδ. 中 此外，
crit k[l] = k(crit l),并且如果 〈γn | n ∈ ω〉是 l,的临界序列，则 〈k(γn) | n ∈ ω〉
是的临界序列 k[l].

证明. 首先注意，对于任意的 α1, α2 < δ,，两个函数 l|Vα1
和 l|Vα2

兼容的事实
意味着 k(l|Vα1

)和 k(l|Vα2
)兼容。因此，k[l]是一个定义域和陪域为 Vδ.的函数。

此外，由于它是注入的 ⊂链的并集，所以它是单射的。
为了证明它是初等的，固定一个公式 φ(x)和一个序数 α < δ.。根据 l,的初

等性，我们有

∀x ∈ Vα(Vδ |= φ(x) ⇐⇒ Vδ |= φ(l|Vα
(x))).

将 k应用于上述公式得到

∀x ∈ Vk(α)(Vδ |= φ(x) ⇐⇒ Vδ |= φ(k(l|Vα
)(x))).

由于 α是任意的，上面的结果对所有的 x都必须正确。Vδ.

crit k[l] = k(crit l)成立是由于两个事实：k[l](k(crit l)) > k(crit l),，它由
l(crit l) > crit l,得出，以及 ∀α < k(crit l)(k[l](α) = α),，它由 ∀α < crit l(l(α) =
α).得出。对于引理的最终断言：

k[l]n(crit k[l]) = k[l]n(k(crit l)) = k[l]n−1(k[l](k(crit l)))

= k[l]n−1(k(l(crit l))) = k(ln(crit l)),

通过 n次应用 Lemma 3.2。

从此以后，我们将始终假设 δ是一个极限序数。

定义 3.4. 对于任何 k ∈ Eδ,，我们可以定义两个集合 I(k) = {kn | n ≥ 1},，其
中 k1 = k和 kn+1 = kn[kn],以及 R(k) = {l ∈ Eδ | l[l] = k}.每当 l[l] = k,，我
们将称 l为根的 k和 k 平方 的 l.

定义 3.5. 对于 k ∈ Eδ，通过以下递归定义集合 A(k)：设 A0 = I(k)和 An+1 =

An ∪
⋃

l∈An
R(l),并令 A(k) =

⋃
n An.
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注意集合 A(k)是包含 k并且在取平方和开方运算下闭合的最小集合。

引理 3.6. 如果 δ > κ是一个极限序数，使得 j(δ) = δ,，则 j(A(j|Vδ
)) = A(j|Vδ

).

证明. 用 j′表示 j|Vδ
以简化表示。首先，由于 j,的初等性，我们有 j(A(j′)) =

A(j(j′)).然后，注意到 j′ =
⋃

α<δ j
′|Vα

,我们得到

j(j′) = j
( ⋃

α<δ

j′|Vα

)
=

⋃
α<δ

j(j′|Vα
) =

⋃
α<δ

j′(j′|Vα
) = j′[j′],

因此A(j(j′)) = A(j′[j′]).最后，根据定义，我们建立A(j′[j′]) = A(j′) : I(j′[j′]) ⊂
I(j′)蕴含A(j′[j′]) ⊂ A(j′)。对于反向包含，注意到 j′ ∈ R(j′[j′]) ⊂ A(j′[j′]),并
且因为A(j′)是包含 j′并在取平方和根下封闭的最小集合，所以必须有A(j′) ⊂
A(j′[j′]).将所有内容综合起来，我们得到

j(A(j′)) = A(j(j′)) = A(j′[j′]) = A(j′).

定理 3.7. 对于所有正则基数 δ > λ，使得 j(δ) = δ,存在一个 α < δ，使得对于
每一个 β ∈ (α, δ),都存在一个 k ∈ A(j|Vδ

)满足 k(α) > β.

证明. 令 A表示 A(j|Vδ
)以简化起见。为了得出矛盾，固定任意这样的 δ 并假

设不存在这样的 α < δ.。定义 f : δ → OR为设置 f(ξ) = sup{k(ξ) | k ∈ A}.。
根据假设，对于所有 ξ < δ.有 f(ξ) < δ,。由于引理 3.6 j(A) = A, 我们必有
j(f) = f.。但显然，对于所有 k ∈ A,有 f ≥∗ k|δ，特别是 f ≥∗ j|δ,，这与定理
2.2矛盾。

因此，α在 Vδ.内的行为与可延展基数有些相似。这种行为在 Goldberg[4]、
Asperó[1]和 Mohammd 的情况下已经以更全局的形式在仅 ZF下进行了考虑。
[7]
我们可以对上述基本嵌入 k施加更多的限制，同时仍然得到相同的结果：

定理 3.8. 对于所有正则基数 δ > λ，使得 j(δ) = δ,存在一个 α < δ，使得对于
每一个 β ∈ (α, δ),都存在一个 k ∈ R(j|Vδ

)满足 k(α) > β.

证明. 首先注意到R(j|Vδ
)不为空，因为 j(R(j|Vδ

)) = R(j(j|Vδ
)) = R(j|Vδ

[j|Vδ
])

不为空，这是由 j|Vδ
.所证明的。这次定义 f : δ → OR，设定为 f(ξ) = sup{k(ξ) |

k ∈ R(j|Vδ
)}.。同样地，如果定理对 δ,失效，则对于所有 ξ < δ.有 f(ξ) < δ。显

然，对于所有 k ∈ R(j|Vδ
).有 f ≥∗ k|δ。由基本性，对于所有 k ∈ j(R(j|Vδ

)) =

R(j(j|Vδ
)) = R(j|Vδ

[j|Vδ
]). 有 j(f) ≥∗ k|δ。特别是，j(f) ≥∗ j|δ, 矛盾了定

理 2.2。

上述定理可以证明对于任何满足 j|Vδ
∈ j(X),的集合X ⊂ Eδ,成立。R(j|Vδ

).
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定义 3.9. 给定一个正则基数 δ > λ，使得 j(δ) = δ和一个集合X ⊂ Eδ,，我们
说 X 是 (j, δ)-小当且仅当 j|Vδ

∈ j(X)和 sup{k(ξ) | k ∈ X} < δ,对所有 ξ < δ.

因此，我们有如下内容：

定理 3.10. 不存在任何常正则基数的 (j, δ)-小集 δ > λ.

我们将在最后一节证明 AC意味着对于无界多个 δ,存在 (j, δ)-小集，这将
给我们 Kunen不一致性。

4 正规基数

在选择公理的背景下，每个后继基数是正则的事实是一个基本的集合论事
实。没有 AC,，无法保证后继基数是正则的。事实上，Moti Gitik 已经证明与
ZF一致存在没有正则不可数基数 [3]。
在 ZF(j),中，我们已经知道 κn对所有 n ∈ ω.都是正则的。David Asperó

询问是否存在超过 λ,的正则基数，Goldberg 在 [4]中对此问题给出了肯定的回
答。我们需要对 Goldberg 的结果进行更详细的说明，因此让我们从回忆他的
论文中所需的内容开始。

定义 4.1 ([4]). 一个基数 η 被称为对于 γ < η < ν 和 x ∈ Vν 的 (γ, ν, x)-几
乎超紧致当且仅当存在 ν̄ < η 和 x̄ ∈ Vν̄ 使得有一个初等嵌入 k : Vν̄ → Vν 使
得 k(γ) = γ 和 k(x̄) = x. 我们说 η 是 < µ-几乎超紧致当且仅当对于所有的
γ < η < ν < µ和所有 x ∈ Vν ,，η是 (γ, ν, x)-几乎超紧的，我们简单地说 η几
乎超紧当且仅当它对所有的 <µ都是几乎超紧的 µ > η.

图 1: 几乎超级紧致性 图 2: 几乎可扩展性

定义 4.2 ([4]). 一个基数 η被称为 (γ, ν)-几乎可扩展对于 γ < η < ν 当且仅当
存在一个初等等价嵌入 k : Vν → Vν′ 使得 k(γ) = γ 和 k(η) > ν. 我们说 η 是

6



<µ-几乎可扩展当且仅当对于所有的 γ < η < ν < µ,，η 都是 (γ, ν)-几乎可延
拓的，而对于 η我们简单地说它是几乎可扩展当且仅当它是对于所有 <µ-几乎
可延拓的 µ > η.

请注意，一个基数可以通过是几乎超紧基数的极限而成为几乎超紧基数，
同样地，对于几乎可延展基数也是如此。因此，几乎超紧基数和几乎可延展基
数这两类基数都是封闭的。

命题 4.3 ([4]). 如果基数 η是 <µ-几乎可延展的，其中 µ是一个极限序数，那
么它也是 <µ-几乎是超紧的。

命题 4.4 ([4]). 如果存在一个 Reinhardt 基数，则存在一个几乎可延展基数的
俱乐部真类。

Goldberg证明了如果 η几乎超紧致，则大于 η的每个后继基数的共尾度至
少为 η [4, Corollary 2.18]。这反过来意味着以下命题，该命题与命题 4.3和 4.4
一起给出了正则基数的真类。ZF(j).

命题 4.5 ([4]). 如果 η是几乎超紧的，则要么 η要么 η+是一个正规基数。

让我们称一个不是几乎超紧基数极限的几乎超紧基数为几乎超紧的后继
者。我们将证明如果 η 是大于 λ,的一个后继几乎超紧基数，那么它不能是正
规的。因此，根据 Goldberg的结果，对于所有作为后继几乎超紧基数的 η > λ，
我们一定有 η+是正规的。首先我们需要一些中间结果。以下引理很容易。

引理 4.6. 如果 η0 是 < η1-几乎超紧的，并且 η1 几乎超紧，则 η0 也几乎是超
紧的。

证明. 固定 γ < η0,某些 ν ≥ η1,和 x ∈ Vν .，令 γ′编码成对 〈γ, η0〉在OR×OR.

的典范良序中。注意 γ′ < η0 < η1,因此，由 η1,几乎超紧性，我们可以找到一
个初等嵌入 k : Vν̄+ω → Vν+ω 使得 ν̄ + ω < η1, k(γ′) = γ′, k(〈γ̄, η̄0〉) = 〈γ, η0〉,
和 k(x̄) = x,对某些 〈γ̄, η̄0〉, x̄ ∈ Vν̄ .。由于OR×OR的典范良序是∆0,，k的初
等性以及事实 k(γ′) = γ′ 意味着 〈γ̄, η̄0〉 = 〈γ, η0〉.。因此，两者 γ 和 η0 都被 k.

固定。由于 η0 < η1 ≤ ν,，我们还必须有 η0 < ν̄ 由初等性得出。
我们已经知道 ν̄ < η1,，因此现在可以使用 η0的 <η1-几乎超紧性来获得另

一个初等嵌入 l : V¯̄ν → Vν̄，使得 ¯̄ν < η0, l(γ) = γ,和 l(¯̄x) = x̄.。最后，复合初
等嵌入 k ◦ l : V¯̄ν → Vν 固定了 γ，并在其范围内具有 x，因此是我们要证明的
对象。

定义 3.1和引理 3.3也适用于 δ = OR,，即对于初等嵌入 j : V → V.。因此，
令 jn, n < ω,如定义 3.4中从 j 定义的那样。
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引理 4.7 ([9, Lemma 1.3]). 对于所有的 α,存在 n使得 jn(α) = α.

证明. 假设情况并非如此，并将α固定为最小的反例。设 γ > α是由 j,固定的极
限序数，并用 j′.表示 j|Vγ

首先，考虑序列 j(〈j′1, j′2, j′3 · · · 〉) = 〈j(j′1), j(j′2), j(j′3) · · · 〉.
我们知道 j(j′1) = j′2按定义，因此，由于 j,的元素性，我们必须有 j(j′2) = j′2[j

′
2] =

j′3, j(j
′
3) = j′3[j

′
3] = j′4, . . .等等。因此，对于所有 j(j′n) = j′n+1n ≥ 1.

现在，对于每个 n ≥ 1,，令 An ⊂ α为在 α中由 j′n.固定的序数集合。由于
α,的最小性，必须有 α =

⋃
n An.。现在，j(An)是在 j(α)中由 j(j′n) = j′n+1,和

j(α) = j(
⋃

n An) =
⋃

n j(An).固定的序数集合。由于我们的假设，α ∈ j(α),，
必须存在某个m使得 α ∈ j(Am).。但这意味着 α是 j′m+1,的不动点，这与选择
矛盾。α.

利用上述引理并将有限序数序列编码为单一序数，我们可以始终找到某个
n，使得 jn 固定任何期望的有限序数集合。给定一个初等嵌入 k : Vδ → Vδ 和
γ < δ,，令 Rγ(k) = {l ∈ R(k) | l(γ) = γ}.

定理 4.8. 设 δ > λ是一个正则基数，设 γ < δ,和设 n使得 jn固定 γ和 δ.。则
存在 α < δ，使得对所有 β > α存在 k ∈ Rγ(jn|Vδ

)，使得 k(α) > β.

证明. 类似于定理 3.8的证明，使用 jn代替 j.

推论 4.9. 对于任何正则极限基数 δ > λ, Vδ ，存在一个几乎可扩展基数的俱乐
部类。

证明. 对于每个 γ < δ,，令 αγ < δ 为由定理 4.8给出的最小序数 α。定义 F :

δ → δ 为设置 F (ξ) = sup{αγ | γ < ξ}.。此定义由 δ.的正则性保证。注意，F

是一个递增且连续的函数，因此 F 的不动点集形成一个俱乐部 C ⊂ δ.。如果
D ⊂ δ是低于 δ,所有基数的俱乐部，那么显然 C ∩D的任何成员都是几乎可扩
展的基数。Vδ.

我们现在准备证明本节的主要定理。

定理 4.10. 如果 η > λ是一个后继几乎超紧基数，则它不是正规的。

证明. 令 α < η为这样一个值，在开区间 (α, η)内没有几乎超紧基数，并假设矛
盾地认为 η是正规的。容易看出任何几乎超紧基数都是极限基数，因此推论 4.9
适用于 η,，我们可以固定一个在 Vη.中几乎是可扩展的基数 β ∈ (α, η)。这意味
着 β是<η-几乎可扩展的，从而由命题 4.3可知它是<η-几乎超紧的。现在，由
命题 4.6可知 β 必须几乎是超紧的，这是一个矛盾。

根据 Goldberg的结果，命题 4.5，我们得到以下结论：

推论 4.11. 如果 η > λ是一个后继几乎超紧基数，则 η+是正则的。
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5 小集-under AC

在本节中，我们将给出 Kunen不一致性的另一种证明。特别地，我们将证
明 AC 蕴含小集的存在性，这与定理 3.10相矛盾。该证明基于 Solovay 结果的
证明，在 [5, Theorem 20.8]中给出，表明奇异基数假设在强紧基数之上成立。

引理 5.1 (AC). 存在一个序数 θ，使得对于每一个奇异的几乎超紧 η > θ,，都
存在一个几乎超紧 η′ < η和一个集合 {Mα ⊂ η+ | α < η+}，满足 |Mα| < η′且

[η+]ω =
⋃

α<η+

[Mα]
ω.

证明. 假设否则，并令 〈ηξ | ξ ∈ OR〉为在 λ之上那些失败的奇异几乎超紧基数
的递增枚举。由命题 4.5，对于每一个 ξ.，η+ξ 是正则的。注意

ηκ < ηκ+1 < η+κ+1 < j(ηκ) = ηj(κ) < sup j"η+κ+1 < j(η+κ+1).

设 η′ = ηκ, η = ηκ+1,和 σ = sup j"η+κ+1.定义了在 η+上的 κ-完备超滤子D，使
得对于所有 X ⊂ η+.，有 X ∈ D ⇐⇒ σ ∈ j(X),。由于 cof(σ) = η+ < j(η′),，
集合 E = {α < η+ | cof(α) < η′}属于 D.

使用 AC,对每个 α ∈ E,固定一个 Aα ⊂ α以使它与 |Aα| < η′.同尾 如果
α < η+不在 E,中 则设置 Aα = ∅.设 〈Bα | α < j(η+)〉 = j(〈Aα | α < η+〉).由
于 Bσ 在 σ = sup j"η+,中是同尾的 对于每一个 µ < η+,都存在 µ′ ∈ (µ, η+)使
得 [j(µ), j(µ′))∩Bσ 6= ∅.定义序列 〈µζ | ζ < η+〉在 η+中递归地通过设置 µ0 =

0, 在极限阶段取极限，在后继阶段令 µζ+1 < η+ 如此使得 [j(µζ), j(µζ+1)) ∩
Bσ 6= ∅.对于 ζ < η+,设置 Iζ = [µζ , µζ+1).对每个 α < η+,定义

Mα = {ζ < η+ | Iζ ∩Aα 6= ∅}.

现在，固定任意的 ζ < η+.由构造可知 j(Iζ) = [j(µζ), j(µζ+1))与 Bσ.相交 因
此，所有这样的 α < η+集合使得 ζ ∈ Mα属于 D.

我们将证明 {Mα | α < η+}和 η′ 是该引理对 η,结论的证据，从而导致矛
盾。首先，对于每个 α, |Mα| ≤ |Aα| < δ ，由于 Iζ 互相不相交。接下来，固定
x ∈ [η+]ω.对每个 ζ ∈ x,，使得 ζ ∈ Mα在D.中的 α集合 因此，由D, x ⊂ Mα

的 κ完备性可知，对于某个 α.从而，x ∈ [Mα]
ω,成立，我们完成了证明。

引理 5.2 (AC). 存在一个序数 θ，使得对于每一个具有可数共尾性的奇异几乎
超紧的 η > θ，我们有 |Vη+1| = η+.

证明. 固定 θ如前一引理所示。固定 η > θ,，并令 η′ < η和 {Mα | α < η+}再

9



次如前一引理所示。注意 |Vη| = η.我们现在有

|Vη+1| = 2|Vη| = 2η = ηω ≤ (η+)ω = |[η+]ω| = |
⋃

α<η+

[Mα]
ω|

≤
∑
α<η+

|[Mα]
ω| = η+ · sup

α<η+

|[Mα]
ω| ≤ η+ · η = η+,

其中最后一个不等式来自于 η′是一个强限制，且对于所有 |Mα| < η′成立 α <

η+.

定理 5.3 (AC). 存在一个序数 θ，对于每一个奇异的几乎超紧 η > θ，使得
cof(η) = ω和 j(η) = η,存在一个 (j, η+)-小集。

证明. 固定 θ如前一个引理所示，并令 η > θ 为任意奇异几乎超紧的数，使得
cof(η) = ω和 j(η) = η.。根据前一个引理，我们可以固定一个满射 b : η+ → Eη ⊂
Vη+1.。令 β < η+满足 j|Vη

∈ range j(b|β).。令X ⊂ Eη+包含所有这样的 k，使得
k|Vη

∈ range b|β.。我们将证明X是 (j, η+)-小的。首先，由于 j|Vη
∈ range j(b|β),

我们有 j|Vη+
∈ j(X).接下来，我们需要证明 sup{k(ξ) | k ∈ X} < η+,对所有

ξ < η+.成立 注意到，对于 k, l ∈ Eη+ , k|Vη
= l|Vη

意味着 k|Vη+1
= l|Vη+1

.这
是因为 k(A) =

⋃
α<η k(A ∩ Vα), 对于所有 A ⊂ Vη 和所有 k ∈ Eη+ . 同样地，

k|Vη+1
= l|Vη+1

意味着 k|η+ = l|η+ ,因为每个 α ∈ (η, η+)都对应某个良序的 η.

因此，对于每个 ξ < η+,

|{k(ξ) | k ∈ X}| ≤ |{k|η+ | k ∈ X}| ≤ |{k|Vη
| k ∈ X}| ≤ |(b|β)| < η+.

Kunen 不一致性现在作为上述定理和定理 3.10的一个推论得出。

推论 5.4 (库纳不一致性). 理论 ZFC(j)是不一致的。
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