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Abstract
训练任务策略的安全性及其在使用强化学习（RL）方法的应用已经成为安全RL领域的焦点。该领域
中仍然存在一个中心挑战，即在学习和部署过程中建立安全性的理论保证。鉴于控制障碍函数（CBF）
为基础的安全策略成功应用于一系列仿射控制系统，基于 CBF的安全 RL在实际应用场景中显示出
巨大的潜力。然而，将这两种方法结合起来面临着若干挑战。首先，在 RL训练管道中嵌入安全性优
化要求该优化输出对输入参数可微分，这通常被称为可微分优化，解决这一问题并不简单。其次，可
微分优化框架遇到显著的效率问题，特别是在处理多约束问题时。为了解决这些挑战，本文提出了一
种基于 CBF的安全 RL架构，有效缓解了上述问题。所提方法使用单一复合控制障碍函数（CBF）
构建多个约束条件的连续AND逻辑近似值。通过利用这一近似值，在强化学习中推导出策略网络二
次规划的封闭解，从而避免在端到端安全RL管道中进行可微分优化的需求。这种策略由于闭合形式
解决方案而显著降低了计算复杂性，同时保持安全性保证。仿真结果表明，与依赖于可微分优化的现
有方法相比，所提方法在确保训练过程中的证明安全性的同时，显著减少了训练计算成本。这一进展
为大规模优化问题的应用开启了有前途的可能性。

Keywords: 安全强化学习，复合控制障碍函数，闭式解法

1. 介绍

强化学习（RL）在训练和部署阶段的安全性已引起越来越多的关注 Lavanakul et al. (2024);
Vaskov et al. (2024); Buerger et al. (2024)，特别是由于许多机器人系统具有安全关键性质。核
心挑战在于确保在整个这些阶段中的可证明安全性。传统的 RL方法通常通过惩罚不安全行为
来处理安全性问题，这不可避免地会导致在训练过程中探索不安全的动作，并且无法保证部署
期间学习策略的安全性。最近的解决方案可以分为两类：基于约束优化的方法和基于安全过滤
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器的方法。对于涉及多个安全约束的约束优化问题，提出了基于拉格朗日的安全 RL 方法 Xu
et al. (2021); Yao et al. (2024)，以提高满足约束条件下的训练效率。基于安全过滤器的方法通
常依赖于证书函数，例如控制障碍函数（CBFs）或哈密顿-雅可比可达性值函数。然而，仍然缺
乏在 RL过程的所有阶段确保安全性的高效且通用方法。

基于 CBF的方法Wang et al. (2017); Ames et al. (2019); Agrawal and Panagou (2021);
Wang et al. (2023); Xiao and Belta (2022)从理论上确保了控制策略的安全性，并广泛应用于
各种控制仿型机器人系统，如自主车辆Wang et al. (2023)、双足机器人Csomay-Shanklin et al.
(2021)等。核心思想是为控制策略制定安全约束条件，通过这些约束定义一个安全集，并推导
出该安全集的前向不变性条件，以施加决策变量约束来确保安全性。然后将这些约束整合到优
化问题中生成安全策略。通常，安全优化基于系统模型和从控制理论派生的名义控制器。在此
框架基础上，学习方法可以替代名义控制器，利用学习技术的强大近似能力和优越的任务性能
Cheng et al. (2019)。

将安全性优化集成到控制策略学习的流水线中可以被定义为一个以决策为中心的学习范式
Shah et al. (2022)。在这个框架中，预测阶段由 RL策略网络处理，随后进行下游的安全性优
化，生成最终的安全策略并评估其性能。这种端到端的方法需要安全性优化过程具有可微分性，
这通常由于诸如解的不连续 Ferber et al. (2020)和梯度近似Wilder et al. (2019)等问题而具有
挑战性。近期在以决策为中心的学习中的研究通过各种方法解决了这些挑战：使用替代模型来
替换原始优化问题和学习损失函数Wilder et al. (2019)，或者构建可微分的优化工具Amos and
Kolter (2017); Pineda et al. (2022); Agrawal et al. (2019)。对于仿射控制系统，安全行为优化
得益于通过 Nagumo 定理 Ames et al. (2019)对决策变量进行线性松弛，这避免了可微非线性
规划 Pineda et al. (2022)或混合整数规划 Ferber et al. (2020)的复杂性。这允许使用可微二次
规划（QP）求解器 Amos and Kolter (2017); Agrawal et al. (2019)。

最近关于可微分QP基础安全控制Emam et al. (2022); Ma et al. (2022); Amos et al. (2018);
Romero et al. (2024)的研究主要集中在三个方面：(1) 处理约束参数的影响，例如通过可微分
QP调整安全约束内的类 K函数来应对环境变化对安全策略（如Ma et al. (2022)）的影响；(2)
构建线性MPC问题Amos et al. (2018)并在优化过程中通过可微分QP调整滚动时域参数以增
强任务性能 Romero et al. (2024)；(3) 模仿安全行为 Xiao et al. (2023)或将安全 QP作为 RL
策略网络的最后一层 Emam et al. (2022)来生成安全优化策略。可微分 QP框架具有几个显著
的优点。首先，它们使任务策略学习与安全性校正的解耦设计成为可能，从而促进了各种学习
方法的无缝集成。其次，优化策略的端到端学习通常比在策略训练后纳入安全校正的层次化学
习框架表现出更优的任务性能。尽管有这些优点，可微分 QP框架也不是没有局限性。可微分
优化本身是复杂的，尤其是对于涉及离散决策变量的问题而言。此外，每次梯度更新都需要解
决一个优化问题并随后对其进行求导，这可能会导致显著的计算成本。

鉴于这些观察，本研究专注于基于 CBF优化的安全 RL，并解决与可微分优化相关的计算
复杂性。由于安全关键应用通常涉及优化问题中的多个约束条件，因此采用连续的 Log-Sum-
Exp近似方法将多个约束转换为单一复合约束。利用该复合约束，推导出相应的 QP的封闭形
式解并将其集成到 RL策略网络的最后一层中，这使得可以进行具有解析计算的端到端训练流

2



多约束安全强化学习

程，有效地作为可微分 QP的替代方案。所提出的框架显著降低了与计算可微分 QP输出相对
于输入参数 Amos and Kolter (2017); Agrawal et al. (2019)的导数相关的计算成本，为大规模
优化问题的训练提供了高效且可扩展的解决方案。

2. 预备知识

2.1. 基于 CBF的 QP的安全策略

考虑一个仿射控制系统

ẋ = f(x) + g(x)u, (1)

其中 x ∈ Rn 表示系统状态，u ∈ Rm 表示控制输入（策略）。在本文中，我们考虑 f : Rn →
Rn, g : Rn → Rn×m 是有界的 Lipschitz连续向量场，并且已知 f, g以保证安全。这种考虑是常
见的，因为大多数机械系统可以被表述为仿射控制形式，包括操作器、自动驾驶车辆、无人机、
双足机器人等等。对于仿射控制系统的动态层面的安全性，CBFs已有成功的应用。安全与期望
的安全集相关，这些集合可以通过连续可微函数 hi(x) : Rn → R, i = 1, . . . , I 定义：

Ci , {x ∈ Rn : hi(x) ≥ 0} , (2)

∂Ci , {x ∈ Rn : hi(x) = 0} , (3)

IntCi , {x ∈ Rn : hi(x) > 0} . (4)

集合 Ci是正向不变的，如果对于任何初始状态 x(0) ∈ Ci, x(t) ∈ Ci,∀t ∈ [0,∞)。系统是安全的，
如果所有 Ci, i = 1, . . . , I 都是正向不变的。

给定动态系统在 (1)和安全要求下，基于 CBF的向前不变性条件可表述如下：设 Ci 是一
个连续可微函数 hi : Rn → R的 0超水平集。函数 hi是关于 (1)的 CBF。Ci 如果存在扩展类 K
函数 α和 u ∈ Rm满足

Lfhi(x) + Lghi(x)u ≥ −α(hi(x)), (5)

其中 Lfhi(x) =
∂hi(x)

∂x
f(x), Lghi(x) =

∂hi(x)
∂x

g(x)关于 f, g。

由于所有的第 I 个安全约束都是关于 u的线性关系，基于 QP的控制优化可以被表述为

us = arg min
u∈Rm

1

2
‖u− ū‖22

s.t. Lfhi(x) + Lghi(x)u ≥ −α(hi(x)), i = 1, . . . , I,

(6)

其中 ū表示为原始任务目标设计的名义控制器。优化 (6)最小化地修正了名义控制器当 ū违反
安全约束时，导致生成安全策略 us。更多细节参见引理 2和 3在 Breeden and Panagou (2023)
中，或定理 1在 Aali and Liu (2022)中，在 us的可行集非空的假设下。
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2.2. 软演员批评

作为离策略 RL算法，软演员评论家 (SAC)Haarnoja et al. (2018)利用其高样本效率和熵
正则化特性，在连续动作空间的 RL方法中提供性能优势。熵目标通过优化

π∗ = arg max
∑
t

E(xt,u
φ
t )∼ρπ

[
r(xt, u

φ
t ) + αeH(π(·|xt))

]
, (7)

SAC 算法利用了 AC 方法，其中批评者由一个参数为 θ的 Q 函数表示，而行动者则由一
个参数为 φ的策略 π 表示。批评者的损失函数 JQ(θ)目标是最小化批评者生成的 Q 值与奖励
之和加上下一个状态的价值函数期望值之间的差异：

JQ(θ) = E(xt,u
φ
t )∼Dr

[
1

2

(
Qθ(xt, ut)−

(
r(xt, u

φ
t )

+γExt+1∼p [Vθ̂(xt+1)]
))2]

,

(8)

其中Dr 是回放缓冲区，而 θ̂表示目标 Q 网络参数。回放缓冲区Dr 提供了一组多样化的经验，
使评论家能够从广泛的过去状态和行动中学习，从而提高了样本效率。目标 Q网络参数 θ̂通过
充当缓慢更新的参考来确保稳定的更新。
熵项被包含以促进探索并防止过早收敛到次优策略，其由以下给出：

H(π(·|xt)) = − logπφ

(
uφ
t |xt

)
. (9)

策略损失鼓励最大化预期奖励和熵的动作，从而在性能和探索之间实现有效的平衡，这由
以下公式给出

Jπ(φ) = Ext∼Dr

[
Euφ

t ∼πφ
[αe logπφ(u

φ
t |xt)−Qθ(xt, u

φ
t )]
]
. (10)

构建可微优化框架的一个主要优势是可以将安全层的设计解耦，从而无缝集成到基于演员-
评论家（AC）的强化学习方法的策略网络中。因此，在实现可微QP层时，SAC可以作为一个
候选方案。策略损失由下式给出

Jπ(φ) = Ext∼Dr[
Euφ

t ∼πφ
[αe logπφ(u

φ
t |xt)−Qθ(xt, u

φ
t + uC

t )]
]
,

(11)

其中 uC
t 是由可微 QP层计算的补偿项。

3. 主要结果

3.1. 多约束条件下的组合 CBF

为了解决基于 CBF 的多约束优化问题，将这些约束视为由这些 CBFs 定义的安全集的交
集。每个安全约束 hi由一个 0超水平集定义，它们的交集被定义为⋂

i=1,...,I

Ci = {x ∈ Rn : hi(x) ≥ 0}, (12)
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其中 I 表示安全约束的数量。
换句话说，集合的交集捕捉了多个安全约束之间的逻辑与关系，这表示为

x ∈
⋂

i=1,...,I

Ci ⇐⇒ x ∈ C1 AND x ∈ C2 · · · AND x ∈ CI . (13)

当存在多个约束条件时，QP问题的复杂性增加，通常使得无法得出闭式解，因此需要使用
数值优化方法如主动集或内点法。然而，受到现有文献Molnar and Ames (2023)解决复杂安全
规范的启发，本文采用 Log-Sum-Exp近似技术将多个约束条件转换为单个约束条件，从而使得
安全 QP问题能够得到闭式解。
近似的复合单一 CBF构建为：

h(x) = − 1

κ
ln

(
I∑

i=1

e−κhi(x)

)
, (14)

其李导数表示为：

Lfh(x) =
I∑

i=1

λi(x)Lfhi(x), Lgh(x) =
I∑

i=1

λi(x)Lghi(x), (15)

其中
λi(x) = e−κ(hi(x)−h(x)), (16)

带有
∑

i∈I λi(x) = 1和 κ > 0。
由于优化问题 (6)的约束有一个等价替换是 min hi(x) ≥ 0, i = 1, · · · , I。复合 CBF在 (14)

中具有以下性质。
引理 1：Molnar and Ames (2023) 考虑集合 Ci 在 (2)中及其在 (12)中的交集。连续函数

h(x)在 (14)下近似于 mini=1,··· ,I hi(x) ≥ 0，其边界为：

min
i=1,··· ,I

hi(x)−
ln I

κ
≤ h(x) ≤ min

i=1,··· ,I
hi(x) ∀x ∈ Rn, (17)

使得 limκ→∞ h(x) = mini=1,··· ,I hi(x)。相应的集合 C = {x ∈ Rn : h(x) ≥ 0} 位于交集 C ⊆⋂
i=1,··· ,I Ci内，使得 limκ→∞ C =

⋂
i=1,··· ,I Ci。

参见定理 4的证明在Molnar and Ames (2023)中。h(x) ≥ 0保证了 mini=1,··· ,I hi(x) ≥ 0，
表明所有约束条件 hi ≥ 0, i = 1, · · · , I 都得到满足。

3.2. 基于 CBF的 QP的闭式解

安全导向框架提供了一种基于QP的优化方法来修改名义策略以确保安全性。名义策略 ū，
通常设计用于实现特定任务目标，可以从模型预测控制或通过强化学习生成。基于已建立的复
合 CBFh(x)在 (14)中的基础上，可以将保证系统安全的优化问题表述为以下 QP：

us(x) = arg min
u∈Rm

1

2
‖u− ū(x)‖22 (18)
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受约束于

Lfh(x) + Lgh(x)u ≥ −α(h(x)). (19)

当名义策略满足安全约束时，约束 (19)不起作用，并且安全策略与名义策略一致。然而，
当名义策略违反安全约束时，QP 寻求一个在尽量不偏离名义策略的同时满足约束的安全策略。
将多个约束转换为复合 CBF的目的在于推导出优化 (18)的安全策略的封闭形式解。封闭形式
解可以通过参考以下定理获得。

定理 1：令 C 为连续可微函数 h : Rn → R的 0超水平集，并令 ū(x) : Rn → Rm 为名义控
制器。如果 h是集合 C ⊆

⋂
i=1,··· ,I Ci上关于 (1)的复合 CBF，并且对应的函数是 α ∈ Ke

∞，那
么在 (18)中的优化问题对于任意 x ∈ Rn都是可行的，并且其封闭形式解由

us(x) = ū(x) + max{0, η(x)}Lgh(x)
> (20)

给出其中函数 η : Rn → R定义为

η(x) =

−Lfh(x)+Lgh(x)ū(x)+α(h(x))

‖Lgh(x)‖2
2

if Lgh(x) 6= 0,

0 if Lgh(x) = 0.
(21)

见定理 2在 Alan et al. (2023)中的证明。定理 2提供了安全解的一个充分但非必要条件，
给出了与单个约束相关的 QP问题的解析形式。这种表述消除了调用 QP求解器的需求，显著
降低了计算成本。因此，这一优势促使将其整合到 RL框架中。此外，闭式解法避免了在 RL框
架内对可微优化的要求，从而大大简化了安全策略生成中的梯度计算，并减轻了基于梯度的优
化复杂性，这将在下一小节详细阐述。

Observation
Nominal 

policy
Safe policy Reward

Environment

Interact

Predict Optimize

Evaluate

LearnLearn

Learn

图 1: 一个端到端训练安全强化学习框架的示例。

3.3. 通过闭式解在 RL框架中的安全层

在传统的 RL架构中，控制策略网络的最后一层通常由全连接层组成，特别是在仿射系统
的连续控制动作中。输出受到最后的激活函数（如双曲正切）的限制，以确保行动输出有界。为
了生成安全的策略，一种直观的方法是通过调整基于安全机制的方式来校正从 RL导出的控制
策略，例如使用 CBF基础的 QPCheng et al. (2019)将控制策略校正为安全策略。然而，在这
种方法中，由于没有连接安全策略与 RL策略的梯度路径，来自安全输出的奖励无法反向传播
到 RL网络。最近，决策导向学习提出了基于可微优化的不同架构，嵌入可优化和可微结构以
实现端到端的学习流程，从而实现 CBF-QP基础的安全学习，如图 1所示。这引发了一个关键
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挑战：每个训练步骤都需要解决一系列 QP问题来计算策略损失函数，并且需要计算每个 QP
输出关于 QP参数的梯度，这使得计算成本高昂并且对大规模多约束问题具有挑战性。为了解
决这个问题，我们直接将安全策略的闭式解集成到 RL策略生成流程中。这种方法利用了复合
单约束近似处理多约束场景，以及明确的 QP解决方案来绕过前向优化及其梯度反向传播。我
们在RL策略生成的最后一层用一个分析计算得出的“安全层”替换，由于其分析特性，它可以
整合到任何演员-评论员RL方法中。图 2展示了在演员-评论员框架下具有不同安全层的安全策
略网络示例。所提出的框架如图 2（a）所示，在生成安全策略前的最后一层集成了闭式解 (20)
和 (21)。作为比较，图 2（b）展示了将名义政策作为输入时，可微 QP层计算具有多个约束的
前向解，这可能是不可行且计算成本高昂的。

我们使用 SAC方法来说明所提出的方案，在这个框架中的损失函数由以下给出

Feed-forward

layer

Composite

CBF ( )

Constraint 1

Multiple constraints

…

Constraint N

( )

ReLU

+

·

Safe Policy

Nominal policy

Safety layer

Feed-forward

layer

Differentiable 

QP layer

Constraint 1

Multiple constraints

…

Constraint N

Safe Policy

Safety layer

Nominal policy

CBF

…

CBF 

(a) (b)

Actor networkActor network

图 2: 具有不同安全层的安全策略网络的示例。子图 (a)展示了所提出的框架，其中 N 约束通
过连续 Log-Sum-Exp近似组合成 h(x)。该安全层基于复合 CBF优化的闭式解进行分析。子图
(b)展示了具有可微 QP层的现有框架。该安全层解决了前向 CBF优化，并在反向传播过程中
计算梯度。

JQ(θ) = E(xt,u
φ
s )∼DR

[
1

2

(
Qθ(xt, u

φ
s )−

(
r(xt, u

φ
s ) + γExt+1∼p [Vθ̄(xt+1)]

))2]
, (22)

Vθ̄(xt) = Euφ
s∼πφ

[
Qθ̄(xt, u

φ
s )− αe logπφ(u

φ
s |xt)

]
, (23)

Jπ(φ) = Ext∼Dr

[
Euφ

s∼πφ
[αe logπφ(u

φ
s |xt)−Qθ(xt, u

φ
s )]
]
, (24)

其中 πφ 表示由整个策略网络生成的策略，包括全连接层和基于 QP 的调整。在这种情况下，
uφ
s ∼ πφ意味着样本 uφ

s 是从由整个策略网络定义的分布中抽取的，这其中包括了用于 QP调整
的安全层。
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4. 实验

在本节中，我们旨在验证所提出的方法在确保训练过程中安全的同时，与可微分 QP基方
法相比实现更快训练效率的能力。测试环境被设计为一个可达性任务，其中代理的目标是在避
开障碍物的情况下到达目标位置。为了说明在以安全为导向的优化中如何结合多个约束条件，
无碰撞约束定义如下：

hi(x) = ‖p− pi,obs‖2 − r2safe ≥ 0, i = 1, . . . , I, (25)

其中 p = [px, py]
>表示代理的位置，pi,obs 表示第 i个障碍物的位置，rsafe 是避免碰撞的安全半

径。此外，在基于 CBF的安全约束内，选择类-K函数 α显著影响安全执行的保守性，并且 κ

影响min操作的近似误差。在本研究中，我们采用一个权衡值来平衡安全性和性能与 α = 5(·)，
κ = 2。

为了展示所提出方法的安全性，我们在训练过程中展示了以下指标：每个回合的minhi, i =

1, . . . , I 和复合 h，以及 I = 3。此外，还展示了所有训练回合步骤中的 minhi, i ∈ I 和复合 h，
以及训练后的部署阶段的轨迹。结果如图 3和图 4所示。
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图 3: 安全强化学习训练和测试的性能。子图（a）展示了每个训练阶段中的minhi, i = 1, . . . , I

以及复合 h。在每个训练阶段中，复合 h(x)低估了 minhi并保持正值。子图（b）展示了测试
过程中的成功轨迹。子图（b）中的蓝色区域包含三个障碍物，各自具有不同的安全半径大小。
彩色方块表示初始位置。红色圆圈代表目标区域，而彩色线条指示从原点附近的不同初始位置
开始的测试轨迹。

如图 3(a) 所示，整个训练过程中 hi的最小值始终大于 0，这表明系统成功实现了安全训练
和策略学习。此外，红线 h(x)作为虚线蓝色线条的下界近似，这与定理 1的结论一致。图 3(b)
展示了达到目标区域的轨迹，在 200次试验中确保了安全。
图 4提供了更详细的视角，展示了每个片段中所有步骤（不同颜色的曲线）下 hi 和 h的

演变过程（经过 1000次训练迭代，最大步数限制为 200）。当接近安全集边界时，hi 曲线在某
些时间间隔内表现出“平坦化”校正，这取决于障碍物的不同位置。在此期间，条件 Lfh(x) +

8
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Lgh(x)ū(x) + α(h(x)) < 0成立。因此，安全策略是基于 (20)和 (21)积极过滤和校正的，确保
h在所有时间都保持正值。
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图 4: h1, h2, h3和复合 h在 1000个回合中的演化。训练期间的安全学习得到了保证。

表 1: 不同方法的比较

方法 ATTS(s)具有 I = 3 带有 (s)的 ATTS I = 10 ATT(s)与 I = 30

闭式解 0.018 0.024 0.043
CBF 批量 QP 0.13 0.25 0.40
CBF CVXPY层 0.84 1.45 2.26

如前所述，封闭形式的解消除了对可微 QP求解器的需求，从而降低了计算成本。这代表
了所提出方法的另一个显著优势。在同一场景中进行多障碍物避碰时，我们比较了所提出的方
法与常用在基于 CBF的安全学习 Emam et al. (2022); Ma et al. (2022); Jiang et al. (2024);
Romero et al. (2024) 中的可微 QP 求解器 Batched-QPFunctionAmos and Kolter (2017) 和
CVXPYLayerAgrawal et al. (2019)的计算性能。比较结果总结于表 1中，其中性能指标是在
RL训练过程中的每步平均求解时间（ATTS）。此外，还测试了 10个和 30个约束条件的情景
以验证所提出方法在解决更大规模安全 RL问题时的可扩展性。
如表 1所示，所提出的方法由于具有闭式性质，计算速度优势至少高出一个数量级。基于

CVXPYlayer 的方法虽然支持纪律化的参数化编程，但由于缺乏批处理求解的支持以及需要进
行 QP 中的梯度计算，表现出最低的求解效率。训练时间上的优势使其可能在大规模安全强化
学习问题中的优化中有效。

5. 结论

本文解决了确保多重安全约束并提高训练效率在安全 RL中的挑战。我们提出了一种基于
复合 CBF的闭式解的安全 RL框架。该框架通过使用 min函数的 Log-Sum-Exp近似来构建一
个复合 CBF，以将多个安全约束整合到优化问题中。它还继承了基于定义安全集的复合 CBF
提供的安全性保证。作为具有闭式解的可微 QP架构的替代方案，所提出的方法显著提升了训
练效率。对比实验表明，所提出的方法比当前最先进的可微批量 QP求解器快达 7倍，并且至
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少比可微凸优化层 CVXPYlayer快 46倍，展示了其在解决大规模安全 RL问题中的潜力。未来
工作将进一步研究显式输入约束下的复合 CBF-QP，重点在于保证框架内不同 iable优化的可
行性并提高效率。
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