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关于分裂域的极小生成集和聚类塔群

SHUBHAM JAISWAL, P VANCHINATHAN

摘要. 聚类塔的概念由第二作者和 Krithika在 [4]中提出，其中包含一个问题，该问题由第一作者和
Bhagwat在 [1]中回答。本文我们引入了分裂域的极小生成集概念，并将其与聚类塔的概念联系起来。
我们证明存在无穷多个有理数上的不可约多项式，其分裂域有两个极端极小生成集（一个给定基数，另
一个最小基数），并且对于这些多项式，我们有两种极端的聚类塔（一种给定长度，另一种最短长度）。
我们证明了与构造定理证明中所构建的极小生成集相关的聚类塔的一些有趣性质，并且作为结果得到
了即使在使用极小生成集时，次数序列也取决于顺序的事实。我们还建立了某个有理多项式族的极小
极小生成集的一个等价条件，并计算了总极小极小生成集的数量。

1. 介绍

假设不可约多项式 f 的次数为 n，其伽罗瓦群是 Sn。这意味着对其根的任何置换都会产生分裂域
的一个自同构。换句话说，知道根子集上的一个自同构并不能完全决定该自同构。在这种情况下，我们
可以粗略地说 f 的根之间没有相互关系。当伽罗瓦群不是整个 Sn 时，这意味着根之间存在某种关系。
例如，如果由 f 某个根子集生成的域包含其他一些根，则显然伽罗瓦群是Sn的真子群。伽罗瓦的一个
著名结果表明，对于一个素数次多项式，当伽罗瓦群可解时，分裂域由两个根生成（参考 §68 在 [2]）。
在这篇论文中，我们希望了解根的子集要多大或多小才能生成分裂域。

我们不感兴趣将分裂域 Kf 表示为某个原根 β ∈ Kf 的 K(β)。我们的兴趣是将其表示为 Kf =

K(β1, β2, . . . , βm)，其中 {βi}mi=1是 f 在 K̄中的根的一个子集。这样的子集称为多项式分裂域的生成集。
在此背景下，研究属于由 f 的单一特定根生成的域中的 f 的子集是自然的。受 Perlis在 [6]的工作启发，
第二作者和Krithika在其最近的 [4]工作中将此类子集定义为根簇。因此，簇形成了 f 的根之间的明显
等价关系中的等价类。

第二作者和 Krithika还在 [4]中引入了簇塔的概念。在这项工作中，他们提出了一个关于簇塔的度
序列是否独立于根簇代表元素排序的问题。这个问题由第一作者和 Bhagwat在其最近关于根簇的工作
[1]中通过构建反例来回答。
通过极小生成集，我们意味着一个生成集，其任何真子集都不是生成集。在本文中，我们证明了分

裂域的极小生成集的一些基本性质。然后我们继续建立定理 3.1，该定理连接了极小生成集和簇塔的概
念，并有助于将关于极小生成集的结果重新表述为关于簇塔的结果。

一个警告：在线性代数中，我们有一个类似的极小生成集的概念。Steinitz交换引理使我们能够得
出所有这样的极小生成集具有相同的基数的结论，因此我们有了向量空间维度的一个良好定义的概念。
本文的目标之一是证明以上述自然方式为分裂域定义的极小生成集不具备 Steinitz交换性质。相反，我
们将展示两个“基”，其中一个的基数为 2，另一个的基数为 k > 2。
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精确结果在定理 2.5和定理 3.2中确立，如下所示。

定理 1.1. 给定一个整数 k > 2，存在无限多个不可约多项式 f 在 Q上，满足以下条件。

(1) 分裂域 Qf 有两个极小生成集：一个基数为 2，另一个基数为 k。

(2) 我们有两个极端的聚类塔楼：一个长度为 3，另一个长度为 k + 1。

定理 3.3建立了与我们构造的基数 k最小生成集相关的长度 k + 1聚类塔的一些有趣性质，该最小
生成集是在证明定理 2.5时构建的。由此我们可以得出，即使使用最小生成集，度数序列仍然依赖于集
合中元素的顺序。

如下在定理 2.7中建立。

定理 1.2. 令 n > 2为奇数。令 c为一个正有理数，使得 f = xn − c是在 Q上的不可约多项式。固定 ζ

为 Q̄中的一个本原 n次单位根。令 a = c1/n为正实根。那么我们有以下结论。

(i) B = {aζk, aζ l}0 ≤ k < l ≤ n− 1是 Qf 的最小生成集当且仅当 gcd(l − k, n) = 1。
(ii) 存在 nφ(n)/2个最小生成集 Qf，其中 φ是欧拉函数。

定理 2.8建立了数域上具有给定基数的最小生成集的无穷多项式的存在性。

2. 多项式的分裂域的极小生成集

令 K 是一个完美域。我们固定一个代数闭包 K̄，并始终与 K 上的不可约多项式以及包含在 K̄ 中
的K的有限扩张一起工作。令 f ∈ K[t]是一个次数为 n的不可约多项式。由于K是完美的，因此 f 在
K̄ 中有 n个不同的根。我们用 R = {α1, α2, . . . , αn}表示 f 的根的集合。令Kf 为 f 在K 上的分裂域，
并设 G := Gal(Kf/K)。设 H = Gal(Kf/K(α))。我们有关于 f 的根簇的以下概念（详情见 [4]的第 1
和第 2节以及 [1]的第 2.1节）：f 的簇定义为属于由 f 在K 上生成的域中的 f 的根的子集。结果表明，
所有 f 的簇具有相同的基数，该基数被定义为 f 在K 上的簇大小，表示为 rK(f)。f 在K 上的簇的数
量表示为 sK(f)。

对于集合 B = {β1, β2, . . . , βm} ⊂ K̄，令K(B)表示域K(β1, β2, . . . , βm)。

定义 2.1. 考虑一个在K上的不可约多项式 f。集合B ⊂ R被称为多项式 f 的分裂域的极小生成集，如
果满足以下条件。

(1) K(B) = Kf

(2) 对于任何集合 A ( B，我们有K(A) 6= Kf。

命题 2.2. 令 B ⊂ R为多项式 f 的分裂域的极小生成集。那么我们有如下内容

(1) B 的所有元素都位于 f 的不同根簇中。因此 |B| ≤ sK(f)。
(2) B ⊂ B′ 其中 B′是 f 的根簇的完整代表集。

证明.

(1) 如果B的两个元素，比如 β1和 β2位于同一个根簇中。那么K(β1) = K(β2)。令A = B\{β1}。然
后 A ( B 和 K(A) = Kf 是一个矛盾。由于 sK(f)是 f 的不同簇的数量，我们有 |B| ≤ sK(f)。
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(2) 从部分 (1) 可以看出，B的元素是 |B|多个 f 簇的代表。我们可以选择剩余 sK(f)− |B|多个簇
的代表，并将该集合称为 B0。然后 B′ = B tB0满足我们的目的。

�

命题 2.3. 考虑 B = {β1, β2, . . . , βm} ⊂ R。B 是多项式 f 的分裂域的极小生成集，当且仅当

(1) K(B) = Kf 和
(2) 对于每一个 1 ≤ i ≤ m，我们有 βi 6∈ K(B\{βi})。

证明. 假设B是一个极小生成集。假设对于某个 i，我们有 βi ∈ K(B\{βi})。那么对于A = B\{βi} ( B，
我们有K(A) = K(B) = Kf，这是一个矛盾。

反之，假设对于某个 A ( B，K(A) = Kf。由于 A ( B，我们有对于某个 i的 A ⊂ B\{βi}。由于
K(A) = Kf。因此K(B\{βi}) = Kf。因此 βi ∈ K(B\{βi})，这是一矛盾。 �

命题 2.4. 令 C ⊂ R是多项式 f 的分裂域的生成集，即K(C) = Kf。那么存在 B ⊂ C，使得 B是 f 的
分裂域的极小生成集。

证明. 如果 C = {γ1, γ2, . . . , γm′}本身是最小生成集，则我们已经完成了。假设 C 不是最小生成集。那
么根据命题 2.3，对于某些 1 ≤ i ≤ m′,γi ∈ K(C\ {γi})我们有结论。然后对于 C ′ = C\ {γi}，我们有
K(C ′) = K(C) = Kf。现在如果 C ′是最小生成集，那么我们就完成了。否则我们重复同样的过程直到
得到一个子集 B ⊂ C，它是最小的。 �

推论 2.4.1. 令 f 是定义在K 上的不可约多项式。则存在一个生成集 B 为Kf 的极小生成集。

证明. 设 C = R。因此K(C) = Kf。现在由命题 2.4，我们完成了证明。 �

备注 2.4.1. 对于多项式 f 的分裂域的最小生成集 B，|B|不必整除 f 的次数 n。

考虑 f = x3 − 2在 Q上，并令 ω 为原 3次单位根。然后 { 3
√
2, 3
√
2ω}是 f 的最小生成集，但不是

2 - 3。

备注 2.4.2. 假设 B1和 B2是多项式 f 的分裂域的两个不同的极小生成集。通过以下定理表明 B1和 B2

的基数不一定相同。这也说明了线性代数中的施泰因茨交换引理对于极小生成集并不成立。

定理 2.5. 给定一个整数 k > 2，存在无穷多个不可约多项式 f 在 Q上，其分裂域 Qf 具有两个极小生
成集：其中一个的基数为 2，另一个的基数为 k。

证明. 令 n = p1p2 · · · pk，其中 pi的是不同的奇素数。固定 ζ 为 Q̄中的原 n次单位根。令 c是一个正有
理数，使得 f = xn − c是在 Q上的不可约多项式。令 a = c1/n 是其正实根。因此 Qf = Q(a, ζ)。显然
B1 = {a, aζ}是 f 的最小生成集，基数为 2。我们声称 B2 = {aζn/pi}ki=1是 f 的一个极小生成集，其基
数为 k。

由于 n是奇数，根据 [3]中的命题 1 和 [3]中的定理 A，Q(a)∩Q(ζ) = Q和Gal(Qf/Q) ∼= Z/nZo
(Z/nZ)×。识别G = Gal(Qf/Q)与Z/nZo(Z/nZ)×我们有H = Gal(Qf/Q(a)) = {0}×(Z/nZ)× ⊆ G。
现在 G具有半直积群法则

(α, u) · (β, v) = (α+ u · β, uv)
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如在 [3]中，u · β 是环 Z/nZ中的通常乘法 uβ。G对 f 的根的作用由 (α, u).(aζj) = aζ(α+uj)给出，对
于任意的 1 ≤ j ≤ n。因此我们观察到对于每个 j，Hj = {(j − vj, v) | v ∈ (Z/nZ)×}是固定域 Q(aζj)

的 G的子群。

考虑 (α, u) ∈ ∩k
i=1 Hn/pi

。因此对于所有 1 ≤ i ≤ k，α = (1 − u)n/pi 成立。所以对于每个 i，有
pi|α。因此 n|α，这意味着 α = 0。因此对于每个 i，pi|(1− u)。因此 n|(1− u)，这意味着 u = 1。因此
我们已经证明了 ∩k

i=1 Hn/pi
= 1，这意味着K(B2) = Qf。

现在对于任意的 1 ≤ l ≤ k，考虑 (α, u) ∈ ∩i 6=l Hn/pi
。因此对于所有 i 6= l，有 α = (1− u)n/pi。从

而对于每个 1 ≤ i ≤ k，有 pi|α。因此 α = 0。因此对于每个 i 6= l,pi|(1− u)。因此 (n/pl)|(1− u)。我们
声称存在一个整数 1 ≤ z ≤ (pl − 1)使得 (n/pl)z + 1 ∈ (Z/nZ)×。

只要证明存在一个 1 ≤ z ≤ (pl−1)使得 pl - ((n/pl)z+1)即可。假设相反，对于所有 1 ≤ z ≤ (pl−1)

都有 pl|((n/pl)z+1)。因此 pl整除和Σ
(pl−1)
z=1 ((n/pl)z+1) = (n/pl)(Σ

(pl−1)
z=1 z)+(pl−1) = (n/pl)(pl)(pl−

1)/2 + (pl − 1) 这是一个矛盾。

因此我们得到了一个非平凡的元素 (0, (n/pl)z + 1) ∈ ∩i6=l Hn/pi
对于那个选择的 z。从而对于任

意的 1 ≤ l ≤ k，我们有 K(B2\{aζn/pl}) 6= Qf。因此根据命题 2.3，我们就完成了证明。由于我们对
n = p1p2 · · · pk 和 c有无限的选择，所以我们得到了具有该性质的无穷多项式。 �

定义 2.6. B ⊂ R 被称为多项式 f 的分裂域的极小生成集，如果 B 是具有最小可能基数的极小生成集。

定理 2.7. 令 n > 2为奇数。固定 ζ 为 Q̄中的原 n次单位根。令 c是一个正有理数，使得 f = xn − c是
在 Q上的不可约多项式。设 a = c1/n是其正实根。那么我们有如下结论。

(1) B = {aζk, aζ l} 对于 0 ≤ k < l ≤ n− 1是 Qf 的最小生成集当且仅当 gcd(l − k, n) = 1。
(2) 有 nφ(n)/2个最小生成集的 Qf。

证明.
(1) 现在是 Qf = Q(a, ζ)。如同定理 2.5的证明，我们有 Gal(Qf/Q) ∼= Z/nZ o (Z/nZ)×。我们将

G = Gal(Qf/Q)与 Z/nZo (Z/nZ)×等同。现在我们有半直积群法则在G上，G对 f 的根的作
用以及每个 0 ≤ j ≤ n− 1的子群 Hj，如同定理 2.5的证明中所述。
现在 ζ l−k ∈ K(B)。假设 gcd(l−k, n) = 1。因此 ζ ∈ K(B)。从而 a ∈ K(B)。从而B是一个极

小生成集的最小值。反之，假设 gcd(l−k, n) = d 6= 1。我们将证明K(B) 6= Qf 即Hk ∩Hl 6= 1。

现在考虑 (α, u) ∈ Hk ∩Hl。因此 α = (1− u)k = (1− u)l。由此可知 n|(l − k)(1− u)。我们
声称存在一个 1 ≤ z ≤ d− 1使得 (−(n/d)zk, (n/d)z + 1)是 Hk ∩Hl 中的一个非平凡元素。显
然对于任何 z 都有 (n/d)zk = (n/d)zl，因为 d|(l − k)。因此只需证明存在一个 1 ≤ z ≤ d − 1

使得 gcd((n/d)z + 1, n) = 1。

如果素数 p|n 但 p - d，那么显然对于任意 z 我们有 p - ((n/d)z + 1)。考虑 P = Πp|d p。
假设对于所有 1 ≤ z ≤ d − 1 都有 P |((n/d)z + 1)。因此，P 整除和 Σ

(d−1)
z=1 ((n/d)z + 1) =

(n/d)(Σ
(d−1)
i=1 z) + (d− 1) = (n/d)(d)(d− 1)/2 + (d− 1) 这是一个矛盾。

（注意这里我们使用了 n是奇数，因此 d也是奇数）。因此存在一个 z使得 P - ((n/d)z + 1)。通
过那个选择的 z我们就完成了。

(2) 我们将计算满足条件的对数 (k, l)，使得 0 ≤ k < l ≤ n − 1和 gcd(l − k, n) = 1。由于 n > 2，
φ(n)是偶数。令 e = φ(n)，并令 e个元素在 (Z/nZ)×中为
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x1 = 1 < x2 < · · · < xe = (n−1)。现在对于给定的 k，我们必须有 l = k+xi对于某些 1 ≤ i ≤ e

使得条件得到满足。

当 k = 0，则 l有 e个选择。考虑 0 ≤ y ≤ (e− 2)。对于 (n− xe−y) ≤ k ≤ (n− 1− xe−y−1)

我们有 e− y − 1个选择来决定 l。因此，总对数为
e + Σe−2

y=0 (xe−y − xe−y−1)(e − y − 1) = ne − Σe
i=1 xi。观察到对于所有 1 ≤ i ≤ e/2 都有

xe−i+1 = n− xi，我们得到 Σe
i=1 xi = ne/2，从而完成证明。

�

备注 2.7.1. 如果 n是定理 2.7中的一个奇素数 p，则 Qf 的 pφ(p)/2 = pC2 个最小生成集 {aζk, aζ l}对
于 0 ≤ k < l ≤ p− 1而言是分裂域 Qf 的所有可能的极小生成集。

定理 2.8. 令K 是一个数域。给定一个整数 k > 1，存在无穷多个不可约多项式在K 上，其分裂域具有
最小基数为 k 的极小生成集。

证明. 根据 [7]在希尔伯特域上的结果，我们有 Sk+1 可以被实现为在 K 上的无穷多个成对线性不相交
的伽罗瓦扩张的伽罗瓦群。因此，根据珀里斯的最终命题 [5]，存在无穷多个不可约多项式 f，在域K上，
次数为 k+1且伽罗瓦群为Sk+1。设 f 的根集为R = {αi}k+1

i=1 ⊂ K̄。设Bi = R\{αi}对于 1 ≤ i ≤ k+1。
那么每个 Bi是最小生成集，其基数为 k。 �

备注 2.8.1. 在上述证明中，k + 1个 Bi都是分裂域 f 的所有可能的极小生成集。

3. 极小生成集与聚类塔楼

在 [4]中，引入了簇塔的概念。参见 [1]的第 5.2节以获取群论表述。

多项式的聚类塔：令 f 是K 上的一个不可约多项式。考虑 f 在 K̄ 中根的簇的一组完全代表元。令
(β1, β2, . . . , βs)为该集合的一种排序，其中 s = sK(f)。现在考虑以下终止于分裂域Kf 的字段簇塔。

K ⊆ K(β1) ⊆ K(β1, β2) ⊆ · · · ⊆ K(β1, β2, . . . , βs) = Kf .

塔的长度是塔中不同域的数量，这些不同域关于K 的次数构成次数序列。显然塔的长度 ≤ s+ 1。

示例 5.1.3在 [1]中表明，度数序列和塔的长度都依赖于 βi的顺序。

以下结果将最小生成集和簇塔的概念联系起来。

定理 3.1. 考虑 B = {β1, β2, . . . , βm} ⊂ R。

(1) B 是多项式 f 的分裂域的一个极小生成集，当且仅当对于任意排列 (i1, i2, . . . , im)(1, 2, . . . ,m)，

K ⊆ K(βi1) ⊆ K(βi1 , βi2) ⊆ · · · ⊆ K(βi1 , βi2 , . . . , βim)

是 f 的长度为m+ 1的簇塔。

(2) 在上述情况下，所有的m!个聚类塔都是不同的。换句话说，B 与之关联的有m!个聚类塔。
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(3) B 是一个多项式 f 的分裂域的极小生成集，当且仅当

K ⊆ K(β1) ⊆ K(β1, β2) ⊆ · · · ⊆ K(β1, β2, . . . , βm)

是 f 的一个簇塔，并且长度为m+ 1，这是任何 f 的塔可能的最小长度。

证明.

(1) 假设B是一个极小生成集。考虑任意排列 (i1, i2, . . . , im)为 (1, 2, . . . ,m)的情况。显然，以下是
一个簇塔，终止于分裂域

K ⊆ K(βi1) ⊆ K(βi1 , βi2) ⊆ · · · ⊆ K(βi1 , βi2 , . . . , βim) = Kf

，因为K(B) = Kf。

如果聚类塔的长度为 < m+ 1，则存在 2 ≤ j ≤ m使得
βij ∈ K(βi1 , βi2 , . . . , βij−1

)。令 A = B\{βij}。我们有 A ( B与K(A) = Kf，这与 B是最小生
成集相矛盾。因此，簇塔的长度是m+ 1。

相反，假设 B 不是最小生成集。

情况 1：K(B) 6= Kf。那么对于任何排列，这座塔都不是聚类塔，因为它不会在分裂域处终止。
情况 2：K(B) = Kf 且存在 A ( B 使得 K(A) = Kf。考虑一个排列 (i1, i2, . . . , im) 的

(1, 2, . . . ,m)，使得 A = {β1, β2, . . . , βl}其中 l < m。则聚类塔

K ⊆ K(βi1) ⊆ K(βi1 , βi2) ⊆ · · · ⊆ K(βi1 , βi2 , . . . , βim) = Kf

的长度是 ≤ l + 1 < m+ 1。

(2) 假设 (i1, i2, . . . , im)和 (j1, j2, . . . , jm)是 (1, 2, . . . ,m)的两个不同的排列。考虑最小的 1 ≤ l ≤
m− 1，使得 il 6= jl 成立。我们声称K(βi1 , βi2 , . . . , βil) 6= K(βj1 , βj2 , . . . , βjl)。

假设相反，K(βi1 , βi2 , . . . , βil) = K(βj1 , βj2 , . . . , βjl)。由于对于所有 1 ≤ k ≤ l−1都有 ik = jk。
因此对于任意的 1 ≤ k ≤ l都有 jl 6= ik。这暗示了 βjl ∈ K(B\{βjl})，根据命题 2.3，这是与 B

作为一个极小生成集相矛盾的。因此，对应于这两个置换的簇塔是不同的。

(3) 假设
K ⊆ K(β1) ⊆ K(β1, β2) ⊆ · · · ⊆ K(β1, β2, . . . , βm)

是 f的一个簇塔，其长度为m+1，这是任何 f塔的最小可能长度。因此对于每个排列 (i1, i2, . . . , im)

的 (1, 2, . . . ,m)，

K ⊆ K(βi1) ⊆ K(βi1 , βi2) ⊆ · · · ⊆ K(βi1 , βi2 , . . . , βim)

是长度为m+1的 f 的簇塔。由第 (1)部分，B是一个极小生成集。如果 B′是任何其他极小生
成集。然后根据第 (1)部分，对应的簇塔的长度将是 |B′| + 1。由于 |B| + 1是任何簇塔可能的
最小长度对于 f。因此 |B| ≤ |B′|。因此 B 是最小生成集。
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反之，假设 B 是最小的生成集。那么根据第 (1)部分，由于 B 是最小生成集，

K ⊆ K(β1) ⊆ K(β1, β2) ⊆ · · · ⊆ K(β1, β2, . . . , βm)

是 f 的长度为m+ 1的簇塔。假设m+ 1不是簇塔对于 f 的可能的最短长度。因此存在一个集
合 C = {γ1, γ2, . . . , γm′} ⊂ R，其中包含m′ < m，使得

K ⊆ K(γ1) ⊆ K(γ1, γ2) ⊆ · · · ⊆ K(γ1, γ2, . . . , γm′)

是长度为m′ + 1 < m+ 1的 f 的簇塔。因此K(C) = Kf。因此，根据命题 2.4，存在 B′ ⊂ C，
使得 B′ 是 f 的分裂域的一个极小生成集。从而 |B′| ≤ |C| < m。这与 B 是一个最小极小生成
集相矛盾。

�

推论 3.1.1. 令 f 是在 K 上的不可约多项式，α是 f 在 K̄ 中的一个根。那么 f 恰有一个簇塔当且仅当
K(α)/K 是伽罗瓦的。

证明. 如果 K(α)/K 是伽罗瓦的，那么 K ⊆ K(α) = Kf 是 f 的唯一簇塔。反之假设 K(α)/K 不是伽
罗瓦的。那么Kf 的任何最小生成集都具有基数≥ 2。由定理 3.1(2)，f 至少有 2个不同的聚类塔。 �

备注 3.1.1. 在上述情况下，塔的长度是 2，度序列是 (deg(f))，且有 deg(f)个单元素最小生成集，因此
也是最小的最小生成集。

鉴于定理 3.1(1)，我们将集群塔的定理 2.5重新表述如下。

定理 3.2. 给定一个整数 k > 2，存在无限多个不可约多项式 f 在 Q上，其中我们有两个极端的簇塔：
一个长度为 3，另一个长度为 k + 1。

定理 3.3. 考虑具有基数 k的最小生成集 B2 = {aζn/pi}ki=1，如定理 2.5的证明中所述。考虑与之相关的
长度为 k + 1的聚类塔。

Q ⊆ L1 ⊆ L2 ⊆ · · · ⊆ Lk = Qf

其中 Li = Q(aζn/p1 , aζn/p2 , . . . , aζn/pi)对于 1 ≤ i ≤ k。然后我们有以下内容。

(1) Li = Q(a, ζn/(p1p2···pi)) 对所有 i ≥ 2。
(2) 聚类塔的度数序列是

(n, nφ(p1p2), nφ(p1p2p3), . . . , nφ(p1p2 · · · pk−1), nφ(n))。
(3) 关于 a的 Li的根容量（以Q为基域），即：对于 i ≥ 2和 ρQ(L1, a) = 1的 ρQ(Li, a) = p1p2 · · · pi。
（参见 [1]的第 6.2节以获取根容量的定义）。

证明.

(1) 我们有 i ≥ 2。现在对于每个 1 ≤ j ≤ i，我们有 aζn/pj = (a)(ζn/(p1p2···pi))(p1p2···pi)/pj。因此
Li ⊂ Q(a, ζn/(p1p2···pi))。不失一般性地假设 p1是 p1, p2, . . . , pi中最大的素数。现在我们观察到

gcd(n, (n/p2 − n/p1), (n/p3 − n/p1), . . . , (n/pi − n/p1)) = n/(p1p2 · · · pi).
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因此我们有整数 y, x2, x3, . . . , xi 使得 yn + Σi
j=2xj(n/pj − n/p1) = n/(p1p2 · · · pi)。令 x1 =

−Σi
j=1 xj。因此 Πi

j=1 (aζn/pj )xj = ζn/(p1p2···pi)。从而 ζn/(p1p2···pi) ∈ Li。因此 a ∈ Li。这样我们
就完成了。

(2) 现在Q(a)∩Q(ζ) = Q。因此Q(a)∩Q(ζn/(p1p2···pi)) = Q。由此 [Q(a, ζn/(p1p2···pi)) : Q] = [Q(a) :

Q][Q(ζn/(p1p2···pi)) : Q]。因此对于 i ≥ 2，[Li : Q] = nφ(p1p2 · · · pi)。
(3) 由于域Q(a)包含 f = xn − c的单根 a，因为 n是奇数。因此，与Q(a)同构的域Q(aζn/p1)也包
含 f 的单个根 aζn/p1。从而 ρQ(L1, a) = 1。另外由于Lk = Lf。因此 ρQ(Lk, a) = n = p1p2 · · · pk。
现在令 2 ≤ i ≤ k − 1。显然，p1p2 · · · pi 个根 {aζyn/(p1p2···pi)}(p1p2···pi−1)

y=0 属于 f 位于 Li 中。
我们将证明这些是唯一位于 Li 中的根。假设 f 的另一个根 aζj 也位于 Li 中。因此存在一个
i+ 1 ≤ l ≤ k，使得 pl - j。

由于Li = Q(aζn/p1 , aζn/p2 , . . . , aζn/pi)。因此固定Li的G的子群是∩i
w=1Hn/pw

。由于Q(aζj) ⊂
Li。因此 ∩i

w=1Hn/pw
⊂ Hj。因此，k− 1子群的交集是 ∩w 6=l Hn/pw

⊂ Hj。现在在定理 2.5的证
明的最后一段中，我们得到了某个 1 ≤ z ≤ pl − 1的非平凡元素 (0, (n/pl)z + 1) ∈ ∩w 6=l Hn/pw

。
从而 (0, (n/pl)z + 1) ∈ Hj。因此 n|((n/pl)zj)。但由于 pl - ((n/pl)zj)，我们得到了矛盾。

�

备注 3.3.1. 可以观察到，定理 3.3的第（1）和（2）部分的证明中的论点通过使用定理 3.1（1），给出
了 B2是最小生成集的一个替代证明。

备注 3.3.2. 在定理 3.3中，如果我们考虑与排列 (1, 3, 2, 4, . . . , k)对应的簇塔 (1, 2, 3, 4, . . . , k)，我们得
到度数序列为
(n, nφ(p1p3), nφ(p1p2p3), . . . , nφ(p1p2 · · · pk−1), nφ(n))。现在 φ(p1p3) 6= φ(p1p2)。因此这两个簇塔的度
数序列是不同的。这表明即使使用最小生成集，度数序列仍然取决于集合中元素的顺序。

示例 3.4. 考虑定理 2.7中的情况。然后根据定理 3.1(3)，共有 n多种不同的簇塔 f，其长度是最小可能
的长度。对于每个塔，其长度是 3，度数序列是 (n, nφ(n))。如果 n是一个奇素数 p，那么总共有 p个不
同的聚类塔 f。

示例 3.5. 考虑定理 2.8的证明情况。通过类似于定理 3.1（2）中的论证，我们可以证明总共有 (k+1)!/2

个不同的簇塔 f。
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