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经典伊辛模型在具有豪斯多夫维度 dH = ln 32/ ln 4 = 2.5的三维分形晶格上的临界行为使用高阶张
量重正化群 (HOTRG)方法进行了研究。我们确定了临界温度 Tc ≈ 2.65231以及磁化 β ≈ 0.059和场
响应 δ ≈ 35的临界指数。与之前研究的具有 dH ≈ 1.792的二维分形不同，这种三维分形的比热在 Tc

处表现出发散奇异性。结果与其他规则晶格和分形结构的结果进行了比较，以阐明维度在临界现象中
的作用。

I. 介绍

维度是相变和临界现象理论中的基石 [1, 2]。对于
具有平移不变性的规则格子上的系统，空间维度 d对
转变的普适类起着关键性的影响。然而，自然界中以
及人工构造中的许多系统表现出分形几何 [3]。这些结
构的特点是在一定范围内的自相似性、缺乏平移不变
性，以及往往具有非整数豪斯多夫维度 (dH)。这样的
特性对传统意义上的临界行为及其所遵循的维度概念
提出了深刻的问题。对于分形系统，除了 dH 之外，还
可以定义其他维度量度，如谱维数 ds [4]、分支阶数R

[5] ，或从边界缩放导出的维度（例如，对于大小为 L

的聚类中的M 边界点，其维度为M ∼ Ld−1）。一个中
心的未解决问题是这些当中是否有任何一个作为决定
临界指数和超标度关系 [6, 7]有效性的真实维度。

Sierpiński垫片是有限分支分形的典型例子。在二
维 Sierpiński垫片 (dH = ln 3/ ln 2 ≈ 1.585)上的经典
Ising 模型及其高维推广中，尽管 dH > 1，但在有限
温度 [8, 9] 下著名地没有相变。这通常与它的有限分
支阶数相关联，这意味着在大尺度上具有准一维特征。
相比之下，无限分支的分形如 Sierpiński 地毯可以维
持相变 [10]。张量网络 (TN)算法的出现，特别是高阶
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张量重正化群 (HOTRG)[11]，为通过有效管理其递归
结构来处理自相似分形晶格上的相变提供了强大的数
值工具。我们的团队利用 HOTRG探索了各种二维分
形上的经典伊辛模型，包括一个 4x4基底分形 (dH ≈
1.792)[12, 13]、一个 6x6基底分形 (dH ≈ 1.934)[14]、
一个可调分形 J1-J2，该分形连接了这个 4x4分形到一
个规则的平方晶格 [15]，以及谢尔宾斯基地毯 (dH ≈
1.893)[16]。我们在二维谢尔宾斯基地毯分形上的量子
相变也进行了研究 [17]。

本文扩展了我们之前的调查，涉及三维（3D）分
形晶格。该晶格是通过递归扩展过程构建的，在每一
步 n，系统的线性尺寸增加四倍。一个基本单元由 32
个较小的、相同的单元组成，而完整的 4×4×4正立方
体排列的角落和边缘上缺少 32个单元（参见图 1）。因
此，点的数量按Nn = 32n的比例缩放，得出Hausdorff
维度 dH = ln 32/ ln 4 = 2.5。相比之下，从一个簇向外
的键数量在每一步中增加四倍。这意味着边界缩放导
出的一个维度M ∼ Ld−1，为 d = 2。这种将 dH = 2.5

与有效边界维度 d = 2并置的做法激发了一个核心问
题。我们之前关于具有 dH ≈ 1.792（以及 d = 1.5）的
二维分形的工作发现比热容 [12]没有发散。鉴于正则
二维方形晶格（dH = 2, d = 2）表现出对数比热奇点
[18]，询问当前三维分形（dH = 2.5, d = 2）是否会显
示比热发散是相关的。

https://arxiv.org/pdf/2506.17053v2
https://cenxiv.cn/cn-pdf/2506.17053v2


2

图 1.（彩色在线）上部：分形晶格的组成。第一次迭代步骤中
包含 Nn=1 = 32个顶点的基本聚集体。在系统扩展的每一步 n

中，系统的线性尺寸增加 4 倍，在这一步骤中只有 32 个单位
（实心圆）相连（实线），而位于 4× 4× 4立方体边缘的其余 32
个单位（空心圆、虚线）缺失。下部：从基本聚集体六个侧面
之一进行投影。

本研究的主要目的是使用 HOTRG方法调查经典
伊辛模型在这种新型三维分形晶格上的相变。我们旨
在确定其临界温度 Tc以及临界指数 β（与自发磁化相
关）和 δ（表征临界等温线）。特别关注比热的性质。通
过将我们的发现与规则晶格和其他分形的已知结果进
行比较，我们旨在进一步阐明不同维度特性与非均匀
系统中的临界现象之间的复杂关系。

论文结构如下：第 II节详细介绍了模型及其张量
网络表示。我们的数值结果在第 III节中呈现并进行了
分析。最后，第 IV节提供了总结、讨论和结论性评论。

II. 模型表示

张量网络表示可以应用于任何具有局部（即短程）
相互作用的经典统计系统。伊辛模型的哈密顿量定义

为
H = −J

∑
〈ij〉

σiσj − h
∑
i

σi , (1)

其中 σ取值为+1或−1，J > 0表示铁磁耦合，h是施
加在每个自旋上的恒定外部磁场。为了简化进一步的
解释，让我们考虑没有外部磁场的情况，即设置 h = 0。
伊辛模型定义在三维分形晶格上的配分函数可以

通过由五种局部张量表示的张量网络状态来表达，这
些局部张量分别用 T ,X,Y ,Z 和 Q表示，
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=
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, (6)

其中W 是一个由键权重因子化决定的 2× 2矩阵。虽
然选择W 在某种程度上是任意的，但在这里我们选择
了不对称分解

W =

( √
cosh 1/T

√
sinh 1/T√

cosh 1/T −
√

sinh 1/T

)
, (7)

其中 T 是温度。请注意，当两个局部张量通过非物
理（辅助）指标 x进行收缩时，边权重WB (σi, σj) =

exp (σiσj/T )正确地重新表示为

WB (σi, σj) =
1∑

x=0

WξixWξjx , (8)
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其中第一个矩阵指标 ξi = (1 − σi)/2的取值分别为 0

和 1 当 σi = 1 和 σi = −1 时。为了在以下张量网络
图中清晰区分，我们使用不同的颜色来表示 x、y和 z

方向。

一种粗粒化重正化程序被用于计算配分函数。我
们从零开始计迭代步骤；因此，我们将等式 (2)–(6)中
的初始张量表示为 T (n=0) = T ,X(n=0) = X,Y (n=0) =

Y ,Z(n=0) = Z 和 Q(n=0) = Q。在每次迭代步骤 n中，
新的张量 T (n+1),X(n+1),Y (n+1),Z(n+1) 和 Q(n+1) 都是
从前一次迭代的张量 T (n),X(n),Y (n),Z(n)和 Q(n)创建
的。实际上，这是通过几个步骤实现的。首先，我们
通过将八个张量 T (n) 缩并为一个 2 × 2 × 2立方体来
构造“核心”张量 S(n)。核心张量 S(n) 可以在新张量
T (n+1)、X(n+1)、Y (n+1)、Z(n+1)和Q(n+1)的中心找到。
根据构建的张量类型，将带有两个复合指标（L

(n)
[X]、L

(n)
[Y ]

和 L
(n)
[Z]）的不同腿或带有单一复合指标（C

(n)
[X]、C

(n)
[Y ] 和

C
(n)
[Z]）的尖刺连接到“核心”张量对应的侧面上。通过
重复此过程，我们可以构建所需的任意大小的晶格结
构。我们现在将详细解释这一构造过程。

“核心”张量 S(n) 是通过收缩八个张量 T (n) 的副
本构建的

S
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. (9)

这是通过对所有三个方向执行三步 HOTRG扩展步骤
实现的，类似于规则 3D晶格的情况。我们使用粗线表
示张量 S(n)。

腿张量 L
(n)
[X]是由四个副本的张量X(n)构成，L(n)

[Y ]

由四个副本的 Y (n)构成，而L
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如下构成
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尖峰张量C
(n)
[X]、C

(n)
[Y ] 和C

(n)
[Z] 都是通过将张量Q(n)

的四个副本相应地旋转和排列构建而成的
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=
y2 y1

y3 y4

, (14)
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[Z](z1z2z3z4)

=
(z1,z2,z3,z4)

=
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. (15)

所 有 辅 助 对 象 准 备 完 毕（ 中 心 张 量 、
腿 和 尖 刺 ），我 们 现 在 可 以 创 建 新 的 张 量
T (n+1),X(n+1),Y (n+1),Z(n+1) 和 Q(n+1) 以进行下
一步迭代步骤 n+ 1。局部张量更新如下

T
(n+1)
xx′yy′zz′ =

z

x'

z'
y'

y

x , (16)

X
(n+1)
xx′yz = x'

z

y

x , (17)

Y
(n+1)
yy′xz = x

z
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y

, (18)

Z
(n+1)
zz′yx =

z
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z'
y

, (19)

Q(n+1)
xyz = x

z

y

. (20)

系统的分区函数 Zn(T )在 n次扩展后被评估为

Zn(T ) =
∑
ijk

Tn
iijjkk , (21)

其中我们施加了周期性边界条件。

III. 数值结果

我们设置铁磁耦合 J = 1，并在玻尔兹曼常数
kB = 1 的单位下工作。通过 HOTRG 进行数值计算
时，对于块自旋变量最多保留 D = 18个状态。
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图 2. 每个站点的自发磁化率 m(T )(D = 18)。插图：低于
Tc = 2.65231时的幂律行为。

让我们首先看看通过向系统引入杂质而获得的自
发磁化。单个杂质位于晶格的“中心”区域（在每次
HOTRG 扩展步骤后，系统都会旋转以保持杂质靠近
晶格的“中心”）。图 2显示了系统的自发磁化 m(T )。
临界温度 Tc = 2.65231以下，磁化表现出典型的幂律
行为

m(T ) ∼ |TC − T |0.059 . (22)

通过跟踪其相对于键尺寸D的收敛性，可以高精度地
确定临界温度 Tc，如图 3 所示。对于 D ≥ 16，该值
稳定到六位有效数字。指数的精度可以从图 2的小图
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（作为线性依赖关系的小偏差）以及从图 3的小图（相
对于键尺寸 D的小波动）中推断出来。β(D = 17)与
β(D = 18)之间的相对差异是 0.2%。请注意，尽管当
前研究的分形是三维的，临界指数 β ≈ 0.059 ≈ 1/17

小于平方晶格伊辛模型中的指数 βsquare = 1/8。

6 8 10 12 14 16 18

D

16.8

17

17.2

17.4

17.6

17.8

β
−

1

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

D

2.648

2.649

2.65

2.651

2.652

2.653

T
c

图 3. 临界温度 Tc 随着键维度 D 的收敛。对于 D =

{16, 17, 18}，临界温度 Tc = 2.65231 在小数点后六位是相同
的。插图：β指数的收敛（此处展示的是其倒数值 β(D)−1）相
对于D。D = {7, 8, 9}的情况是退化的，因此未包含在图中。

临界指数 β 的数值弱依赖于杂质张量的确切位
置。通过对基本簇的八个中心张量上放置的杂质进行
平均，我们得到了与上述略有不同的值；对于 D=17
时为 β ≈ 0.066 ≈ 1/15，而 β(D = 16)和 β(D = 17)

之间的相对差异小于 10−4。

2.6520 2.6521 2.6522 2.6523 2.6524 2.6525 2.6526

T

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

2

2.1

2.2

c

图 4. 每点的比热容 c(T )（从键能 D = 16的数据作为对 T 的
数值导数获得）。请注意，比热容 c(T ) 在 T ≈ 2.6523 附近发
散，这与从磁化强度确定的 Tc = 2.65231相符。

我们观察到在每个位点的比热 c(T ) 在 Tc 处出现

了一个奇异行为（发散），这是作为键能 u的数值导数
得到的，相对于温度而言，即 c(T ) = du/dT，见图 4。
我们希望强调在这种行为与之前研究的二维分形晶格
中观察到的行为不同 [12]处没有发现发散现象。
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图 5. 自发磁化 m0 = m(T = Tc)在温度 Tc = 2.65231(D =

18)下的磁场响应。插图：m0对非零外磁场 h的幂律依赖关系。

为了确定另一个独立的临界指数，我们还对自发
磁化m在 Tc处的磁场响应进行了数值考察，请参见图
5。

m0(h) = m(T = Tc, h) ∼ h1/35 . (23)

δ(D = 17)和 δ(D = 18)之间的相对差异是 0.4%。
现在我们考虑平均磁化率以获得临界指数 δ。与之

前一样，我们得到的值略有不同；对于 D=17 的情况
是 δ ≈ 31，而 δ(D = 16)和 δ(D = 17)之间的相对差
异仍然非常小，即小于 10−4。

我们也试图确定临界指数 α，它通过关系式
c(T ) ∼ |T − Tc|−α 控制了特定热容在临界温度附近的
行为。虽然我们对特定热容数据的分析（图 4）始终
指向一个小的正值 α（范围从 0.05 到 0.07），但由于
这种奇异性较弱，使用现有的数值精度进行更精确的
确定具有挑战性。

IV. 结论与讨论

在这项工作中，我们使用高阶张量重正化群
（HOTRG）算法研究了经典伊辛模型在一种新型三
维分形晶格上的临界行为。该晶格的豪斯多夫维度为
dH = 2.5，边界标度维数为 d = 2。我们的数值模拟精
确确定了临界温度为 Tc ≈ 2.65231。我们计算出自发
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Geometry d(H) d β δ

1D chain 1 1 1/∞ ∞
4x4 fractal [12–14] ≈ 1.792 1.5 ≈ 1/72 ≈ 205

SC(3, 1) [16] ≈ 1.893 ≈ 1.631 ≈ 1/7.4 *
6x6 fractal [14] ≈ 1.934 ≈ 1.774 ≈ 1/15 *
2D square lattice 2 2 1/8 15

3D fractal (current study) 2.5 2 ≈ 1/17 ≈ 35

3D lattice [11, 19] 3 3 ≈ 1/3 ≈ 4.79

4D lattice 4 4 1/2 3

表 I. 临界指数 β和 δ关于经典伊辛模型的维度。d(H)是豪斯多
夫维数，而 d是从之前定义的边界缩放中得出的维度。对于 4x4
分形的情况，我们报告的是单点测量得到的值，而不是（部分）
平均或全局结果。对于谢尔宾斯基地毯 SC(3, 1) 的情况，我们
报告的是通过全局测量得到的 β 值（因为单点测量严重依赖于
位置）。三维晶格：β ≈ 0.3295由HOTRG [11]，β ≈ 0.3262由
MC [19]。未知值用星号 (*)符号代替。

磁化率的临界指数为 β ≈ 0.059 ≈ 1/17，等温临界指
数为 δ ≈ 35。这些发现为缺乏平移不变性的系统中几
何与临界现象之间的复杂关系提供了新的见解。

本研究的一个主要发现是在特定热容中观察到了
在 Tc处的发散奇点。这一结果，在结合先前的研究成
果时，有助于阐明这种奇点在分形晶格上出现的条件。
我们可以观察到一个明显的进展：虽然 4x4分形（dH ≈
1.792，d = 1.5）没有发散 [12]，但 6x6分形（dH ≈ 1.934，
d ≈ 1.774）[14] 和我们当前的 3D 分形（dH = 2.5，
d = 2）确实有。这一有序序列强烈表明，发散的比热
容的出现受维数阈值的控制。我们的结果结合先前的
工作，有助于将这个阈值限定在 4x4和 6x6分形的维
数特征之间。在这种情况下，d = 2的存在与著名的具
有对数奇点 [18]的常规二维方格晶格建立了有力的平
行关系，并强化了系统连通性是关键因素的观点。

计算出的临界指数 β ≈ 1/17 和 δ ≈ 35 展现了
一个更为复杂的图景。如表 I所示，这些值与常规二维
(d = 2) 或三维 (d = 3) 格点的值不一致。有趣的是，
磁化指数 β ≈ 1/17即使比二维正方形格子（β = 1/8）
还要小，而磁场响应指数 δ ≈ 35显著大于二维值（δ =

15）。这一发现很重要，因为它打破了仅基于豪斯多夫
维数的简单分层排序临界指数的想法。例如，一个简
单的由 dH 排序会将这个分形置于二维和三维规则格
子之间，但其指数并不遵循这种插值。

这导致了关于分形上临界现象研究中的核心问

题：是否有任何维度决定了普适类？我们的结果强化
了这样一种观念，即 dH 并非唯一的预测因素。二维谢
尔宾斯基垫片 (dH ≈ 1.585) 上的经典伊辛模型著名地
表现出没有有限温度相变 [8, 9]。这通常归因于其有限
的分支顺序及其边界标度维度 d = 1，后者更好地反映
了它在大尺度上的准一维性质。对于本文研究的三维
分形，边界维度是 d = 2，正如讨论所言，似乎与比热
行为一致，但未能决定指数的完整普适类。

为了比较，考虑横向场量子伊辛模型是有启发性
的，在这个模型中空间维度实际上增加了一维。如表 II
所总结的，临界指数再次不遵循简单的单调依赖关系
于分形维度。一个值得注意的反例是 Sierpinski 金字
塔，尽管其豪斯多夫维度为 dH = 2，但表现出的临界
指数 β = 0.25 ± 0.02 [20]，这个值与常规二维量子伊
辛模型（等同于三维经典伊辛模型）的 β ≈ 1/3不同。

Geometry d(H) d β δ

1D chain 1 1 1/8 15

2D Sierpinski gasket [17] ≈ 1.585 1 ≈ 1/5 ≈ 8.7

Sierpinski pyramid [20] 2 1 0.25± 0.02 ?
2D lattice [11] 2 2 ≈ 1/3 ≈ 4.79

3D lattice 3 3 1/2 3

表 II. 临界指数 β 和 δ 的量子伊辛模型在横向场中。普适类对
应于高一维度的经典伊辛模型。

我们的结果强烈支持这样一个观点，即普遍性概
念虽然在规则晶格上是稳健的，但在分形结构中仅以
“弱”的形式适用。这与 Carmona等人阐述的观点一
致，即在自相似结构中，临界指数不由单一的维数参
数决定，而是可能依赖于连通性和空隙度等详细的几
何特性 [21]。晶格的自相似性意味着在最小尺度上的
这些结构性细节会被放大到宏观尺度上，深刻影响着
临界点处的整体行为。

这里呈现的结果基于通过杂质张量探测系统获得
的局部测量。通过计算全局量（例如，利用自动微分）可
以获得更完整的图像，尽管这种方法对于目前方法下
的这种复杂性三维系统来说，在计算上是不可行的。未
来的工作应该扩展此分析，研究具有不同维度特性的
其他三维分形晶格，以解开 dH、d和连接性的作用。此
外，确定全部临界指数集（例如，α, γ, ν）将允许对这种
结构上的超标度关系的有效性进行严格的测试。最后，
在这个晶格上探索量子相变，类似于在二维 Sierpiński
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分形 [17]上的研究，将是理解量子涨落如何与这种独
特几何相互作用的迷人途径。
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