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摘要

N = 4超杨-米尔斯理论的库仑分支由 AdS5 × S5空间的本体中的 D3-膜
描述。我们证明了 D-膜上的边界条件通过构造一个动力和谱参数相关
的反射矩阵来保持弦西格玛模型的积分性，该矩阵编码了无限数量的守

恒电荷。

1 介绍

我们证明在 [1, 2]中，反德西特空间中的横向 D3-膜（图 1）保持了弦
σ 模型的可积性。这一设置的全息对偶是 N = 4超 Yang-Mills 理论的库仑
分支，其中 SU(N + 1)对称性被破缺为 SU(N) ×U(1)。这可能是具有明确

S-矩阵和格林函数中正常截断和极点的最简单的全息模型。
库仑分支的可积性从多个角度进行了研究 [3, 4, 5, 6]，包括关于束缚态

非微扰谱的一个显著猜想 [4]和一点函数的确切结果 [6]。在所有这些工作
中，库仑分支的可积性都被视为理所当然，就像从理论的共形相继承的一
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图 1: 朗道分支的 D3-膜对偶。

样。尽管结果确实表明可积性得以保留，先验这一点并不保证且需要证明。

质疑库仑分支可积性的理由也存在。

AdS/CFT 可积性从弦的角度来看更加明显。在 AdS5 × S5上的弦运动

方程允许 Lax 表示 [7]，因此具有无限数量的守恒定律，这禁止了弦世界面
上的粒子产生，并为使用 Bethe Ansatz 的强大代数方法研究谱数据和关联
函数开辟了一条途径。

开放弦附着在 D膜上的边界条件通常会破坏可积性，但在特殊情况下
也可能保持可积性，在AdS5×S5中的字符串已根据 [1]进行了分类。相当令
人惊讶的是，库仑分支D3膜并未出现在此分类中。此外，对于终止于AdS3

中圆形膜的弦，该膜是 AdS5中库仑分支膜的一个近似替代品，可积性实际

上被破坏了 [8]。因此这个问题需要进一步的研究。
在 [1]中对可积条件的分析是在某些假设下完整且详尽的。这一次，D

膜上的反射由一个具有数值条目的常数矩阵建模（如 [1]所示），这是一个
相当自然的假设，但也有例外情况已知存在。例如，如果允许反射矩阵是

动态的（如 [2]所示），依赖于世界面场，则 Karch-Randall D5膜的可积条
件会允许多种解。除了库仑分支上的常数反射矩阵外，在这种情况下我们

也将寻找一个动态的反射矩阵。在下一节中，我们将介绍扩展以适应动态

反射因子的形式主义——双行转移矩阵（如 [9]所示），特别适合于 AdS5 [2]
（更详细的回顾可以在 [10]找到）。在第 3节中，我们将这种形式主义应用于
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图 1中的库仑分支 D3膜。

2 可积边界条件在AdS5

经典玻色弦在 AdS5中的共形规范下由拉格朗日量定义：

L =
(∂αxµ)2 + (∂αz)

2

2z2
. (2.1)

添加 S5和费米子在经典层面上是简单的，将在后面讨论。固定共形规范对

于我们来说并不重要，只是简化了符号：当运动方程用微分形式表示时，对

于任何二维度规看起来都是一样的。

弦在图 1中终止于 D3-膜的边界条件是对于 z为狄利克雷条件，对于 xµ

为诺伊曼条件：

ż
!
= 0, x́µ !

= 0, (2.2)

其中点表示 τ 中的导数，撇号表示 σ中的导数，而 !
=表示弦端点处的等式。

可积条件是局部的，因此我们不考虑两端都固定在膜上的弦（图 1A），而是
考虑图 1B中的半无限长弦。同样，这只是出于方便考虑，之后我们会评论
有限长度的开弦。

2.1 AdS5作为陪集

几何上，AdS5 是共形群 SO(4,2) 的齐性空间。标准陪集构造 [11] 立
即保证了可积性 [12]，考虑到 AdS5 = SO(4,2)/SO(4,1)是对称空间（参见

[13, 14]进行回顾）。利用同构 so(4,2) ≃ su(2,2)，so(4,2)的生成元可以用 5d
Dirac 矩阵 γa 及其换位子 γab 表示，所有这些都在 [13]签名的 (−++++)

中定义。标准共形生成元被识别为

D =
γ4
2
, Pµ = Π+γµ, Kµ = Π−γµ, Lµν = γµν , (2.3)

其中 µ, ν = 0 . . .3是洛伦兹指标，并且

Π± =
1 ± γ4
2

(2.4)
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是通常的手征投影算子（为了与 5维指标记账保持一致，我们将 γ5表示为

γ4）。分母子代数由 h = ⟨γab⟩生成，并与其正交补 f = ⟨γa⟩一起定义了余集
的 Z2分解：so(4,2) = h⊕ f。

由标准彭加勒坐标表示的陪集参数化始于群元素 SO(4,2)

g = e Pµxµ

zD. (2.5)

规范协变（移动框架）电流定义了陪集分解：

J = g−1dg ≡ A+K, A ∈ h, K ∈ f. (2.6)

在明确的彭加勒参数化中，

A =
1

2z
dxµ γ4γµ, K =

1

2z
(dz γ4 + dxµ γµ) . (2.7)

然后很容易验证陪集 sigma模型的作用

L =
1

2
trK ∧ ∗K (2.8)

与弦拉格朗日量 (2.1) 一致。
余集的运动方程可以紧凑地写为

F +K ∧K = 0, DK = 0, D ∗K = 0, (2.9)

其中 D是协变导数：DC = dC +A ∧C +C ∧A，而 F 是规范连接的曲率：

F = dA+A ∧A。我们还可以定义规范不变（固定框架）电流

j = gKg−1 (2.10)

并将运动方程重写为规范不变形式：

dj − 2j ∧ j = 0, d ∗ j = 0. (2.11)

固定框架电流可以从 (2.5) 和 (2.7) 中轻松导出：

j =
1

2z2
[2(zdz + xdx)(D − xP ) + (z2 + x2)Pdx+Kdx+Lµνx

µdxν[ ,
(2.12)
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其中 x2 = xµxµ，xdx ≡ xµdxµ等等。

运动方程可以进一步包装成 Lax连接的平坦条件：

a() = 2
j − ∗j
1−2 . (2.13)

这样定义的流在谱参数 的任何值下都有零曲率：

da+ a ∧ a = 0. (2.14)

平坦条件等价于运动方程，同时编码了无限多个守恒律。

生成电荷的生成函数是单值矩阵：

M(τ ;x) = P exp [∫
∞

0
ds aσ(τ, s;x)[ (2.15)

平直连接的单值性在轮廓的光滑变形下不会改变。因此，如果电流满足运

动方程，则单值矩阵不依赖于时间。这字面上对于从 −∞到 +∞的无限世
界片是正确的。闭弦的迹单值也会自动守恒。但是开放弦的一端被固定在

D-膜上，不能移动，因此需要额外步骤来构建守恒量。

2.2 双行传输矩阵

开弦守恒荷的生成函数由折叠技巧定义为 [9]：

T (x) =M⊺(−x)U(x)M(x). (2.16)

单值性沿着弦来回运行，在中间插入反射矩阵。转置逆转路径顺序，因此也

改变方向。谱参数符号的变化起到了同样的作用 1。我们允许反射矩阵是谱

参数的函数，并且还依赖于动力学变量 xµ(τ,0)和 z(τ,0)2。

单值矩阵M的时间导数从弦的端点获得贡献：

Ṁ(x) = −aτ (0;x)M(x). (2.17)

1谱参数表现为伪标量，因为在 (2.13)中它乘以 ∗j，一个伪矢量。
2z 坐标沿膜是常数，因此反射矩阵实际上仅依赖于 xµ。除非我们想要比较不同 z 值下

D-膜的边界条件。
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这适用于半无限弦，有限区间将在后面讨论。在 (2.16) 中定义的传递矩阵
因此将是时不变的，前提是反射矩阵满足

U̇()
!
= a⊺τ (−)U() +U()aτ (). (2.18)

如果能够找到 U()使得该方程变成恒等式，则边界条件将通过构造保持可

积性。

到目前为止的讨论完全是通用的，不特定于 AdS5 上的 σ 模型。后一

种情况携带额外的代数结构。转置通常是对称代数的外部自同构，但对于

so(4,2)而言，它与内部自同构结合，并带有余集的 Z2奇偶性，即存在矩阵

K [13] 使得

γ⊺a = K−1γaK, γ⊺ab = −K−1γabK, K⊺ = −K. (2.19)

在 Dirac矩阵的旋量表示中 K = γ13。这表明需要定义一个扭曲的反射矩阵

Û = KU (2.20)

和转置括号 [2]：
⟨A,B⟩± ≡ KA⊺K−1B ±BA. (2.21)

考虑到 Lax连接的显式形式（2.13），可积条件变为

˙̂
U(x) !

=
2

x2 − 1 [⟨jτ , Û(x)⟩
+
+ x ⟨jσ, Û(x)⟩−[ . (2.22)

这是我们即将研究的方程。

3 D3-膜的反射矩阵

我们求解反射矩阵的策略基于以下观察。可积条件 (2.22) 在导数方面
是线性的，时间导数出现在 ˙̂

U和 jτ 中，空间导数出现在 jσ中。最后一项在

(2.22) 中是唯一一个可以容纳 σ-导数的地方，因此应自行消失：

⟨jσ, Û(x)⟩−
!
= 0. (3.1)
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幸运的是，当前的 σ 组件由于狄利克雷-诺伊曼边界条件 (2.2) 而具有非常
简单的形式 (2.12)：

jσ
!
=

z′

z
(D − xP ) . (3.2)

因此可积性约束变成了一个代数条件

⟨D − xP, Û(x)⟩− = 0. (3.3)

我们将首先强制执行此条件，然后调整剩余的自由度以考虑 (2.22) 中的时
间依赖性。

首先，我们可以写出一个与问题对称性一致的通用猜测：

Û = aΠ− + bΠ+ + cΠ−γµxµ + dΠ+γµx
µ (3.4)

其中系数 a,b,c和 d可以依赖于 x2和 z2，后者只是一个常数。

接下来我们将 (3.4) 插入到 (3.3) 中。不同狄拉克矩阵组合之间的换位
括号在 [2]中列出，可以在那里找到，但为了完整性我们在附录 A中列出了
关键公式。使用这些结果，我们发现为了使（3.3）成立，（3.4）的系数必须
满足 d = c和 b = −c，而对 a没有任何约束。也就是说，

Û = aΠ− + c (γµx
µ −Π+) . (3.5)

可积性条件（2.22）简化为

˙̂
U(x) !

=
2

x2 − 1 ⟨jτ , Û(x)⟩
+
, (3.6)

其中

jτ =
1

2z2
[2xẋ (D − xP ) + [z2 + x2[ ẋP + ẋK +Lµνx

µẋν[ . (3.7)

再次利用附录中的结果 A，我们得到三个一致性条件：

ċ = 0

c =
a+ c (x2 − z2)

z2 (2 − 1)
ȧ = −2cxẋ, (3.8)
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其解为

c = −1, a = x2 −2 z2. (3.9)

因此，我们找到了以下反射矩阵：

Û = [x2 −2 z2[Π− − xµγµ +Π+. (3.10)

其在字符串端点的插入定义了一个与运动方程无关的时间独立双行传输矩

阵，从而生成了无限数量的守恒电荷。这种构造明确展示了 AdS5中库仑分

支膜的整体性。

3.1 AdS5 ×S5

推广到AdS5×S5是直接的，因为 D3-膜位于 S5上，在共形规范下AdS5

和 S5 的运动方程彼此独立，并且带有狄利克雷边界条件的 O(6) sigma-模
型是众所周知可积的 [15]。在这种情况下，反射矩阵只是数值 [16]。将反射
矩阵 AdS5和 S5组合成超级矩阵

UPSU(2,2∣4) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

UAdS5 0

0 US5

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
, (3.11)

，并使用超集 [7]的 Lax 连接 PSU(2,2∣4)/SO(4,1)×SO(5)，我们可以定义

完全的 Green-Schwarz sigma 模型上的双行转移矩阵 AdS5 × S5。

3.2 开弦

到目前为止，我们讨论了一端连接到 D3膜的半无限长弦。一个更有物
理意义的情况是弦两端分别固定在两个不同的 D膜上或终止于同一个 D膜
上。在这种情况下，双行传输矩阵也通过折叠技巧构建，无需新的成分。可

积条件是局部的，因此增加另一个端点不会影响我们对第一个端点进行的

分析。

整个字符串的单值矩阵具有以下形式

T (x) = trM⊺(−x)U(0;x)M(x)U−1(π;x) (3.12)
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其中空间世界表坐标在范围 σ ∈ [0, π]内变化，我们明确表示了反射矩阵在
其插入端点处的依赖性。

单值矩阵M的时间导数现在产生两个边界项：

Ṁ(x) =M(x)aτ (π;x) − aτ (0;x)M(x), (3.13)

并且我们找到 σ = π端点的可积条件为：

U
−1()U̇()U−1() !

= aτ ()U
−1() +U−1()a⊺τ (−). (3.14)

但这等价于 (2.18)，因此由相同的反射矩阵解决。请注意，迹的循环性对于
得出这个结论是必要的。

4 结论

尽管已经存在很强的可积性指示，我们认为从概念上明确构建负责库

仑分支可积性的守恒荷层次结构是非常重要的。就像 Karch-Randall 膜 [2]
一样，反射因子结果依赖于弦的动力学变量和谱参数。这对其库仑分支的

量子可积性有何影响是一个有趣且我们目前没有立即答案的开放问题。

一个明显的字符串可积性应用是构造和分类经典弦解决方案 [17]。我们
的结果为将可积性工具应用于库仑分支上的旋转弦开辟了一条途径，例如

描述大量W玻色子氢类型束缚态的弦解。这些众所周知的解 [18]目前仅以
数值形式已知 [18, 19]。

致谢

K.Z.的工作得到了 VR资助 2021-04578的支持。

9



A 转置括号

转置括号的一般形式由定义 (2.21)和 Dirac矩阵的转置性质 (2.19)得
出：

⟨γa,Γ⟩± = [γa,Γ]±, ⟨γab,Γ⟩ = −[γab,Γ]∓, (A.1)

其中 Γ代表任何 4 × 4矩阵。任何转置括号都可以从这里推导出来，但为了
方便起见，我们明确列出了在正文中遇到的特殊情况：

⟨γ4,Π±⟩− = 0

⟨γ4,Π±γµ⟩− = ±2Π±γµ
⟨Π+γµ,Π+⟩− = −γ4γµ
⟨Π+γµ,Π−⟩− = 0

⟨Π+γµ,Π+γν⟩− = Π−γµγν

⟨Π+γµ,Π−γν⟩− = −Π−γνγµ
⟨γ4,Π±⟩+ = ±2Π±
⟨γ4, γµ⟩+ = 0

⟨Π±γµ,Π±⟩+ = γµ

⟨Π±γµ,Π∓⟩+ = 0

⟨Π±γµ, γν⟩+ = 2ηµνΠ∓

⟨γµν ,Π±⟩+ = 0

⟨γµν , γλ⟩+ = 2ηµλγν − 2ηνλγµ. (A.2)
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