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立方差因子吸收理想的交换环

FARANAK FARSHADIFAR

摘要. 令R是一个带有 1 6= 0的交换环。本文的目的是介绍并研究R的立方差因子

吸收理想作为素理想的推广。我们说，如果对于所有 0 6= a, b ∈ R，当 a3 − b3 ∈ I

时，则 a− b ∈ I 或 a2 + ab+ b2 ∈ I，则 R的真理想 I 是 R的立方差因子吸收理

想 (cdf-吸收理想)。

1. 介绍

在本文中，R表示一个含单位元的交换环，并且 Z表示整数环。此外，Zn将表
示模 n的整数环，其中 n是一个正整数。
一个 R的真理想 P 被称为一个素理想如果 ab ∈ P 对于某些 a, b ∈ R，那

么要么 a ∈ P 要么 b ∈ P [7] 。素理想理论是经典代数几何中的一个重要工具。
在代数几何的发展过程中，为了某些例子（参见 [1, 3, 4, 5, 8, 10]），关于素理想
的概念出现了一些推广。在 [3]中，作者介绍并研究了交换环的平方差因子吸收
理想的概念。一个适当的理想 I 的 R 被称为 平方差因子吸收理想 (sdf-吸收理
想) 的 R 如果对于 0 6= a, b ∈ R，每当 a2 − b2 ∈ I，那么 a+ b ∈ I 或 a− b ∈ I

[3] 。
受 sdf-吸收理想启发，本文旨在介绍 R的立方差因子吸收理想 (cdf-吸收理

想)的概念作为素理想的推广，并获得一些类似于在交换环 [3]中关于 sdf-吸收
理想的结果。我们说，如果对于任意的 a3 − b3 ∈ I，当 0 6= a, b ∈ R成立时，则
有 a− b ∈ I 或者 a2 + ab+ b2 ∈ I，那么 R的一个真理想 I 是一个 立方差因子
吸收理想 (cdf-吸收理想) 的 R。

2. 主要结果

我们从定义开始。

定义 2.1. 我们说，如果对于任意的 0 6= a, b ∈ R，当 a3 − b3 ∈ I 成立时，则有
a− b ∈ I 或 a2 + ab+ b2 ∈ I，那么 R的一个适当理想 I 是 R的一个 立方差因
子吸收理想 (cdf-吸收理想)。
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命题 2.2. R的理想 I 是 R的立方差因子吸收理想，当且仅当每当 a3 + b3 ∈ I

对于 0 6= a, b ∈ R成立时，则有 a+ b ∈ I 或 a2 − ab+ b2 ∈ I。

证明. 这是通过使用事实 a3 + b3 = a3 − (−b)3得出的。 �

备注 2.3. 显然，R的每个素理想都是 R的 cdf-吸收理想。但是示例 2.14（a）
表明反过来通常不成立。

定理 2.4. 设 I 是 R的一个非零 cdf-吸收理想。那么对于每个 a ∈ R，我们有
a3 ∈ I 蕴含要么 a2 ∈ I 或者 a ∈ I。

证明. 令 a3 ∈ I。如果 a = 0，我们就完成了。因此，设 a 6= 0。由于 I 是 R

的一个非零理想，存在一个 0 6= i ∈ I。从而 a3 − i3 ∈ I。这表明 a − i ∈ I 或
a2 + ai+ i2 ∈ I，因为 I 是 R的一个 cdf-吸收理想。因此 a ∈ I 或 a2 ∈ I。 �

备注 2.5. （a）“非零”假设在定理 2.4中是需要的。很容易验证，{0}是 Z8

的一个 cdf-吸收理想，但是 a3 ∈ {0}不蕴含 a2 ∈ {0}或 a ∈ {0}（考虑
a = 2）。

（b）定理 2.4还表明，在理想非零时，cdf-吸收理想的定义中不需要“a, b 6= 0”
假设。

一个理想的 I，具有这样的性质：对于每个 a ∈ R，a3 ∈ I 蕴含要么是
a2 ∈ I 或 a ∈ I 的理想不一定是 cdf-吸收的理想，参见示例 2.14(a)。然而，当
char(R) = 3时，定理 2.4的逆命题也成立，并且不需要“非零理想”假设。

定理 2.6. 令 I 是 R的一个理想，具有如下性质：对于每个 a ∈ R，a3 ∈ I 意
味着要么 a2 ∈ I 要么 a ∈ I，并且 char(R) = 3。然后 I 是 R的一个 cdf-吸收
理想。

证明. 令 a3− b3 ∈ I 对于 0 6= a, b ∈ R。由于特征值 (R) = 3，我们有 (a− b)3 =

a3 − 3a2b + 3ab2 − b3 = a3 − b3 ∈ I，因此根据假设，要么是 a − b ∈ I 要
么是 (a − b)2 ∈ I。由于特征为 (R) = 3，我们有 a2 − 2ab = a2 + ab。因此
a2 + ab + b2 = a2 − 2ab + b2 = (a − b)2 ∈ I。因此，I 是 R 的一个 cdf-吸收
理想。 �

推论 2.7. 设 R是一个具有特征 char(R) = 3的交换冯·诺伊曼正则环。那么
R的每个真理想都是 R的 cdf-吸收理想。

证明. 每个适当的理想 I 都是交换冯·诺伊曼正则环的根理想，因此对于每一
个 a ∈ R我们都有 a3 ∈ I 意味着要么 a2 ∈ I 要么 a ∈ I。现在，结果由定理 2.6
得出。 �
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示例 2.8. （a）Z8的所有真理想都是 cdf-吸收理想，且Z125的所有非零真理
想都是 cdf-吸收理想。

(b) 对于Z9×Z9的 a = (4, 0)和 b = (1, 0)我们有 a3−b3 = (63, 0) = (0, 0) ∈
{0}×Z9。但是 a−b = (3.0) 6∈ {0}×Z9和 a2+ab+b2 = (21, 0) 6∈ {0}×Z9。
因此理想 {0}×Z9不是 Z9 ×Z9的 cdf-吸收理想。此外，对于这个 a和
b，我们得到 Z9 × Z9的零理想不是一个 cdf-吸收理想。

(c) 设 R = Z9 ×Z9 ×Z9。则理想 I = {0} × {0} ×Z9不是 R的 cdf-吸收理
想（为了看到这一点，设 a = (2, 1, 0), b = (−1, 1, 0) ∈ R）。

(d) 考虑环 Z的理想 9Z。然后对于 Z的 a = 1和 b = −2，我们有 a3 − b3 =

9 ∈ 9Z。但 a− b = 3 6∈ 9Z和 a2 + ab+ b2 = 3 6∈ 9Z。因此，9Z不是 Z
的 cdf-吸收理想。

定理 2.9. 令 I 为交换环 R的一个 cdf-吸收理想。则下列陈述是等价的：

（a）如果 a3−b3 ∈ I对于 0 6= a, b ∈ R成立，则 (a−b)2 ∈ I和 a2+ab+b2 ∈ I。
(b) 3 ∈ I;
(c) 字符 (R/I) = 3。

证明. (a) ⇒ (b) 设 a = b = 1。那么 a3 − b3 = 0 ∈ I，因此由假设得 3 =

1+1(1)+1 = a2+ab+ b2 ∈ I。(b) ⇒ (a)假设对于 0 6= a, b ∈ R有 a3− b3 ∈ I。
则 a− b ∈ I 或 a2 + ab+ b2 ∈ I，因为 I 是 R的 cdf-吸收理想。如果 a− b ∈ I，
则 a2 + ab + b2 = (a − b)2 + 3ab ∈ I。如果 a2 + ab + b2 ∈ I，则 (a − b)2 =

a2 − 2ab+ b2 = a2 + ab+ b2 − 3ab ∈ I。因此，(a− b)2, a2 + ab+ b2 ∈ I。
(b) ⇔ (c)这是清楚的。 �

定义 2.10. 我们说R的一个真理想 I是一个 ∗-素理想，如果每当 b(a2+ab+b2) ∈
I 对于 a, b ∈ R成立，那么 b ∈ I 或 a2 + ab+ b2 ∈ I。

示例 2.11. 考虑环 Z的理想 39Z。然后对于 Z中的 a = 1和 b = 3，我们有
b(a2+ab+ b2) = 3(13) = 39 ∈ 39Z。但 b = 3 6∈ 39Z和 a2+ab+ b2 = 13 6∈ 39Z。
因此 39Z不是环 Z的 ∗-素理想。由示例 2.14(a) 可知，39Z是 Z的一个 cdf-吸
收理想。

定理 2.12. 令 I 是 R和 3 ∈ U(R)的非零理想。然后，I 是 R的一个 cdf-吸收
理想当且仅当 I 是 R的一个 ∗-素理想。

证明. 首先假设 I 是 R和 b(a2 + ab+ b2) ∈ I 的 cdf-吸收理想对于 a, b ∈ R。我
们可以假设 a, b 6= 0。首先，假设 b 6= a和 b 6= −a。令 x := (a + 2b)/3 ∈ R和
y := (a−b)/3 ∈ R。由于 b 6= a和 b 6= −a，我们有 x3−y3 = b(a2+ab+b2)/3 ∈ I

和 x, y 6= 0。因此，b ∈ I 或 a2 + ab + b2 ∈ I，因为 I 是 R的一个 cdf-吸收理
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想。接下来，假设 b = a或 b = −a。然后 b3 ∈ I，因此由定理 2.4可知 b ∈ I 或
b2 ∈ I。
反之，设 I 是 R的一个 ∗-素理想，并且 a3 − b3 ∈ I 对某个 a, b ∈ R成立。

令 x := (a + 2b)/3 ∈ R 和 y := (a − b)/3 ∈ R。然后我们得到 b = x − y 和
a = 2y + x。因此

9y(y2 + xy + x2) = (a− b)(a2 + ab+ b2) = (a3 − b3) ∈ I.

现在，由于 3 ∈ U(R)，我们有 y(y2 +xy+x2) ∈ I 故由假设，(a− b)/3 = y ∈ I

或 (a2 + ab + b2)/3 = (y2 + xy + x2) ∈ I。因此，我们得到 (a − b) ∈ I 或
(a2 + ab+ b2) ∈ I，如所需。 �

定理 2.13. 令 I 为 R的一个真理想。则下列语句是等价的：

(a) I 是 R 的一个 cdf-吸收理想。
(b) 若 b(a2 + ab+ b2) ∈ I 对于 a, b ∈ R \ I，则线性方程组 b = Y −X,a =

Y +2X 在 R中没有非零解（即不存在满足这两个方程的 0 6= x, y ∈ R）

证明. (a) ⇒ (b) 假设 I 是 R 和 b(a2 + ab + b2) ∈ I 的 cdf 吸收理想，针对
a, b ∈ R \ I，且线性方程组 b = Y −X和 a = Y +2X在R中存在解，对于某个
0 6= x, y ∈ R。然后x3−y3 = b(a2+ab+b2) ∈ I，但是 a = 2x+y = a2+ab+b2 6∈ I

和 y−x = b 6∈ I，矛盾。(b) ⇒ (a)假设x3−y3 ∈ I对于 0 6= x, y ∈ R。令 a = 2x+y

和 b = y−x。然后 b(a2+ab+b2) = x3−y3 ∈ I，线性方程组 2X+Y = a, Y−X = b

在R中有解对于 0 6= x, y ∈ R。因此，2x+y = a2+ab+b2 ∈ I或 y−x = b ∈ I，
从而 I 是 R的一个 cdf-吸收理想。 �

我们接下来给出几个累积分布函数吸收理想的示例。

示例 2.14. (a) 利用定理 2.13，可以很容易验证，Z的一个恰当理想 I 是 Z
的 cdf-吸收理想当且仅当 I 是 Z或 I = 3wZ的素理想对于某个不是 3

倍数的整数 w。
(b) 设 R是一个布尔环。那么 R的每一个真理想都是 R的一个 cdf-吸收理
想，因为对于每一个 x ∈ R都有 x3 = x。

(c) 令 R = Z2 × · · · × Z2 × Z和 I = I1 × · · · × In × J 为 R的理想。使用
定理 2.13再次，可以很容易验证 I 是 R的 cdf-吸收理想当且仅当 J 是
Z的素理想或 J 是 ∗-素理想 Z或 J = 3wZ对于某个不是 3倍数的整数
w。

(d) 令 R = K[X]，其中 K 是一个域，并且 I = (X2 + X + 1)(X − 1)R。
然后，由于 X3 − 13 = (X − 1)(X2 + X + 1) ∈ I 但 (X − 1) 6∈ I 和
(X2 +X + 1) 6∈ I，我们有 I 不是 R的 cdf-吸收理想。
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接下来的两个定理和推论直接来自于定义和备注 2.5（b）；因此省略其证明。

定理 2.15. 令 I是R的一个 cdf-吸收理想，并且令 S是R的一个乘法闭集，具
有 I ∩ S = ∅。然后 IS 是 RS 的一个 cdf-吸收理想。

定理 2.16. 设 f : R −→ T 为交换环的同态。那么我们有以下内容。

(a) 如果 J 是 T 的非零 cdf-吸收理想，则 f−1(J)是 R的 cdf-吸收理想。
(b) 如果 f 是单射且 J 是 T 的 cdf-吸收理想，则 f−1(J) 是 R 的 cdf-吸收
理想。

(c) 如果 f 是满射且 I 是包含 ker(f)的 R的一个 cdf-吸收理想，则 f(I)

是 T 的一个 cdf-吸收理想。

推论 2.17. (a) 设R ⊆ T 是交换环的扩张，且 J 是 T 的一个 cdf-吸收理想。
则 J ∩R是 R的一个 cdf-吸收理想。

(b) 设 J ⊆ I 是 R的理想。如果 I 是 R的一个 cdf-吸收理想，那么 I/J 是
R/J 的一个 cdf-吸收理想。

(c) 如果 J ( I，则 I/J 是 R/J 的 cdf-吸收理想当且仅当 I 是 R的 cdf-吸
收理想。

以下示例表明，在定理 2.16(a)中需要“非零”假设，而在定理 2.16(c)中
需要“ker(f) ⊆ I”假设。

示例 2.18. （a）设 f : Z −→ Z/8Z = Z8是自然满同态。由备注 2.5(a)，{0}
是 Z8 的 cdf-吸收理想，但 f−1({0}) = 8Z不是 Z的 cdf-吸收理想，见
示例 2.14(a)。因此在定理 2.16(a)中需要“非零”的假设。

（b）设 f : Z[X] −→ Z是由 f(g(X)) = g(0)给出的满射。然后 I = (X + 4)

是一个素理想，因此是Z[X]的一个 cdf-吸收理想，但是 f((X+4)) = 4Z
不是 Z的一个 cdf-吸收理想，参见示例 2.14(a)。注意 ker(f) = (X) 6⊆
(X + 4) = I; 因此在定理 2.16(c) 中需要“ker(f) ⊆ I”假设。

定理 2.19. 设 I1, I2为交换环 R1, R2的非零真理想。

(a) 如果 I1 × I2 是 R1 × R2 的一个 cdf-吸收理想，则 I1, I2 分别是 R1, R2

的 cdf-吸收理想。另外，如果对于某个 0 6= i ∈ I1有 3 6∈ I2和 3
√
i+ 1 ∈

R1，则 3
√
i+ 1− 1 ∈ I1。

(b) 如果 I1, I2 分别是 R1, R2 的 cdf-吸收理想，并且 3 ∈ I2，那么对于每
个 (0, 0) 6= a = (a1, a2), b = (b1, b2) ∈ R 满足 a3 − b3 ∈ I，我们有
a2 + ab+ b2 ∈ I 或 (a− b)2 ∈ I。

证明. (a) ⇒ (b) 设 I = I1 × I2是 R = R1 ×R2的一个 cdf-吸收理想。那么可以
看出 I1, I2分别是 R1和 R2的 cdf-吸收理想。接下来，假设对于某些 0 6= i ∈ I1
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和 3 6∈ I2成立 3
√
i+ 1 ∈ R1。设 a = ( 3

√
i+ 1, 1), b = (1, 1) ∈ R。那么 a3 − b3 =

(i, 0) ∈ I；因此 ( 3
√
i+ 1 − 1, 0) = a − b ∈ I 或 ( 3

√
(i+ 1)2 + 3

√
i+ 1 + 1, 3) =

a2+ab+b2 ∈ I。由于 3 6∈ I2。我们得到 3
√
i+ 1−1 ∈ I1。(b) ⇒ (a)假设 3 ∈ I2。

令 (0, 0) 6= a = (a1, a2), b = (b1, b2) ∈ R，其中 a3−b3 ∈ I。然后 a32−b32 ∈ I2，因
此 a2 − b2 ∈ I2或 a22 + a2b2 + b22 ∈ I2，因为 I2是R2的非零 cdf-吸收理想。由于
3 ∈ I2，我们有 a22+a2b2+b22, (a2−b2)

2 ∈ I2由定理 2.9得出。此外，a31−b31 ∈ I1；
因此 a1 + b1 ∈ I1或 a21 + a1b1 + b21 ∈ I1，因为 I1是非零 cdf吸收理想的 R1。如
果 a21+a1b1+ b21 ∈ I1，则 a2+ab+ b2 ∈ I。如果 a1− b1 ∈ I1，则 (a1− b1)

2 ∈ I1。
因此，(a− b)2 ∈ I。 �

在以下结果中，我们确定了理想化环中的 cdf-吸收理想。回忆一下，对于
一个交换环 R和 R-模M，是 R和M 的理想化。是在加法由 (r,m) + (s, n) =

(r + s,m + n)定义和乘法由 (r,m)(s, n) = (rs, rn + sm)定义的情况下具有单
位元 (1, 0) 的交换环 R(+)M = R × M。关于理想化的内容，请参阅 [6, 11]。
R(+)M 的每个理想都具有形式 I(+)N，其中 I 是 R的一个理想，而 N 是M

的一个子模（见 [11, Theorem 25.1(1)]）。

定理 2.20. 设 I 是 R的非零真理想，M 是一个 R-模，N 是M 的子模。那么
我们有以下结论。

(a) 如果 I(+)N 是 R(+)M 的一个 cdf-吸收理想，则 I 是 R和 {im : i ∈
I and m ∈ M \N} ⊆ N 的一个 cdf-吸收理想。

(b) 如果 I 是 R的一个 cdf-吸收理想，那么 I(+)M 是 R(+)M 的一个 cdf-
吸收理想。

证明. (a) 设 I(+)N 是 R(+)M 的一个 cdf-吸收理想。那么很容易验证 I 是 R

的一个 cdf-吸收理想。设 m ∈ M \ N，0 6= i ∈ I 和 a := (i, 0), b := (0,m) ∈
R(+)M。然后 a3−b3 = (i3, 0) ∈ I(+)N 表明 a2+ab+b2 = (i2, im) ∈ I(+)N 或
a− b = (i,−m) ∈ I(+)N。由于m ∈ M \N，我们有 a− b = (i,−m) 6∈ I(+)N。
因此 a2 + ab+ b2 = (i2, im) ∈ I(+)N。故 im ∈ N。因此，{im : i ∈ I and m ∈
M \N} ⊆ N。

(b) 设 I 是 R的一个 cdf-吸收理想。假设 a3 − b3 ∈ I(+)M 对于 (0, 0) 6=
a, b ∈ R(+)M 成立，其中 x = (a,m1)和 y = (b,m2)。由于 I是R和 a3− b3 ∈ I

的非零 cdf-吸收理想，我们有 a2+ab+b2 ∈ I或 a−b ∈ I。如果 a2+ab+b2 ∈ I，
则 x2 + xy + y2 ∈ I(+)M。如果 a− b ∈ I，则 x− y ∈ I(+)M。因此，I(+)M

是 R(+)M 的一个 cdf-吸收理想。 �

以下示例表明，在定理 2.20中，I 为非零理想是至关重要的。
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示例 2.21. 设 R = Z8，M = N = Z8 和 I = {0}。然后 {0}是 Z8 的一个 cdf-
吸收理想，但 {0}(+)Z8不是 Z8(+)Z8的一个 cdf-吸收理想。为了看到这一点，
请考虑 x = (2, 0), y = (0, 2)。然后 a3 − b3 = (8, 0) = (0, 0) ∈ {0}(+)Z8 但是
a− b = (2,−2) 6∈ {0}(+)Z8和 a2 + ab+ b2 = (4, 4) 6∈ {0}(+)Z8。

回忆一下，如果对于任意的 x ∈ R [2] ，xn+1 ∈ I 导致 xn ∈ I，那么 R的
适当理想 I 被称为正整数 n的 n-半吸收。
接下来，我们考虑当 {0}(+)M 是 R(+)M 的一个 cdf-吸收理想时的情况。

命题 2.22. 让M 是一个非零的 R-模。然后，{0}(+)M 是 R(+)M 的一个 cdf-
吸收理想当且仅当 {0}是R的一个 2-半吸收理想并且 {0}是R的一个 cdf-吸收
理想。

证明. 首先假设 {0}(+)M 是 R(+)M 的一个 cdf-吸收理想。假设 {0}不是 R的
一个 2-半吸收理想。那么存在 a ∈ R，使得 a3 = 0但是 a2 6= 0。令 x = (a, 0)和
y = (0,m)对于某个m ∈ M 成立。那么 x3 − y3 = (a3, 0) = (0, 0) ∈ {0}(+)M。
因此，根据假设，x − y = (a,−m) ∈ {0}(+)M 或 x2 + xy + y2 = (a2, am) ∈
{0}(+)M，这是矛盾的。因此，{0}是R的 2-半吸收理想。现在，设 a3−b3 ∈ {0}。
然后通过考虑 x = (a, 0)和 y = (b, 0)可以看出 {0}是R的 cdf-吸收理想。反之，
假设 {0}是R的一个 cdf-吸收理想。令 x3−y3 ∈ {0}(+)M，其中 x, y ∈ R(+)M，
x = (a,m1)和 y = (b,m2)。由于 {0}是 R和 a3 − b3 ∈ {0}的一个 cdf-吸收理
想，我们有 a2 + ab + b2 ∈ {0}或 a − b ∈ {0}。如果 a2 + ab + b2 ∈ {0}，则
x2 + xy + y2 ∈ {0}(+)M。如果 a − b ∈ {0}，则 x − y ∈ {0}(+)M。因此，
{0}(+)M 是 R(+)M 的一个 cdf-吸收理想。 �

在下一个结果中，我们研究并合环中的 cdf-吸收理想。设 A,B 是交换环，
f : A −→ B是同态，J 是 B的一个理想。回忆一下，是 A和 B关于 f 沿着 J

的结合。是子环A ./J B = {(a, f(a)+ j) | a ∈ A, j ∈ J}的一部分，属于A×B

[9]。

定理 2.23. 设 A和 B 是交换环，f : A −→ B是同态，J 是 B的理想，I 是 A

的非零真理想。然后，I ./J B 是 A ./J B 的 cdf-吸收理想当且仅当 I 是 A的
cdf-吸收理想。

证明. 如果 I ./J B 是 A ./J B 的一个 cdf-吸收理想，则很容易看出 I 是 A的
一个 cdf-吸收理想。
反之，假设 I 是 A 的一个非零 cdf-吸收理想。令 x = (a, f(a) + j1), y =

(b, f(b)+ j2) ∈ A ./J B满足 x3− y3 ∈ I ./J B。由于 a3− b3 ∈ I 和 I 是A的非
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零 cdf-吸收理想，我们有 a2+ab+ b2 ∈ I或 a− b ∈ I。如果 a2+ab+ b2 ∈ I，则

x2 + xy + y2 =

(a2+ab+b2, f(a2+ab+b2)+j1(2f(a)+j1+f(b))+j2(2f(b)+j2+f(a))) ∈ I ./J B.

类似地，如果 a− b ∈ I，则

x− y = (a− b, f(a− b) + j1 − j2) ∈ I ./J B.

因此 I ./J B 是 A ./J B 的一个 cdf-吸收理想。 �

以下示例表明，在定理 2.23中，I 是一个非零理想这一点再次至关重要。

示例 2.24. 设A = B = J = Z8，f = 1A : A −→ A和 I = {0}。则 {0}是 Z8的
一个 cdf-吸收理想。但 {0} ./Z8

Z8 不是 Z8 ./Z8
Z8 的 cdf-吸收理想。为了证明

这一点，考虑 x = (2, 0), y = (0, 2)。那么 a3−b3 = (8, 8) = (0, 0) ∈ {0} ./Z8
Z8，

但是 a− b = (2,−2) 6∈ {0} ./Z8
Z8和 a2 + ab+ b2 = (4, 4) 6∈ {0} ./Z8

Z8。
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