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关于纳桑森的三角数现象

Kevin O’Bryant∗

2025 年 6 月 28 日

摘要

对于有限集合 A ⊆ Z，h倍和集是 hA := {x1 + · · · + xh : xi ∈ A}。我们用格的连续 L1-最小值
来解释和集大小序列的开始部分 (|hA|)∞h=1。因此，我们解释了（但没有证明）Nathanson 最近实验
中出现三角数的现象。

1 介绍

给定一个有限整数集A，根据 Nathanson的经典定理，和集大小的序列最终是线性的 [3]。在
这项工作中，我们确定了该序列是如何开始的。

A集合包含 k个整数，其 h倍和集表示为 hA，通过基础计数满足

|hA| ≤ h · diam(A) + 1, and |hA| ≤
(
h+ k − 1

k − 1

)
.

。对于较小的 h，二项式系数是正确的；而根据 Nathanson 的定理，当 h足够大时，线性界起决
定作用。
例如，考虑A = {0, 2, 18, 25}。如 |hA| ≤

(
h+3
3

)
所示，数量

(
h+3
3

)
−|hA|计算了“缺失”的和。

h 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

|hA| 4 10 20 34 52 74 100 130 162 193 222 249(
h+3
3

)
− |hA| 0 0 0 1 4 10 20 35 58 93 142 206

first differences 0 0 1 3 6 10 15 23 35 49 64

三角数（A000217）出现在最底行令人惊讶，并且本文的主要定理解释了它的出现。在下面的第
5.1节中，我们重复了 Nathanson[8]的相关实验，在该实验中三角数出现了。事实上，这项工作
直接受到了那项工作的启发。

∗On faculty at the City University of New York, both at the College of Staten Island campus and The Graduate Center
campus.
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1.1 符号和约定

我们使用 N表示正整数，N0表示集合 {0} ∪N。对于每个有限集 A ⊆ R，我们将它的元素表
示为 a1 < · · · < ak，使得 |A| = k和 diam(A) = ak − a1。我们约定，如果二项式系数的上标小于
下标，则该系数为零；并且约定，如果 X 是一个集合且 k是一个非负整数，那么

(
X
k

)
是 X 的所

有子集构成的集合，这些子集的基数为 k。
集合hA是集合 {b1+· · ·+bh : bi ∈ A}。递归地，1A := A和hA := {s+b : s ∈ (h−1)A, b ∈ A}。

hA 的大小在 A 的平移和缩放下是不变的，这使我们能够不失去一般性地假设 minA = 0 并且
gcd(A) = 1。
令

Xt,k := {〈c1, . . . , ck〉 : ci ∈ N0, c1 + · · ·+ ck = t} .

由 a = 〈a1, a2, . . . , ak〉，我们有
hA = {x · a : x ∈ Xh,k} .

根据插板法，

|Xt,k| =
(
t+ k − 1

k − 1

)
对于每个 A，我们令 L是在 Zk中与 1（全 1向量）和 a都垂直的向量构成的 (k− 2)维格子。

对于 k ≥ 4，这个格子的维度至少为 2。我们定义 2h1, 2h2为格关于 L1-范数的第一和第二最小值。
即，向量空间 L中的每个非零向量的 L1-范数至少为 2h1，存在一个 y1 ∈ L使得 ‖y1‖1 = 2h1 成
立，并且 L中与 y线性无关的每个向量的 L1-范数至少为 2h2。

1.2 定理和推论

我们的主定理将格 L的最小值与和集大小的序列联系起来。

定理 1. 设 A = {a1, . . . , ak}是一组 k ≥ 4整数。设 L是垂直于 1和 a = 〈a1, . . . , ak〉的 Zk 子格。
令 2h1, 2h2为 L关于 L1-范数的第一和第二个最小值。如果 1 ≤ h < h2，则

|hA| =
(
h+ k − 1

k − 1

)
−
(
h− h1 + k − 1

k − 1

)
.

如果 h < h1，则
(
h−h1+k−1

k−1

)
= 0，因此 |hA| =

(
h+k−1
k−1

)
。也就是说，A是一个 Bh-集。进一

步，对于 h > h1((
h+ k − 1

k − 1

)
− |hA|

)
−
((

(h− 1) + k − 1

k − 1

)
− |(h− 1)A|

)
=

(
h− h1 + k − 1

k − 1

)
−
(
(h− 1)− h1 + k − 1

k − 1

)
=

(
h− h1 + k − 2

k − 2

)
.
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如果 k = 4，带有 t = h− h1 + 2，这是
(
t
2

)
，三角数。我们评论说，当使用 k = 4时，

(
h+k−1
k−1

)
和(

h−h1+k−1
k−1

)
都是四面体数 A000292。

回到上面的示例，A = {0, 2, 18, 25}，检查格子 L我们发现 h1 = 4和 h2 = 9。根据我们的定
理，|hA| =

(
h+3
3

)
对于 1 ≤ h < 4，以及 |hA| =

(
h+3
3

)
−
(
h−1
3

)
对于 4 ≤ h < 9。

尽管风格不同，以下结果的证明在概念和风格上与我们对定理 1的证明有一些重叠。

定理 2. 我们有

{|hA| : |A| = k,A ⊆ N} = {|hA| : |A| = k,A ⊆ R}

=
{
|Ah| : |A| = k,A ⊆ N

}
=

{
|Ah| : |A| = k,A ⊆ R

}
.

2 定理 1的证明

假设我们有不相同的 c1, c2 ∈ Xh,k 和 c1 · a = c2 · a。那么 c1 − c2 ∈ L，并且

2h1 = ‖y‖1 ≤ ‖c1 − c2‖1 ≤ ‖c1‖1 + ‖c2‖1 = 2h. (1)

如果 h < h1，这是不可能的，因此 |hA| = |Xh,k| =
(
h+k−1
k−1

)
，正如所声称的。

我们现在假设 h1 ≤ h < h2，并取 y ∈ L与 ‖y‖1 = 2h1。
h类型的 A是由 c1 ≡ c2定义的在 Xh,k 上的等价关系，如果 c1 · a = c2 · a。h类型的 A的类

数是 |hA|。
我们定义了在 Xh,k上的第二个等价关系，如果 c1 − c2是 y的倍数，则取 c1 ∼= c2。我们将首

先证明这两个等价关系 ∼=,≡是相同的，然后证明该 ∼=等价关系有
(
h+k−1
k−1

)
−
(
h−h1+k−1

k−1

)
个类。

首先，假设 c1 ≡ c2和 c1 6= c2。然后 (c1−c2)·a = 0，并且 (c1−c2)·1 = c1·1−c2·1 = h−h = 0，
从而 c1 − c2 ∈ L。但由于 ‖c1 − c2‖ = 2h，以及 2h < 2h2，因此必须存在某个 α ∈ Z 使得
c1 − c2 = αy。因而，c1 ∼= c2。
现在，假设 c1 ∼= c2和 c1 6= c2。那么 c1 − c2 = αy。因此，(c1 − c2) · a = αy · a = 0，因为

y ∈ L。从而，c1 ≡ c2。
只剩下计算 ∼=-类。每个类都具有形式 c, c+ y, c+ 2y, . . . , c+ αy，其中 y是某个非负整数。

由 1 可知类的数量是
|Xh,k| − #

{
(c1, c2) ∈ X 2

h,k : c2 − c1 = y
}
.

令 y = 〈y1, . . . , yk〉，并定义

u = 〈u1, . . . , uk〉, ui :=

0, yi ≤ 0;

yi, yi > 0;
and v = 〈v1, . . . , vk〉, vi :=

−yi, yi ≤ 0;

0, yi > 0.

1这与对于森林G = (V,E)，其连通分量的数量是 |V | − |E|的定理相同。
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我们有 ‖u‖1 = ‖v‖1 = h1，因为 y · 1 = 0，以及 y = u − v。每个 c2 − c1 = y 的解都对应于
c2−u = c1−v，反之亦然。现在，r := c2−u具有非负整数坐标之和为 h−h1，因此 r ∈ Xh−h1,k。
也就是说，c2 − c1 = y的解与 Xh−h1,k 的元素之间是一一对应的。我们现在有

|hA| =
(
number of ≡ -classes

)
=

(
number of ∼= -classes

)
= |Xh,k| − |Xh−h1,k|,

如所声称的。

3 表格类型

3.1 一些“加性”组合数论的符号

设 G是一个群（例如，R），设 ϕ : Gh → Gi是任意函数（例如，σh(x) = x1 + · · ·+ xh）。令
X ⊆ G（例如，X = N，正整数）。如果 i = 1，我们定义

ϕX := {ϕ(g) : g ∈ Xh}

RX(ϕ, k) := {|ϕA| : |A| = k,A ⊆ X}

mX(ϕ, k) := min{|A| : A ⊆ X, |A| = k}

MX(ϕ, k) := max{|A| : A ⊆ X, |A| = k}

如果 A ⊆ X 具有 |A| = k和 |ϕA| = MX(ϕ, k)，那么我们称 A为 ϕ-西顿集。如果 A ⊆ X 具
有 |A| = k和 |ϕA| = mX(ϕ, k)，那么我们称 A为一个 ϕ进展。
当 X 从上下文中很明显时，它将被省略。当 ϕ(a) = a1 + · · · + ah 时，我们在符号中将其简

写为 h：集合 hA是 h倍的和集 A，并且RN(h, k)是集合 k正整数的 h倍和集大小的集合。

ϕ(a) X mX(ϕ, k) MX(ϕ, k) RX(ϕ, k) ϕ-Sidon ϕ-progression
a1 + a2 Z 2k − 1

(
k+1
2

)
[m,M ] Sidon set arithmetic prog.

a1 − a2 Z 2k − 1 k2 − k + 1 unknown Sidon set arithmetic prog.
a1a2 N 2k − 1

(
k+1
2

)
[m,M ] multiplicative Sidon set geometric prog.

a1 + a2 + a3 Z 3k − 2
(
k+2
3

)
unknown B3-set arithmetic prog.

a1 + · · ·+ ah Z hk − h+ 1
(
h+k−1
k−1

)
unknown Bh-set arithmetic prog.

a1 + 2a2 Z 3k − 2 k2 unknown unnamed ???

有一些有趣的关于 i ≥ 2的问题。例如，与 ϕ(x1, x2) = (x1 + x2, x1 − x2)相关的问题涉及集
合和差集的相对大小，比如 [2]。[9]的工作全面讨论了 ϕ(x1, x2) = (u1x1 + u2x2, v1x1 + v2x2)。函
数 ϕ(x1, x2) = (x1 + x2, x1x2)导致了著名的加乘猜想 [1, 10]。
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3.2 表格类型

如果 G是一个可排序群并且 ϕ : Gh → G，我们可以将 A的元素列举为 {a1 < · · · < ak}，并
定义 ϕ表作为函数 T 从 [k]h → G

T (x) = ϕ(ax1
, ax2

, . . . , axh
).

例如，对于 ϕ(x) = x1 + x2，该表为 T (i, j) = ai + aj。
我们定义类型的（弱）ϕ表为由 ϕ引起的在 [k]h上的等价关系，即当且仅当 T (x) = T (y)时有

x
ϕ,A
≡ y。
我们将 TX(ϕ, k)设定为 A ⊆ X 的所有类型 ϕ表的集合，带有 |A| = k。
我们注意到 |ϕA|是 ϕ表类型等价类的数量，因此如果 A和B有相同的 ϕ表类型，则 |ϕA| =

|ϕB|。
我们评论说，这里定义的“类型”比在 [10]中密切相关的“类型”要弱一些，并且列举于A378609

中。在那里，“类型”包括了等价类的排序。本工作中的版本理论上更容易处理，而排序中额外的
信息在计算上是有用的。

问题 3. 有多少种加法表？也就是说，什么是 |TZ(h, k)|？

4 类型的应用

Nathanson [4]提出了一个问题：RN(h, k) = RR(h, k)是否成立。我们给出了更强的等式类型。

定理 4. TN(h, k) = TR(h, k)。特别是，RN(h, k) = RR(h, k)

定义 5. 对于 ϕ : Rh → R，集合 A的分离是

sepϕ(X) := min
{∣∣φ(a)− φ(b)

∣∣ : a, b ∈ Xh, ϕ(a) 6= ϕ(b)
}
.

如果 ϕ(x) = σh(x) = x1+ · · ·+xh，我们在符号中用“h”代替“ϕ”，并注意 sep1(X) ≥ sep2(X) ≥
· · ·。

定理 4的证明。. 对于 h = 1这是显然的，所以我们取 h ≥ 2。设X ⊆ R与 |X| = k。我们构建一
个集合 A ⊆ N0，其中 |A| = k和 A,X 具有相同的类型 h-倍加法表。通过仿射不变性，我们可以
假设 X = {0 = x1 < · · · < xk = 1}。设 q0 ∈ N足够大以至于 seph(X) · qo ≥ 2。
考虑分数部分序列 dq = 〈{qq0x2}, . . . , {qq0xk−1}〉，它是 x2, . . . , xk−1 的扩张。我们的鸽子是

dq 对于 0 ≤ q ≤ (k− 2)2h。我们的抽屉是 (k− 2)重的笛卡尔积，由
[

i
2h
, i+1

2h

)
和 0 ≤ i < 2h构成。

我们有 (k − 2)2h + 1只鸽子，(k − 2)2h个鸽巢，所以有 q′, q′′和

0 ≤ q′ < q′′ ≤ (k − 2)2h,
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以及 dq′ , dq′′ 在同一个鸽巢中。也就是说，对于 Q := q′′q0 − q′q0 ∈ [q0, q0(k − 2)2h]和 ai，Qxi 最
接近的整数，我们有

− 1

2h
< Qxi − ai <

1

2h
, q0 ≤ Q ≤ q0(k − 2)2h

同时适用于 1 ≤ i ≤ k。设置 εi ∈ (−1/(2h), 1/(2h))使得 Qxi = ai + εi。注意 ε1 = εk = 0。
我们声称 A = {a1, . . . , ak}具有与 |A| = |X|和 A,X 相同类型的加法表。由于 x1 < · · · < xk

和 Q ≥ q0 ≥ 1，我们显然有 a1 ≤ · · · ≤ ak。更准确地说，我们有

ai+1 − ai = Q(xi+1 − xi) + (εi − εi+1) ≥ sep1(X)Q− 1

h
≥ seph(X)q0 −

1

2
> 1

使得 ai+1 > ai。特别是，|A| = |X|。
我们将论证 h类型的X与 h类型的A相同，从而得到 |hX| = |hA|。首先，假设 (b1, . . . , bh)

h,X
≡

(c1, . . . , ch)，从而有
xb1 + · · ·+ xbh = xc1 + · · ·+ xch .

因此有
ab1 + · · · abh = ac1 + · · ·+ ach + (εc1 + · · ·+ εch)− (εb1 + · · ·+ εbh) .

根据 εi的定义，我们有

−1 < (εc1 + · · ·+ εch)− (εb1 + · · ·+ εbh) < 1

并且由于 ai的整性，这必须为 0。那即是，

ab1 + · · · abh = ac1 + · · ·+ ach

进而 (b1, . . . , bh)
h,A
≡ (c1, . . . , ch)。

现在，假设 (b1, . . . , bh)
h,A
≡ (c1, . . . , ch)，由此我们得到

ab1 + · · · abh = ac1 + · · ·+ ach .

正如 ai = Qxi − εi，我们有

xb1 + · · ·+ xbh = xc1 + · · ·+ xch −
(
εb1 + · · ·+ εbh − εc1 − · · · − εch

Q

)
.

如 ∣∣∣∣εb1 + · · ·+ εbh − εc1 − · · · − εch
Q

∣∣∣∣ < 1

Q
≤ seph(X)

2
,

必须是
xb1 + · · ·+ xbh = xc1 + · · ·+ xch .

因此，(b1, . . . , bh)
h,X
≡ (c1, . . . , ch)。
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定理 6. 令 σ(x) =
∑h

i=1 xi和 π(x) =
∏h

i=1 xi。我们有

TN(σ, k) = TN(π, k).

特别是，RN(σ, k) = RN(π, k).

证明. 假设 S 是一个包含 k 个正整数的集合，并设 P := {2s : s ∈ S}。那么，a1 + · · · + ah =

b1 + · · ·+ bh当且仅当 2a1 · · · 2ah = 2b1 · · · 2bh。因此，TN(σ, k)中的每一种类型也在 TN(π, k)中。
现在，假设 P 是一个由正整数组成的集合，并具有 |P | = k。我们必须展示一个由正整数组

成的集合 A，其 σ类型与 P 的 π类型相同。
显然，π类型的 P 与 σ类型的 L1 := {log2 p : p ∈ P}相同，但 L通常不是一个整数集。对于

c > 0，我们设定 Lc := {c log2 p : p ∈ P}，它具有与 L1 相同的 σ 类型和与 P 相同的 π 类型。我
们将证明可以选择 c，使得 Ac := {c+ [c log2 p] : p ∈ P} ⊆ N（其中 [x]是最接近 x的整数）具有
与 Lc相同的 σ类型。
如果 c足够大，那么显然 Ac将会是 |P |个不同的正整数的集合。如同上述论证，我们可以取

c为任意大的值，并且使得 {c+ [c log2 p] : p ∈ P}具有任意大的间隔，同时每个 c+ [c log p]都在
某个整数的 1/(2h)范围内。证明过程如上。

5 实验思想

5.1 纳桑森的实验

考虑Nathanson [8]进行的以下实验。我们首先生成 107个大小为 4的随机子集 {1, 2, . . . , 1000}。
我们有 |10A|取 213个不同的值，范围在 31和 286之间，包括这两个端点。大约 78%个是 B10集
合，即 |hA| =

(
10+4−1

4−1

)
= 286。在我们样本中的其他 2 202 261集合中，我们绘制了具有每种可能

大小的集合的比例 |hA|。

28626625123020216612131

0

5

10

15

20

45 36 28 21 15 10 6

3

|hA| values

pr
ob

ab
ili

ty
(%

)
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图 1: 6-倍和集大小的柱状图，对于所有 4元素子集 A j [70] := {1, 2, . . . , 70}。正如 Nathanson
观察到的，分布强烈集中在形式为

(
h+3
3

)
−
(
t+2
3

)
的大小上，对于 0 ≤ t < h。

我们发现 97%的 2 202 261非-B10-集 2 在 9个大小中具有 |hA|

285, 282, 276, 266, 251, 230, 202, 166, 121.

列表中小于 286的 |10A|公共值的第一差是

45, 36, 28, 21, 15, 10, 6, 3,

即，三角数。这是个谜团——三角数的出现——我们在本工作中对其给出了部分解释。
我们注意到三角数的部分和是四面体数，由

(
t+2
3

)
给出。纳桑森的实验表明，一个随机的 4元

子集 A在 [n]中很可能具有 |hA| =
(
h+3
3

)
，但如果它没有，则很可能在

(
h+3
3

)
−
(
t+2
3

)
中具有 |hA|，

其中包含 1 ≤ t < h。

5.2 极小值的分布

该作者认为，Nathanson实验中三角数和四面体数的出现是定理 1的结果以及尚未被证明的
事实：大约 80%个

(
[1000]

4

)
具有 h1 > 6，而在剩下的 20%中，几乎所有都具有 h2 > 6。更一般地

说，以下猜想结合定理 1将会是一个令人满意的解释。

猜想 7. 固定 h ≥ 3，并令 ε > 0。存在一个 n0，使得对于所有的 n ≥ n0，
(
[n]
4

)
的子集中至少有

(1− ε)
(
n
4

)
个包含 h1 > h，并且在那些含有 h1 ≤ h的集合中，包含 h2 ≤ h的比例至少为 1− ε。

2预期我们的样本大部分是B10-集：在 h, k固定的情况下，如果 n足够大，则
(
[n]
k

)
中的几乎所有集合都是Bh-集。
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这是一个关于“随机格子”的问题，该格子垂直于 1和 a。实验表明，如果从
(
[n]
4

)
中均匀选

择 A，则 h1(A)的期望值接近 1
2
n1/2，标准偏差约为 1

5
n1/2。如果 A是从

(
[n]
5

)
中均匀选择的，期

望值似乎接近 5
8
n1/3，标准差在 1

5
n1/3附近。

示例：设 A = {1, 5, 96, 100}。集合 A不是 B2-集，因为 1 + 100 = 5 + 96。用格论术语来说，
h1 = 2和 y1 = 〈1,−1,−1, 1〉。然而，A确实有

|hA| =
(
h+ 3

3

)
−
(
h+ 1

3

)
对于 2 ≤ h ≤ 94。但对于 h = 95，我们遇到了新的等式：

95 · 96 = 91 · 100 + 4 · 5.

用格的语言来说，h2 = 95和 y2 = 〈0,−4, 95,−91〉。
这项实验工作将从对该问题的肯定回答中受益：

问题 8. 有没有一种方法可以更高效地生成 k元子集的 [n]，这些子集不是 Bh 集，而不仅仅是生
成 k元子集的 [n]并测试 Bh属性？

5.3 纳桑森的计划

在近期的研究中，Nathanson [8, 7, 6, 5, 4]提出了一个计划，以深化对 |hA|的理解，而不仅
仅是其极值。当前的工作符合他的框架。

文献中的一个空白。 在 [4]中，Nathanson 写道“尚不清楚是否为RN0
(h, k) = RR(h, k)。”我们

的定理 2填补了文献中的这一空白。

纳桑森的一个问题。 在 [8]中，问题 8是要证明{(
h+ 3

3

)
−
(
j + 2

3

)
: 1 ≤ j ≤ h

}
⊆ RZ(h, 4).

这是定理 1的结果，在集合 A = {0, 1, (a− 1)(b− 1) + 1, (a− 1)(b− 1) + a}中，其中 b ≥ a ≥ 2。
得到的 L具有最小值 2a, 2b。

纳桑汉的另一个问题。 在 [8]中，问题 9是“发现大小为 k ≥ 5的集合的流行和集大小模式”。当
前的工作表明，流行的值将是{(

h+ k − 1

k − 1

)
−
(
j + k − 1

k − 1

)
: 0 ≤ j < h

}
,

前提是 n在 h, k方面足够大。适度的实验与这一建议相符。
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