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具有霍普夫结构的精确真空解在广义相对论中的应用
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给出一个精确的真空爱因斯坦方程解，其结构基于霍普夫纤维化。该解使用了一个测地线零矢量场，
它定义了一种扭结共轭，并以克尔-施尔德形式出现在度规中。这个解属于佩特罗类型 D，并涉及两个
参数。值得注意的是，由此产生的时空是正则的，没有曲率奇点。克雷奇曼标量和陈-庞加莱标量均不
为零且在整个时空中保持有限。此外，纽曼-彭罗斯韦尔标量 Ψ2 具有非零的实部和虚部，反映了引力
场的拓扑非平凡性质。该时空还允许两个 Killing 矢量场和一个 Killing-Yano 张量，它诱导了一个关
联的 Killing 张量，揭示了其隐藏对称性。推导过程简单且自包含，提供了一种透明且几何引导的方法
来寻找广义相对论中的新精确解。

I. 介绍

霍普纤维丛 [1]，将 3-球面 S3映射到 S2上，具有
联接的圆形纤维，展示了一种优雅的拓扑结构，其影
响范围涵盖了物理学的不同领域 [2]。例如，在电磁学
中，被称为 hopfion的联结和打结线场配置作为真空麦
克斯韦方程的精确解出现 [3, 4]。这些配置也在材料中
被实验观察到。在重力理论中，这些结构已经在线性
化引力和电磁学中使用统一的形式主义 [5]构建，并且
最近，反自对偶时空被证明与 hopfions [6]相关。这样
的发展自然提出了一个问题：广义相对论能否尽管其
内在的非线性，仍然允许反映Hopf纤维化拓扑丰富性
的精确解？
这项工作提出了真空爱因斯坦方程的一个精确

解，该解使用了由霍普夫纤维化构建的零矢量场的
Kerr-Schild度规。所得的度规为 Petrov类型 D，并包
含两个实参数。它没有曲率奇点，在整个时空中克雷
施曼标量和陈-庞特里亚金标量都是有限且非零的。该
解还允许两个杀矢量和一个非平凡的 Killing-Yano张
量，这生成了一个相应的Killiing张量，并揭示了隐藏
对称性的存在。
构造简单且自包含，暗示在广义相对论中，拓扑

非平凡的几何结构可能比之前预期的更容易获得。这
里采用的方法可能会提供一条实用途径来发现更多的
精确解。
本文组织如下。第 II节介绍了与构造相关的 Kerr-
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Schild 度量的基本性质。第 III节从 Hopf 纤维化导出
一个测地线零矢量场。第 IV节给出了所得的精确解。
第 V节总结了该解的主要特征。

II. 克尔-沙尔德度量

Kerr–Schild 度量 [7] 具有如下形式

ds2 = gµν dxµdxν = (ηµν +Hkµkν)dxµdxν , (1)

其中 ηµν 是 Minkowski 度量，H 是一个实函数，并且
kµ对于 gµν 和 ηµν 来说都是零向量，

gµνk
µkν = ηµνk

µkν = 0, kµ = gµνkν = ηµνkν .

(2)

度规张量的逆线性依赖于 H

gµν = ηµν −Hkµkν , (3)

这是一个精确方程。克尔-斯奇德度量的行列式满足
det(gµν) = det(ηµν)。因此，一旦确定了零向量 kµ 和
一个实函数 H，克尔-斯奇德度量就被唯一地确定。
若干真空爱因斯坦方程的精确解可以表示为克

尔-施尔德形式。在坐标 (t, x, y, z) 中，带有 ηµν =

diag(−1, 1, 1, 1)，史瓦西度规取如下形式：

kµ =
(
1,

x

r
,
y

r
,
z

r

)
, H =

2M

r
, (4)

而克尔度规 [8]给出为：

kµ =

(
1,

rx+ ay

r2 + a2
,
ry − ax

r2 + a2
,
z

r

)
, H =

2Mr3

r4 + a2z2
, (5)
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其中参数 r不是坐标，而是由空条件 kµk
µ = 0在史瓦

西和克尔度规中隐式确定的。

在光锥坐标下，x0 = v = (t + z)/
√
2,x1 = u =

(t − z)/
√
2,x2 = x,x3 = y与 η01 = η10 = −1和 η22 =

η33 = 1，pp波时空中具有以下形式：

kµ = (0, 1, 0, 0), H,xx +H,yy = 0, (6)

其中 H = H(u, x, y)和 H,xx = ∂2H/∂x2。

在所有这些例子中—Schwarzschild, Kerr 和 pp
波—零向量 kµ是（仿射参数化的）测地线，相对于 gµν

和 ηµν 都是如此，满足

kν∇νkµ = kν∂νkµ = 0, (7)

其中 ∇µ是协变导数。

III. 基于霍普夫的零向量

Hopf 纤维化 [1]被用于构造零向量 kµ如下。两个
复数 z1, z2 ∈ C满足 |z1|2 + |z2|2 = 1可以参数化为

z1 =
2(x+ iy)

r2 − t2 + 1 + 2it
, z2 =

r2 − t2 − 1− 2iz

r2 − t2 + 1 + 2it
,

(8)

其中 r2 = x2 + y2 + z2。一对复数 (z1, z2)定义了 3-球
面 S3上的坐标。在 S3上的每一点，考虑以下映射：

(z1, z2) →
z1
z2

=
2(x+ iy)

r2 − t2 − 1− 2iz
=: φ(t, x, y, z), (9)

其中 φ是一个复标量。由于 z1/z2 = eiαz1/(e
iαz2)对

于 α = [0, 2π)，圆 eiα(z1, z2)上的每一点在 S3中映射
到单个点 z1/z2 = φ。因此，从 z1/z2到 S3上的点的逆
映射形成了一个 S1纤维 [1]。
一个切向量 kµ可以通过定义此纤维 S1来确定

Fµνk
ν = 0, (10)

其中

Fµν :=
1

i
(∂µφ

∗∂νφ− ∂νφ
∗∂µφ). (11)

引入虚单位 i使得 Fµν 是实数。向量 kµ还需要满足零
条件 ηµνkµkν = 0和测地线条件 kν∂νkµ = 0。发现以

下的 kµ满足这些条件：

kµ =
1√

2(1 + (t− z)2)


1 + (t− z)2 + x2 + y2

−2(t− z)x− 2y

−2(t− z)y + 2x

1 + (t− z)2 − x2 − y2

 ,

(12)

其中选择了 t−z方向而不是 t+z，并引入了因子 1/
√
2

以方便后来的光锥坐标计算。一形式 kµdxµ在 xy平面
下的旋转是不变的。

由于 kµ依赖于 t− z，采用光锥坐标是方便的。对
于 x0 = v = (t + z)/

√
2,x1 = u = (t − z)/

√
2,x2 =

x,x3 = y，零向量 kµ给出为

kµ =

(
1,

x2 + y2

2u2 + 1
,−2ux+

√
2y

2u2 + 1
,−2uy −

√
2x

2u2 + 1

)
.

(13)

图 1比较了 k = (ku, kx, ky)与常数向量 k = (1, 0, 0)

表示的 pp波。在图中，竖直轴对应于 u-轴。很明显，
方程 (13)中的零向量展现出一种与 pp波定性不同的
扭曲结构。

IV. 常规的 PETROV D时空

来自方程 (13)的 kµ用于 Kerr-Schild度规

ds2 = −2dudv + dx2 + dy2 +Hkµkν dxµdxν . (14)

如果 H 是 u,H = H(u)的函数，那么 Ricci张量的两
个分量仅包含一阶导数

R2
2 = R3

3 =
2

2u2 + 1

(
uH ′(u) +

2u2 − 1

2u2 + 1
H(u)

)
,

(15)

其中 H ′(u) = dH(u)/du。求解 R2
2 = 0，得到

H(u) =
Nu

2u2 + 1
(16)

其中N 是一个积分常数。如果H(u)由这个函数给出，
则里奇张量的所有分量都为零。因此，方程 (14)中的
度规，连同方程 (13)和 (16)，表示真空爱因斯坦方程
的一个精确解。
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图 1. 共轭零向量场（a, b, d, e）及其积分曲线（c, f）。面板（a）–（c）对应当前解 [方程 (13)]，而面板（d）–（f）对应 pp-波。
垂直轴表示 u轴。颜色指示欧几里得 (u, x, y)空间中向量的大小（较亮的颜色表示较大的数值）。

通过恢复一个维度参数，得到

kµ =

(
1,

x2 + y2

2(u2 + b2)
,−ux+ by

u2 + b2
,−uy − bx

u2 + b2

)
, (17)

和

H(u) =
Nu

u2 + b2
, (18)

其中 b > 0是一个具有长度维度的参数。注意，通过重
新定义 x和 y，可以将 b < 0吸收掉，因此不失去一般
性地假设 b > 0，并通过构造排除 b = 0。积分常数 N

据此重新定义。还值得注意的是规范场 Aµ := H(u)kµ

满足平坦时空中真空的麦克斯韦方程，ηµρ∂ρ(∂µAν −
∂νAµ) = 0。
最终的解的形式为

ds2 = −2dudv + dx2 + dy2 + Nu

u2 + b2

×
[
dv + x2 + y2

2(u2 + b2)
du− ux+ by

u2 + b2
dx− uy − bx

u2 + b2
dy
]2
.

(19)

在极限 N → 0或 u → ±∞下，该解渐近地接近闵可
夫斯基度量。
该解允许两个 Killing 向量场 ξµ，在坐标

(v, u, x, y)中给出为

ξµ = (1, 0, 0, 0), (0, 0, y,−x) (20)

和一个反对称的 Killing–Yano张量 fµν，

fµν =


0 b 0 0

−b 0 y −x

0 −y 0 u

0 x −u 0

 (21)

满足 ∇µfνρ + ∇νfµρ = 0。从这个 Killing–Yano张量
出发，可以构造出 Killing张量Kµν ,

Kµν := fµρfνσg
ρσ. (22)

该张量Kµν 满足∇ρKµν +∇µKνρ+∇νKρµ = 0，并且
它是不可约的，也就是说它不能写成 ξ(µξν)和度规 gµν

的线性组合。
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由于 Rµν = 0，Kretschmann 标量 RµνρσR
µνρσ 等

于 Weyl 张量的平方，

RµνρσR
µνρσ = CµνρσC

µνρσ

=
12N2(u6 − 15b2u4 + 15b4u2 − b6)

(u2 + b2)6
,

(23)

而 Chern–Pontryagin 标量 ?RµνρσR
µνρσ 为

?RµνρσR
µνρσ = ?CµνρσC

µνρσ

=
24N2bu(3u4 − 10b2u2 + 3b4)

(u2 + b2)6
, (24)

其中 ?Rµνρσ = (1/2)εµναβR
αβ

ρσ。
纽曼–彭罗斯韦尔标量是

Ψ2 = − N

2(u+ ib)3
, Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 = 0.

(25)

这表明解属于 Petrov D 型，如同史瓦西和克尔度规。
无论是实部还是虚部，Ψ2都不为零，就像在克尔情况
下一样。
使用 Newman–Penrose标量，曲率不变量可以表

示为特别简单的形式

I1 = CµνρσC
µνρσ = +48ReΨ2

2 = +Re 12N2

(u+ ib)6
,

(26)

I2 =
?CµνρσC

µνρσ = −48 ImΨ2
2 = − Im 12N2

(u+ ib)6
,

(27)

这可以从恒等式 [9]推导出

I1 − iI2 = 16
(
3Ψ2

2 +Ψ0Ψ4 − 4Ψ0Ψ3

)
. (28)

大小 |I1 − iI2|是√
(I1)2 + (I2)2 = 48|Ψ2|2 =

12N2

(u2 + b2)3
. (29)

这个表达式处处有界且非零，没有曲率奇点，因为 b >

0。它仅取决于 u并且与 v, x, y无关，表明一个沿+z方
向以光速传播并具有平面波前的波动。由于对 u−6 的
依赖性，曲率集中在 u轴的原点附近，并且远离该点
迅速减小。
表 I总结了几种克尔—施-child 形式的解。

接下来，考虑H = H(u, x, y)的情况。当H 取决
于 u、x和 y时，爱因斯坦方程变得更加复杂，尽管它
们仍然是关于H(u, x, y)的线性方程，因此仍然可能可
以解决。此外，三个 Newman–Penrose里奇标量—实
数标量 Φ22和复数 Φ02及 Φ12—为零。

Φ22 = Φ02 = Φ12 = 0. (30)

剩下的里奇标量—两个实数（Φ00,Φ11）、一个复数
（Φ01）和里奇标量 R—不为零。

其中，Φ00产生拉普 lace方程

H,xx +H,yy = 0. (31)

这意味着H必须是调和函数。剩余的量Φ11，Φ01和里
奇标量R很复杂，本文中不再进一步分析。至于纽曼–
彭罗斯威尔标量，Ψ0 = Ψ1 = 0而其他的一般不为零。
因此，在这种设置下可能存在佩特罗类型 II的引力波
解，尽管此类解的存在仍然是一个开放问题。
最后，以下度量，在−z方向上传播曲率，显然是

一个精确解，

ds2 = −2dudv + dx2 + dy2 + Nv

v2 + b2

×
[

x2 + y2

2(v2 + b2)
dv + du− vx+ by

v2 + b2
dx− vy − bx

v2 + b2
dy
]2
.

(32)

如果能找到结合方程 (19)和 (32)的解，则可以研究它
们的相互作用和稳定性。尽管由于爱因斯坦方程的非
线性，构建这样的解是非平凡的，但这一提议可能会
激发进一步的研究。

V. 结论

本工作提出了爱因斯坦场方程在 Kerr–Schild 形
式下的一个精确真空解，该解是使用从Hopf纤维化导
出的测地线零矢量场构建的。矢量场定义了一个具有
非平凡拓扑的扭曲零线汇。该解涉及两个参数，并且
属于 Petrov类型 D，具有一个不为零的韦尔标量 Ψ2，
其既包含实部也包含虚部。所得到的时空处处正则，没
有曲率奇点。克雷施曼标量和陈–庞特里亚金标量都是
有限且非零的，表明存在一个真正非线性和拓扑上非
平凡的引力场。该时空还允许两个 Killing矢量场和一
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表 I. 一组精确解的列表，这些解为真空爱因斯坦方程的 Kerr-Schild形式，ds2 = (ηµν +Hkµkν)dxµdxν，其中 ηµν 是闵可夫斯
基度规，H 是一个实标量函数，而 kµ是一个测地线零向量。(1) 解的名称。(2) 一形式 kµdxµ。对于 Schwarzschild和Kerr解使用
了笛卡尔坐标，而对于 pp波以及当前的工作则使用光锥坐标，u = 2−1/2(t− z), v = 2−1/2(t+ z)。(3) 标量函数H，或它满足的
条件。(4) 非零的新曼–彭罗斯赖尔标量分量（所有其他均为零）。(5) 是否存在标量 I1 = CµνρσC

µνρσ 和 I2 = ?CµνρσC
µνρσ。(6)

彼得罗夫分类。(7) 是否存在曲率奇点。

Name kµdxµ H Weyl I1, I2 Type Regularity
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)

Schwarzschild dt+ x

r
dx+

y

r
dy +

z

r
dz a 2M/r Ψ2 I1 6= 0, I2 = 0 D Singular

Kerr dt+ rx+ ay

r2 + a2
dx+

ry − ax

r2 + a2
dy +

z

r
dz a 2Mr3

r4 + a2z2
Ψ2 I1 6= 0, I2 6= 0 D Singular

pp-wave du H,xx +H,yy = 0 b Ψ4 I1 = I2 = 0 N Regular

Present work dv +
x2 + y2

2(u2 + b2)
du− ux+ by

u2 + b2
dx− uy − bx

u2 + b2
dy c Nu

u2 + b2
Ψ2 I1 6= 0, I2 6= 0 D Regular

a In both the Schwarzschild and Kerr solutions, the parameter r is implicitly determined by the null condition g
µν

kµkν = η
µν

kµkν = 0.
b 函数H 取决于 u,x和 y，即H = H(u, x, y)。
c 参数 b具有长度的量纲并满足 b > 0。

个非平凡的 Killing-Yano 张量，这表明存在隐藏的几
何对称性。
据目前所知，这似乎是第一个由Hopf结构的零向

量场构造出来的无奇性真空精确解，并且属于 Petrov
类型 D。值得注意的是，该度量未被列入标准参考文
献 [10]中，此处给出的推导过程非常简单且完全自洽。
这一构建展示了由几何动机驱动的零结构——特别是
那些具有非平凡拓扑结构如 Hopf 纤维化——可以作
为在广义相对论中发现精确解的强大工具。这表明进

一步探索此类结构可能会揭示出超出已知目录的新类
别物理相关时空。
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