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关于有界强拟凸域中某些新解析函数空间中的 BERGMAN型投影

R.F. SHAMOYAN, E.B. TOMASHEVSKAYA

摘要. 我们证明了两类解析函数空间中 Bergman 型投影的有界性，这些空间位于
具有光滑边界的有界强拟凸域内。我们的结果在单位圆盘的情况下是已知的。
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1. 介绍

我们建议感兴趣的读者参考通过定义函数、定义函数的黑塞矩阵和复切空间对
有界强拟凸域的经典详细定义在 [4]中的 Cn。

令 G ⊂ Cn 是一个区域，即一个开连通子集。称 G 为伪凸（或 Hartogs 伪
凸）如果存在一个在 G 上的连续全纯次调和函数 ϕ，使得对于所有实数 x.，集合
{z ∈ G | ϕ(z) < x}是 G的相对紧子集。换句话说，若域 G具有一个连续的全纯次
调和耗尽函数，则该域是伪凸的。每个（几何）凸集都是伪凸的。然而，存在一些
不是几何凸的伪凸域。

当 G具有 C2（两次连续可微）边界时，这一概念等同于利维拟凸性，这更易
于处理。更具体地说，对于一个 C2边界，可以证明 G具有一个定义函数，即存在
ρ : Cn → R它是 C2 使得 G = {ρ < 0},和 ∂G = {ρ = 0}.。现在，G是拟凸的当且
仅当对于复切空间中的每一个 p ∈ ∂G和 w在 p,处，即，

∇ρ(p)w =

n∑
i=1

∂ρ(p)

∂zj
wj = 0,

我们有
n∑

i,j=1

∂2ρ(p)

∂zi∂z̄j
wiw̄j ≥ 0.

上述定义类似于实分析中凸性的定义。
我们提供了一个经典结果在伪凸域上的扩展。在整个论文中，H(D)或H(Λ)表

示开集 D ⊂ Cn 或 Λ ⊂ Cn 上的所有全纯函数的空间。我们将 dv 记为 D上的归一
化勒贝格测度。

我们遵循 [5]中的符号。令D为Cn中具有光滑边界的有界强伪凸域，设 d(z) =

dist(z, ∂D)。然后存在一个邻域U，使得 D̄和 ρ ∈ C∞(U)满足D = {z ∈ U : ρ(z) >

0}，|dρ(z)| ≥ c > 0对于 z ∈ ∂D, 0 < ρ(z) < 1对于 z ∈ D并且 −ρ在邻域 U0 中严
格拟次调和地围绕着 ∂D。注意 d(z) � ρ(z), z ∈ D。
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然后存在一个 r0，使得所有 0 < r ≥ r0 的域 Dr = {z ∈ D : ρ(z) > r}也是光
滑边界严格伪凸域。设 dσr 是在 ∂Dr.上的规范化曲面测度。以下解析混合范数空
间是在 [5]中进行研究的。

对于 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞, δ > 0, k = 0, 1, r我们设定

||f ||p,q,δ,k =
∑
|α|≤k

 r0∫
0

rδ
∫

∂Dr

|Dαf |pdσr

q/p

dr

r


1/q

, 0 < q < ∞;

||f ||p,∞,δ,k = sup
0<r<r0

∑
|α|≤k

rδ
∫

∂Dr

|Dαf |pdσr

1/p

.

对应的 Ap,q
δ,k = {f ∈ H(D) : ||f ||p,q,δ,k < ∞}是完整的拟赋范空间对于 p, q ≥ 1.

它们是 Banach 空间。我们主要处理的情况是 k = 0，然后我们简单地写成 Ap,q
δ 和

||f ||p,q,δ。我们还考虑了这些空间对于 p = ∞和 k = 0的情况，相应的空间表示为
A∞,p

δ = A∞,p
δ (D)，并由所有满足条件的 f ∈ H(D)组成。

||f ||∞,p,δ =

 r0∫
0

(
sup
∂Dr

|f |
)p

· rδp−1dr

1/p

< ∞.

对于 δ > −1，空间 A∞
δ = A∞

δ (D)包含所有这样的 f ∈ H(D)，使得

||f ||A∞
δ

=

(
sup
z∈D

)
|f(z)|ρ(z)δ < ∞.

以及加权 Bergman空间 Ap
δ。

Ap
δ = Ap,p

δ+1(D)由所有 f ∈ H(D)组成，使得

||f ||Ap
δ
=

∫
D

|f(z)|pρ(z)δdv(z)

1/p

< ∞,

其中 dv是在 D中的归一化勒贝格测度。
进一步令 dvα = (δα)dv(z)，其中 δ(z) = ρ(z).。我们的证明大量基于 [3]中的

估计，该文献考虑了更为一般的情况。由于 |f(x)|p 是次调和（甚至是全纯次调和）
对于全纯的 f，我们有 Ap

s(D) ⊂ A∞
t (D)，对于 0 < p < ∞, sp > n和 t = s 也有

Ap
s(D) ⊂ A1

s(D)对于 0 < p ≤ 1和 Ap
s(D) ⊂ A1

t (D)对于 p > 1和 t 足够大时。
因此我们有一个积分表示

f(z) =

∫
D

f(ξ)Kt̃(z, ξ)ρ
t(ξ)dv(ξ), (1)

f ∈ A1
t (D), z ∈ D, t̃ = t+ n+ 1，其中Kt̃(z, ξ)是类型 t的核，在 D ×D上是一个

光滑函数，满足

|Kt̃(z, ξ)| ≤ C1|Φ̃(z, ξ)|−(n+1+t),
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其中 Φ̃(z, ξ)被称为在 D上的 Henkin-Ramirez函数（关于这些与 Bergman核和伪
凸域中的积分表示相关的问题的详细解释，请参阅例如 [3]、[5]及其中引用的相关
文献）。

请注意，(1) 对嵌入到 A1
t 的任何空间 X 中的函数都成立。我们回顾一些关于

Φ̃ 的已知事实。此函数是 C∞ 在 U × U 中，其中 U 是 D̄ 的一个邻域，在 z 中它
是全纯的，并且对于 ξ ∈ U 有 Φ̃(ξ, ξ) = ρ(ξ)。此外，在 D̄ × D̄上，它仅在对角线
(ξ, ξ), ξ ∈ ∂D上消失。

局部上它等于 ρ的 Levi多项式，相差一个非零的光滑乘法因子。
我们在本文中用 C,C1, C2 等表示各种正数常量。
引理 1（参见 [1]-[3]，[5]）。
假设Kt̃(z, ξ)是类型 t; t > −1, t̃ = t+ n+ 1.的核。
a) 对于 0 < r < r0 我们有∫

∂Dr

|Kt̃(z, ξ)|dσr(z) ≤ C2(ρ(ξ) + r)−t−1; ξ ∈ D.

b) 假设 σ > 0满足 σ − t− 1 < 0.，则我们有∫
D

|Kt̃(z, ξ)|ρσ−1(z)dv(z) ≤ C3ρ
σ−t−1(ξ); ξ ∈ D.

请注意，如果用 K̃t(z, ξ) = Kt(ξ, z), t > 0.替换K，相同的估计仍然有效。
关于 Ap,q

α,k 空间的一些事实。
命题 1（参见 [1]-[3]，[5]）。
如果 0 < p0 < p1 < ∞, 0 < q ≤ ∞，δ0, δ

′
0 > 0和 n+δ′0

p1
= n+δ0

p0
，则

Ap0,q
δ0,k

(D) ⊂ Ap1,q
δ′0,k

(D).
推论 1（见 [1]-[3], [5]）。
如果 0 < p ≤ 1, α > −1，则

Ap
α(D) ⊂ A1

β(D), β =
n+ 1 + α

p
− (n+ 1),

即 ∫
D

|F (z)|ρ(z)
n+1+α

p −(n+1)dv(z) ≤ C4||F ||Ap
α
, F ∈ H(D).

命题 2（参见 [1]-[3]，[5]）。
如果 0 < p0 < ∞, 0 < q0 < q1 ≤ ∞, δ0 > 0 和 k = 0, 1, 2,，则 Ap,q0

δ,k (D) ⊂
Ap,q1

δ,k (D)。
引理 2。
令 δ > 0, t > t0,t0 足够大，则 r0 为固定值

rδ ·

 r0∫
0

Rt−δdR

(r +R)t+1

 ≤ C5.
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引理 3（见 [4]）。令 0 < p < 1, s > −1, r > 0, t = p(s+ n+ 1)− (n+ 1). 则我
们有（即使我们将 |Φ̃|r 替换为K，其中K 是 r >类型的核。∣∣∣∣∣∣

∫
D

|f(ξ)| · |Φ̃(z, ξ)|r · d(ξ)sdv(ξ)

∣∣∣∣∣∣
p

≤ C6

∫
D

|f(ξ)|p · |Φ̃(z, ξ)|rp · d(ξ)tdv(ξ).

备注 1. 若将 α替换为 ρ，则此引理成立，因为 d(ξ) � ρ(ξ)。下文中我们也将
此函数记作 δ(ξ).

2. 主要结果

在本节中我们阐述我们的主要结果。
定理 1。当 0 < p, q ≤ 1, α > α̃0), α̃0 足够大时，

(Tαf) (w) =

∫
Λ

Kα0(z, w)f(z)dvα(z), α0 = α+ n+ 1,

将 Ap,q
β 映射到 Ap,q

β 对于所有的 β, β > 0,dvα = δαdv.

备注 2.在单位盘中的这个定理是关于单位盘中 Bergman投影的一个众所周知
的经典结果。

定理 1的证明 根据上述引理 3

|(Tαf) (w)|p ≤ C7

∫
Λ

|Kα0(z, w)|p(δ(z))(n+1)(p−1)+(α)p · |f(z)|p · dv(z).

然后由引理 1我们有∫
∂Λr̃

|(Tαf) (w)|p dσr̃ ≤ C8

r0∫
0

∫
dΛr

(
δ(z)αp+(n+1)(p−1)

)
·|f(z)|p· 1

(r + δ(z))(α+n+1)p−(n)
·w(z)dσεdr,

w(z) ∈ C∞Λ)。
令 q ≤ p.，则我们有上述引理和

∫
∂Λr

|f |p 是单调的事实。

r̃0∫
0

r̃q/pβ

∫
∂Λr̃

|(Tαf) (w)|p dσr̃

q/p

×
(
dr̃

r̃

)
≤

≤ C9

r̃0∫
0

(
r̃βq/p−1

)
×

×

 r0∫
0

∫
dΛr

(
δ(z)αp+(n+1)(p−1)

)
· |f(z)|p · 1

(r + δ(z))(α+n+1)p−(n)
· dσεdr

q/p

· dr̃ ≤

≤ C10

r̃0∫
0

(
r̃αq+(n+1)q−nq/p−1

)
×
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×

∫
dΛr

|f(z)|pdσ

q/p

·

 r̃0∫
0

r̃βq/p−1 · dr̃
(r + r̃)(α+n+1)q−nq/p

 · dr ≤ C11||f ||Ap,q
β

.

令
q

p
> 1, χγ(z) =

1

(1− |z|)
γ
pq

, z ∈ U = {|z| < 1}, T = {|z| = 1}, 0 < γ < γ0.

我们在单位圆盘中展示我们的定理，因为它具有代表性，并且上述重复的论证
可以将其证明推广到有界伪凸域。我们上面进行了重复论证

1∫
0

(1− ρ)β

∫
T

|Tα(f)(ρz)|p · dξdr

q/p

ρdρ ≤

≤ C12

1∫
0

(1− ρ)β

 1∫
0

(1− r)αp+2(p−1)

(1− rρ)(α+2)p−1

∫
T

|f(rξ)|pdξdr

q/p

· ρdρ = J(f).

使用霍尔德不等式并改变积分顺序我们得到

J(f) ≤ C13

1∫
0

 1∫
0

(1− r)αp+2(p−1)

(1− rρ)(α+2)p−1 · (χq/p
γ (r))

 ·

∫
T

|f(rξ)|pdξ

q/p

·

·

 1∫
0

(1− r)αp+2(p−1) · χ
q

q−p
γ (r)

(1− rρ)(α+2)p−1
dr


(

q
q−p

)−1
·(q/p)

(1− ρ)β ≤

≤ C14

1∫
0

(1−ρ)β ·χq/p
γ (ρ)·

 1∫
0

(1− r)αp+2(p−1)rdr

(1− rρ)(α+2)p−1χ
q/p
γ (r)

dr

×

∫
T

|f(rξ)|pdξ

q/p

drρdρ ≤

≤ C15

1∫
0

(1− r)αp+2(p−1)

χ
q/p
γ (r)

·

∫
T

|f(rξ)|pdξ

q/p 1∫
0

(1− ρ)βχ
q/p
γ (ρ)dρ

(1− rρ)(α+2)p−1

 dr ≤

≤ C16

1∫
0

(1− r)αp+2(p−1) × (1− r)β(χ
q/p
γ (r))

(χ
q/p
γ (r))(1− r)(α+2)p−2

·

∫
T

|f(rξ)|pdξ

q/p

dr ≤ C2||f ||Ap,q
β

.

定理得证。
备注 3。我们假设当两者均为 Ap,q 空间时，即使 p, q ≥ 1和甚至 p为无穷大，

我们的定理也是有效的。
我们定义有界强伪凸域（在乘积域中）带有边界上的混合范数解析函数空间。
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令

Ap1,p2,...,pn
α1,α2,...,αn

(Dm) =

=

f ∈ H(D × . . .×D) :

∫
D

. . .

∫
D

|f(z1, . . . , zm)|p1dvα1(z1)

p2/p1

· · · dvαm(zm)


1/pm

< ∞

 .

通过将 A更改为 L，我们表示由所有在 D × . . .×D中的可测函数组成的更大
空间，其中 0 < pi < ∞,−1 < αi < ∞, i = 1, . . . ,m。

定理 2。
令 pj > 1, i = 1, . . . ,m, αj > −1, j = 1, . . . ,m. ，则我们有算子 V~β，其中(
V~β

)
(f) =

∫
D

. . .

∫
D

f(z1, . . . , zm)

m∏
j=1

Kβj+n+1(zj , wj)dvβ1
(z1) . . . dvβm

(zm),

对于所有足够大的 βj > β0, j = 1, . . . ,m β0, 将 Lp1,...,pn
α1,...,αn

映射到 Ap1,...,pn
α1,...,αn

空间。
备注4。在单位圆盘中对于m = 1这个结果是经典的且众所周知的（伯格曼投影

定理）。证明仅使用了引理 1中的 Forelly-Rudin估计和 Holders及 Minkowski不等
式以及m = 2，单位圆盘的情况是典型的。我们在单位圆盘中 U = {|z| < 1},m = 2

情况下有以下估计。
我们通常用 dm2 表示单位圆盘 U 中的归一化勒贝格测度。
将以下内容置于首位

Dαj (ξj , zj) =
αj + 1

π
· (1− |ξj |)αj

(1− ξ̄jzj)αj+2
, j = 1, 2;

Dα(z.ξ) = Dα1
(z1.ξ1)×Dα2

(z2.ξ2);

1

pj
+

1

qj
= 1, j = 1, 2, χγ(z1, z2) = (1−|z1|)

−γ
p1q1 ·(1−|z2|)

−γ
p2q2 , zj ∈ U, ξj ∈ U, j = 1, 2.

||V~βf(·, z2)||Ap
α1

=

∫
U

|F (z1, z2)|p1(1− |z1|)α1dm2(z1)

1/p1

≤

≤ C17

∫
U

∫
U

|Dα1
(z1, ξ1)| · |Dα2

(z2, ξ2)| · |f(ξ1, ξ2)|dm2(ξ1)dm2(ξ2)

p1

(1− |z1|)α1dm2(z1)

 ≤

≤ C18

∫
U

|Dα2
(z2, ξ2)|

∫
U

∫
U

|Dα1
(z1, ξ1)| · |f(ξ1, ξ2)|dm2(ξ1)

p1

(1− |z1|)α1dm2(z1)

1/p1

dm2(ξ2) ≤

≤ C19

∫
U

|Dα2(z2, ξ2)|

(∫
U

∫
U

|Dα1
(z1, ξ1)| · |f(ξ1, ξ2)|p1dm1(ξ1)

|χp1
γ (ξ1, ξ2)|

×

×

∫
U

|Dα1(z1, ξ1)| · χp1
γ (ξ1, ξ2)dm2(ξ1)

p1/q1

(1− |z1|)α1dm2(z1)

)1/p1

dm2(ξ2) ≤
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≤ C20

∫
U

|Dα2
(z2, ξ2)|

(∫
U

|f(ξ1, ξ2)|p

χp1
γ (ξ1, ξ2)

∫
U

|Dα1
(z1, ξ1)|χp1

γ (z1, ξ2)(1−|z1|)α1dm2(z1)dm2(ξ2)

)1/p1

dm2(ξ2) ≤

≤ C21

∫
U

|Dα2(z2, ξ2)| · ||f(·, ξ2)||Lp1
α1
dm2(ξ2).

然后我们有

||V~βf(·, z2)||
p2

A
p1,p2
α1,α2

≤ C22

∫
U

∫
U

|Dα2(z1, ξ2)| · ||f(·, ξ2)||Lp1
α1
dm2(ξ2)

p2

(1−|z2|)α2dm2(z2).

再次使用 p2 的 Hölder 不等式和 Forelly-Rudin 估计，并改变积分顺序，我们
得到所需的结果。

||V~β(f)||
p2

A
p1,p2
α1,α2

≤ C||f ||p2

L
p1,p2
α1,α2

.

定理得证。
备注 5。我们猜想当在一个混合范数 Ap1,...,pm 空间中一个指标为无穷大时，类

似的结果也是成立的。
我们的投影定理可以用于研究 Hankel和 Toeplits算子在有界强伪凸域中的作

用（参见例如 [6]）。
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