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Abstract

我们提出了一种新型的量子算法来求解核共振问题，该算法基于迭代的 Harrow-Hassidim-Lloyd算法和复数缩放
下的本征向量连续性。为了验证这一方法的有效性，我们计算了 α − α系统的共振态，并得到了与传统方法一致
的结果。我们的研究为非厄米算子特征值的计算提供了新的视角，并为利用量子计算机进一步探索核共振奠定了
基础。
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1. 介绍

量子计算，一个位于量子力学和计算机科学交汇处
的迅速发展的领域，已经展示了在解决经典系统难以处
理的问题方面的巨大潜力。其应用范围涵盖了包括计算
化学、高能物理、核物理等多个科研领域。量子计算变
革能力的核心在于量子纠缠和量子信息，它们提供了前
所未有的计算效率和能力。在核物理中，研究粒子和原
子核中的纠缠性质已成为一个关键的兴趣领域 [1–36]，
进一步强调了量子计算与基础科学的交叉点。对于核物
理学的研究者来说，量子计算强大的并行处理能力为探
索复杂的量子力学问题提供了新的途径。具体而言，量
子计算在解决大规模多体系统和高维空间中的状态演
化方面表现出了优越性，提供了前所未有的机会来探索
复杂核系统。在核反应研究的一些基础工作中，量子计
算和衍生算法已经越来越成功地得到了应用 [37–43]。
量子计算的增长是由解决超越经典计算挑战的关

键算法的发展推动的。例如，像Harrow-Hassidim-Lloyd
(HHL)[44]这样的算法已被用于求解线性系统，量子相
位估计 (QPE)[45, 46]、变分量子本征解算器 (VQE)[47–
52]、VQE的变体 [53–62]以及量子神经网络 (QNN)[63–
67]在解决量子系统的特征值问题、模拟分子和核结构
以及建模化学和核反应方面已经取得了重大进展。
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尽管在求解厄米系统方面取得了显著进展，但在使
用量子计算处理非厄米问题时仍面临挑战。作为非厄米
量子动力学中的一个重要主题，共振态描述了具有有限
寿命的亚稳系统，并在研究散射和反应截面、核衰变、
核聚变以及核物质的性质等方面发挥关键作用。因此，
开发时间复杂度低的有效量子算法以解决核共振态问
题仍然是一个关键且未解的挑战。从实验角度来看，在
几乎不存在大气的外太空环境中，宇宙射线诱导产生的
中微子和缪子通量的显著衰减有利于核反应研究的进
步 [68]。此外，利用量子计算模拟宇宙射线诱导粒子对
核实验影响的研究领域也值得进一步探索。

在我们之前的工作中，我们对非厄米核共振态进行
了研究 [69]。在这项工作中，我们提出了一种新的量子
算法来求解共振问题，该算法基于迭代 HHL（IHHL）
算法结合复缩放方法（CSM）[70–81]和本征向量延续
（EC）[82–88]。本征向量延续已经在低能核物理中找到
了许多应用，并且特别是在构建核散射 [89–96]的模拟
器方面得到了利用。HHL算法是一种基于 QPE算法构
建的纯量子算法，用于求解线性系统，并已在各种研究
领域成功应用。考虑到 CSM引入的非厄米性质，我们
将复本征值问题转化为迭代问题，并引入了一种新颖的
迭代HHL算法。此外，为了更高效地处理共振态，我们
结合了带有复标度的特征向量延续方法，利用控制参数
下的已知特征向量的线性组合来逼近目标共振特征态。
其优势在于显著降低了计算维度和量子计算所需的量
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子比特数量，从而增强了数值稳定性和计算效率，特别
是在处理多体系统、依赖参数的问题等方面。为了验证
我们方法的可靠性，我们进行了量子模拟以计算 α − α
系统的共振态。我们的新算法还具有将陷阱法 [97–99]
应用于复域中散射相移处理的潜力。

其余部分组织如下：在第二节中，我们介绍了迭代
Harrow-Hassidim-Lloyd算法和带复数缩放的本征向量
连续性的框架。第三节展示了 α − α系统共振的数值结
果并进行了讨论。第四节对文章进行了总结。一些数值
细节列在附录中。

2. 理论形式主义

2.1. 迭代哈罗-哈西迪姆-洛算法

在选择一组合适的正交基函数 {φi}时，参数化哈密
顿量 H(λ)可以表示为以下形式，

H(λ) =
N∑
i, j

hi, j(λ)a
†

i a j, hi, j(λ) = 〈φi| |T + VN(λ) + VC

∣∣∣φ j

〉
.

(1)
费米子的产生和湮灭算符可以通过约旦-维格纳变

换表示为 [100],

a†j =
1
2

(X j − iY j) ⊗ ZD
j−1,

a j =
1
2

(X j + iY j) ⊗ ZD
j−1,

(2)

其中 X,Y 和 Z是泡利算符，ZD
j−1 被定义为

ZD
j−1 = Z j−1 ⊗ Z j−2 ⊗ · · · ⊗ Z0. (3)

除了 Jordan-Wigner变换外，还有其他的量子映射
方法。例如，对于 2m × 2m 矩阵，可以选择使用 m个量
子位来表示哈密顿量矩阵，这可以有效地减少所需的量
子位数量。

H(λ) =
∑

i1,i2,··· ,im=0,1,2,3

ci1,i2,··· ,im (λ)(σi1 ⊗ σi2 ⊗ · · · ⊗ σim ),

(4)
其中

ci1,i2,··· ,im (λ) =
1

2m
Tr((σi1 ⊗ σi2 ⊗ · · · ⊗ σim )H(λ)), σ = {I, X,Y,Z}.

(5)
哈罗-哈西迪姆-洛伊德算法是一种量子算法，设计

用于求解线性方程 Ax = b，其中 A是一个厄米算子。如

图 1所示，它利用量子相位估计（QPE）来找到矩阵 A

的本征值，然后使用量子门计算这些本征值的逆。最后，
算法以量子形式重构解向量 x。对于厄米矩阵，HHL 算
法可以提供比经典方法指数级的速度提升。
根据ABC定理 [70, 71]，原始哈密顿量H(λ)将被转

换为一个复数缩放的版本，Hθ(λ) = e−2iθT + VN(λ, reiθ) +

e−iθVC。因此，为了利用 HHL算法解决共振问题，非厄
米复数缩放哈密顿矩阵 H 应扩展成为一个更大的厄米
矩阵 A，

A =

 0 H

H† 0

 . (6)

此外，为了处理共振态的本征值问题，我们引入了
一种迭代方法，具体来说，我们可以重新表述薛定谔方
程，使得最终的本征向量成为该方程的不动点，如下
所示，

C(E, β)φ = φ, (7)

其中 C操作符的矩阵元定义为

Ci j(E, β) = (φ|
e−2iθT + VN(λ, reiθ) + e−iθVC − (E − β)

β
|φ), β , 0.

(8)
其中括号 ”()”表示 c-乘积。
如果我们简单地令 β等于 1，则较大的 Hermite 矩

阵 A可以写为，

A =

 0 C(E, 1)

C†(E, 1) 0

 . (9)

上述处理后，我们可以利用 HHL算法迭代求解共
振态的本征能。一个更详细的算法流程图如图 1所示。
我们的算法可以主要分为三个部分：输入、自洽迭代
HHL量子算法和输出。首先，我们定义初始试探波函
数 φ来构造向量 b并将其输入到 HHL算法中。接下来，
非厄米哈密顿量被扩展为厄米算符 A，如方程 (9)所示，
其中 E 是与初始波函数 φ相对应的初始能量，它可以
是实数或复数。此外，需要注意的是通常 HHL算法的
输入向量应该是实数。因此，在处理复数波函数时，我
们需要将其实部和虚部分开，并分别对每一部分应用
HHL算法。

HHL算法求解未知向量 x，即对应新的复数波函数
φ∗。然后使用新旧波函数的 c-积来计算如图 1所示的新
复数能量 E∗。通过设定一个误差容限 ε，我们可以确定
是否继续使用 HHL算法迭代直到达到所需的精度，并
最终输出复数缩放哈密顿量的收敛本征值和本征向量。
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图 1: 基于HHL算法的迭代共振态解示意图。输入部分：给定一个初始试探波函数 φ并计算相应的能量期望值 E。然后，将原始非厄米矩阵扩展为厄米矩阵 A，
并将初始波函数 φ扩展为向量 b，作为HHL算法的初始输入。在使用HHL算法求解线性方程 Ax = b后，从 x中提取新的波函数 φ∗来计算新的能量期望值 E∗。
如果能量不满足指定的精度 ε，则需要利用新的波函数 φ∗ 和新的能量 E∗ 构造一个新的线性方程，并继续使用 HHL算法求解直到达到指定的精度。最后，输出
第一个收敛的本征向量 φ1 和本征能量 E1。因此，通过使用投影方法，我们可以使波函数与之前已解出的波函数正交，并继续使用迭代 HHL算法获得剩余的本
征向量。

在此阶段，得到了 N个本征向量之一。为了找到其余的
本征向量，可以应用投影方法。具体来说，在 HHL迭
代过程中，目标本征向量被设置为与先前获得的本征向
量正交。

2.2. 特征向量连续性

本征向量连续法是一种可以通过获取哈密顿量
{H(λi)} 的本征态 φT = {φ(λi)} 来提取具有目标参数 λ�
的哈密顿量 H(λ�)的本征态 φ(λ�)的方法。具体来说，
参数集 {λi} 作为训练数据使用，并且相应的训练本征
向量将被用来形成一个新的基底来求解目标哈密顿量
H(λ�)的本征值和本征向量。因此，本征向量连续可以
一般性地将特征值问题的维度从一个大的希尔伯特空
间减少到由训练本征向量 φT 张成的一个更小的子空间。
这样每个目标参数的计算成本就可以显著降低。

特征向量连续性的一个基本应用是从束缚态估计
束缚态。具体来说，为了提取束缚态应求解广义本征值
问题，

HEC |φ(λ�)〉 = E(λ�)NEC |φ(λ�)〉 , (10)

其中哈密顿量和重叠矩阵元 H(λ�)EC,N(λ�)EC 分别由束
缚态的训练特征向量构建，

HEC
i j = 〈φ(λi)|H(λ�)

∣∣∣φ(λ j)
〉
, NEC

i j =
〈
φ(λi)

∣∣∣φ(λ j)
〉
.

(11)

此外，通过引入复数缩放 r → reiθ（或等效的 k →

ke−iθ），EC也可以扩展以执行从束缚态估计共振态的任
务。值得注意的是，内积应替换为 c-积，

HEC,θ
i j = (φ(λi)|Hθ(λ�)|φ(λ j)), NEC

i j = (φ(λi)|φ(λ j)).
(12)

或者，我们可以使用复数缩放的哈密顿量和实训练
本征向量如方程 (12)所示，或使用复数缩放的训练本
征向量和实哈密顿量来提取共振能量。需要指出的是，
在量子计算中，通常需要一个标准正交基。因此，在利
用本征向量连续性获得束缚态的训练本征向量后，应采
用施密特正交化方法。

图 2: 本征向量延续与复数缩放的示意图。横轴和纵轴分别代表能量的实部和
虚部。沿负实轴的束缚态作为训练数据。获得相应的波函数后，通过本征向
量延续复数缩放哈密顿量（或复数缩放波函数）将导致第四象限的共振能量。
束缚态可以使用变分量子特征值求解器、量子神经网络等方法计算，而非厄
米算子的本征值则通过我们提出的迭代 HHL算法求解。
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如图 2所示，训练区域中的束缚态解可以通过变分
量子本征求解器（VQE）、量子神经网络（QNNs）等量
子算法来处理。为了评估共振的复特征值和特征向量，
我们使用了图 1中展示的迭代 HHL算法。

3. 数值结果

作为一个数值测试，我们考虑计算 α − α系统的共
振态。两个 α粒子之间的相互作用由一个简单的高斯势
能来建模，

Vα−α(r) = V0 exp
(
−

r2

a2

)
, (13)

其中 V0 是-122.6225 MeV，a=2.132 fm[101]。λ总哈密
顿量中的参数 H = T + λVα−α(r) + 4e2

r 被视为连续参数，
目标参数是 λ� = 1。λ� = 1支持一个能量为 11.8079 −

1.8085iMeV 的 G波共振态，这是通过使用 R矩阵方法
计算得出的。后续的所有计算都围绕这个共振态进行。
首先，对于具有复缩放（EC with CSM）的本征向量连
续性，我们选择一个确保系统为束缚态的参数范围，从
而可以获得若干基态波函数 φT = {φi, i = 1, 2 · · · imax}。由
于我们的重点是求解共振态，这里通过传统方法直接获
得基态波函数 φT 而不使用量子计算来简化这一过程。
需要注意的是，在构建用于共振态的复对称矩阵之前，
必须将波函数 φT 正交化为 φO

T = {φ
O
i , i = 1, 2 · · · , imax}。

复缩放角度设定为 20度，并且C的矩阵元可以表示为，

Ci j(E, 1) = (φO
i |e
−2iθT + VN(reiθ) + e−iθVC − (E − 1)|φO

j ).
(14)
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图 3: 使用迭代 HHL算法获得的第一个本征值。经过 6次迭代后，结果达到
指定精度 ε = 10−4 兆电子伏特。

这里，我们使用均匀分布在区间 [1.45, 1.75]内的总
共 8个训练参数来获得对应的基态波函数。在将基矢正
交化后，可以得到复缩放哈密顿矩阵 Hθ=20◦ = e−2iθT +

VN(reiθ) + e−iθVC（见附录）。为了分离共振态与连续谱，
复缩放角通常需要满足 2θ > arctan

(
Im(Eres)
Re(Eres)

)
。需要注意的

是，一般来说，在使用复缩放方法时，需要计算对应不
同复缩放角度 θ的本征能量以通过这样的稳定条件获得
最终的共振能量 Eres。然而，在数值结果中，我们仅以
一个复缩放角 θ = 20◦ 为例。此外，考虑到训练数据中
的不确定性，如果我们希望得到更详细的结果，则需要
分析在训练区域内选择束缚态时产生的误差。
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图 4: 使用迭代 HHL算法和投影获得的第二个特征值。经过 5次迭代，结果
达到指定精度 ε = 10−4 兆电子伏特。此特征值代表共振能量。

在量子模拟中，我们使用了Origin的量子计算 [102]
提供的 HHL算法接口，允许输入厄米矩阵 A和实向量
b。该接口提供了不同的精度值，表示小数点后的位数
数量。其默认值为 0，这意味着只有整数解可用。精度
越高，则量子比特的数量和电路的深度越大，例如，对
于 1位精度需要额外 4个量子比特，对于 2位精度需要
额外 7个量子比特，依此类推。在我们的量子模拟中，
我们使用了 1位精度来实现所有计算。
第一次和第二次本征能量分别通过迭代 HHL算法

在图 3和图 4中显示。蓝色圆圈代表使用迭代 HHL得
到的结果，而矩阵 Hθ=20◦ 的本征值用红色星号标记。经
过六次和五次迭代后，第一个和第二个本征值收敛到我
们给定的精度 ε = 10−4 兆电子伏特。显然可以看出，通
过使用迭代 HHL算法，在几次迭代之后可以得到收敛
的本征能量，这展示了我们的算法具有很高的计算效
率。第二次本征能量是利用投影方法求解的，以确保正
交性，并避免结果收敛到第一个本征态。然而，应该注
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表 1: 通过迭代HHL算法和直接对角化获得的 Hθ=20◦ (λ� = 1)本征能量。能量按照其实部从小到大排列。与 α− α G波共振状态对应的能量用下划线标出。通过
R矩阵方法确定共振能量为 11.8079 − 1.8085iMeV。

Approach Real part of eigenenergy(MeV)

Iterative HHL 1.5968 3.6297 7.6254 11.8211 17.3525 29.3599 48.8163 97.9506

Diagonalization 1.5967 3.6284 7.6260 11.8079 17.3572 29.3705 48.8284 97.9800

Approach Imaginary part of eigenenergy(MeV)

Iterative HHL -1.1574 -2.7683 -5.9790 -1.8107 -12.6788 -22.4433 -52.2620 -123.9743

Diagonalization -1.1574 -2.7683 -5.9790 -1.8110 -12.6788 -22.4434 -52.2619 -123.9785

意的是，如果使用不同的初始波函数，本征值解决方案
的顺序可能会改变。我们在这里选择的初始波函数（列
在附录中）使得共振状态已经在第二次求解时得到，否
则我们需要继续使用迭代 HHL来完成剩余的本征值直
到获得共振态能量。我们使用的投影策略是：给定一个
随机初始波函数（实数或复数），当求解第 i−个（i > 1）
本征值时，然后将其投影为与已经求得的第一个 i−1个
本征向量垂直，并将这个正交化的初始波函数和相应的
预期能量输入到迭代 HHL算法中。最终我们列出从迭
代解获得的所有本征值（按照实部升序排列），并给出
直接对角化的方法作为比较的结果。通过迭代 HHL算
法得到的结果与用直接对角化方法作为基准得到的结
果之间有很好的一致性，这验证了我们的算法在计算非
厄米矩阵的本征值时的可靠性。

4. 结论

在这项工作中，我们提出了一种基于迭代 HHL算
法和特征向量延续的求解共振态的新量子算法。通过将
特征向量延续与复数缩放方法结合，我们可以从束缚态
扩展到共振态。特征向量延续减少解空间的特点有助于
我们减少所需的量子比特数量并获得更可靠的量子计
算结果。为了解决由复数缩放引入的非厄米性问题，我
们将非厄米矩阵扩展为厄米矩阵，并提出了一种基于
HHL量子算法的迭代算法来确定共振态的波函数和复
能量。以 G波共振为例，在 α − α系统中，通过量子模
拟我们获得了与传统方法一致的共振能。我们证明了这
种新颖非厄米量子本征解算器的可行性和可靠性，这为
未来在量子计算框架内研究核共振提供了新的算法和
视角。
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附录 A.

附录提供了用于量子模拟的复数缩放哈密顿量 Hθ=20◦ 以及用于计算前两个本征值所采用的初始波函数 φ1st
0 和

φ2nd
0 ，

Re(Hθ=20◦) =

5.9160 −1.9968 −1.4539 0.0808 −0.8477 1.0134 0.6587 0.2180

−1.9968 20.9328 8.9038 −2.0352 0.5117 −0.2871 0.7430 1.2106

−1.4539 8.9038 20.3077 −14.6338 −7.1324 2.1843 0.1511 0.1616

0.0808 −2.0352 −14.6338 23.7568 18.6313 −9.6136 −3.5157 −0.7455

−0.8477 0.5117 −7.1324 18.6313 28.2676 −22.9362 −12.3736 −5.0318

1.0134 −0.2871 2.1843 −9.6136 −22.9362 33.7226 27.6980 15.2191

0.6587 0.7430 0.1511 −3.5157 −12.3736 27.6980 39.5660 32.5994

0.2180 1.2106 0.1616 −0.7455 −5.0318 15.2191 32.5994 45.7255



,

Im(Hθ=20◦) =

−7.1245 −13.5742 −10.3647 6.9730 3.7763 −1.3817 −0.0922 0.2918

−13.5742 −21.0051 −14.8535 12.0314 9.9754 −7.3522 −4.2786 −1.5986

−10.3647 −14.8535 −22.4724 18.8352 14.0059 −10.3900 −7.4947 −4.8701

6.9730 12.0314 18.8352 −25.0279 −21.8145 15.8726 11.4187 7.9816

3.7763 9.9754 14.0059 −21.8145 −29.2031 25.8374 18.3401 12.6511

−1.3817 −7.3522 −10.3900 15.8726 25.8374 −34.1859 −30.0201 −20.7983

−0.0922 −4.2786 −7.4947 11.4187 18.3401 −30.0201 −39.3154 −34.3378

0.2918 −1.5986 −4.8701 7.9816 12.6511 −20.7983 −34.3378 −44.7440



(A.1)

φ1st
0 = [−0.50298, −0.10005, −0.17812, −0.4794, 0.74079, −0.62992, −0.96068, 0.9065]T , (A.2)

φ2nd
0 = [0.0799 − 0.4118i, 0.3987 + 0.0799i, −0.6690 − 0.0337i, −0.0204 − 0.0322i,

− 0.1536 + 0.0933i, −0.0851 − 0.1819i, −0.1936 + 0.1947i, 0.2308 + 0.0854i]T .
(A.3)

收敛后的本征能量分别为 29.3599 − 22.4433i和 11.8211 − 1.8107i，对应的归一化本征向量如下列出，

φ1st = [ − 0.2610 − 0.1947i, 0.0084 − 0.5524i, 0.0919 − 0.3528i, −0.1403 − 0.0176i,

− 0.1529 − 0.3527i, 0.0848 + 0.3638i, −0.0487 + 0.0000i, −0.1337 − 0.3581i]T

φ2nd,res = [0.1228 − 0.8607i, 0.1846 + 0.3683i, 0.1756 + 0.1208i, 0.0321 + 0.0417i,

0.1337 + 0.0011i, −0.0351 + 0.0521i, 0.0420 − 0.0007i, −0.0122 − 0.0499i]T .

(A.4)
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直接对哈密顿量 Hθ=20◦ 进行对角化得到如下本征值，

Ediag = [97.9800 − 123.9785i, 48.8284 − 52.2619i, 29.3705 − 22.4434i, 17.3572 − 12.6788i,

11.8079 − 1.8110i, 7.6260 − 5.9790i, 3.6284 − 2.7683i, 1.5967 − 1.1574i].
(A.5)
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