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关于某些序列中连续元素的互质性

JEAN-MARC DESHOUILLERS AND SUNIL NAIK

献给卡利亚纳·查克拉博蒂和斯里尼瓦斯·科泰亚达
庆祝他们的六十周年庆典

摘要. 寻找特定算术序列中的素数块是数论中一个经典问题。研究此类序列中成对互质的连续元
素块也非常有趣。在此背景下，我们证明如果 f 是在 ,∞上的二次连续可微实值函数，并且满足
f ′′x → 当 x → ∞以及 lim supx→∞ f ′x ∞，那么在序列 bfncn 中存在任意长度的成对互质连续
元素块。这一结果细化了首位作者、Drmota和Müllner近期结果的定性部分。
我们还证明存在一个子集A ⊆ N，其上Banach密度为一，使得对于任意两个不同的整数m,n ∈

A，这些整数 bfmc和 bfnc两两互质。进一步地，我们显示在序列 bfncn 中存在任意长的连续元
素块，其中没有两个是两两互质的。

1. 介绍及结果陈述

Segal-Piatetski-Shapiro 序列是形式为 (bncc)n 的序列，对于固定的 c ∈ (1,∞) \N。在 [9]
中，Piatetski-Shapiro 证明了如果 c ∈

(
1, 1211

)
，则序列 (bncc)n 中存在无限多个素数。本文我们

感兴趣的是寻找 (bncc)n 中成块的连续元素，这些元素两两互质，当然，最好它们都是不同的
素数。在最近的一项工作中 [4]，第一作者 Drmota和 Müllner表明如果 c ∈ (1, 2)和 0 < α <

min
(
c− 1, 1− c

2

)
，则存在无限多个正整数 n使得对于任意的正整数 H ≤ α logn，序列中的所

有元素 {bncc, b(n+1)cc, · · · , b(n+H)cc}都是两两互素。我们请读者参阅 [1, 2, 3, 5, 8, 11]了解
相关文献。
在这篇文章中，我们将上述结果的定性部分扩展到了一类更大的正规序列。

定理 1. 设 f 为定义在 [1,∞)上的二阶连续可微实值函数，使得

(i) f ′′(x) → 0 作为 x → ∞，
(ii) lim supx→∞ f ′(x) = ∞.

那么对于任何正整数H，存在无穷多个正整数 n使得序列 {bf(n)c, bf(n+ 1)c, · · · , bf(n+H)c}
中的所有元素两两互质。

备注 1.1. 对于 c ∈ (1, 2)，函数 f(x) = xc满足定理 1的条件。这意味着在序列 (bncc)n中存在任
意长的连续元素块，这些元素两两互质，从而恢复了主要结果 [4]的定性部分。
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备注 1.2. 我们注意到定理 1中的第二个条件是存在任意长的连续互质元素序列 (bf(n)c)n 所必
需的。显然，当 lim supx→∞ f ′(x) = −∞时可以类似地考虑函数 −f 的情形。进一步，可以考
虑将定理 1中的第二个条件替换为 lim infx→∞ f ′(x) = −∞的情况。不失一般性，我们可以假设
lim infx→∞ f ′(x) > −∞。假设 lim supx→∞ f ′(x)是有限的，那么 |f(m + 1) − f(m)| = O(1) 因
此对于任意 n ∈ N，存在一个长度为 O(H)的区间 I 包含 {bf(n)c, bf(n+ 1)c, · · · , bf(n+H)c}。
如果 bf(n)c,bf(n + 1)c,· · · , bf(n + H)c两两互素，那么 I 包含一个基数至少为 H 的集合其元
素两两互素。但这与 Erdős 和 Selfridge 的结果 [6, p. 5]对于充分大的 H 是不可能的。这表明
lim supx→∞ f(x) = ∞在定理 1中是必要的。

备注 1.3. 我们还注意到定理 1中的第一个条件不能被较弱的条件 f ′(x) = o(x)所替代。对于 n ≥
2，设 an为 [n3/2−2, n3/2]中的一个偶数整数。观察到 an < an+1和 an+1−an = (3/2 + o(1))n1/2。
可以构造一个在 [1,∞)上二阶连续可微的实值函数 g，使得对于足够大的 x，有 g(n) = an 和
x1/2 < g′(x) < 2x1/2。然后我们有 g′(x) = o(x)和 lim supx→∞ g′(x) = ∞，但是对于所有 n ≥ 2，
g(n)是偶数。
我们也可以考虑

g(x) =

∫ x

1
t
1
2 sin(2πt)dt.

然后是 g′(x) = o(x)和 lim supx→∞ g′(x) = ∞。注意

g(n+ 1)− g(n) =

∫ n+1

n
t
1
2 sin(2πt)dt =

1

2

∫ 1

0

((y
2
+ n

) 1
2 −

(
y + 1

2
+ n

) 1
2

)
sin(πy)dy.

因此
|g(n+ 1) − g(n)| <

1√
n
.

从而对于所有足够大的 n，序列中任意三个连续元素 (bg(n)c)n不是两两互素。

为了阐述下一个结果，让我们回忆一下密度的以下概念。对于自然数的一个子集 S，S 的上
巴拿赫密度（或上一致密度，参见 [7, 10]以获取更多详细信息）定义为

lim
H→∞

lim sup
x→∞

# (S ∩ (x, x+H])

H
.

在此设定下，我们证明了以下结果。

定理 2. 令 f 如定理 1中所述。则存在一个子集A，其自然数的上 Banach密度等于 1，使得对于
任何包含在 A中的不同整数对m和 n，整数 bf(m)c和 bf(n)c两两互素。

在定理 1的相反方向，也有可能找到序列 (bf(n)c)n 中任意长的元素块，使得其中没有任何
两个元素是互质的。实际上，我们证明了以下定理。

定理 3. 设 f 如定理 1中所述。那么对于任何正整数H，存在无穷多个正整数n使得序列 {bf(n)c, bf(n+
1)c, · · · , bf(n+H)c}中的所有元素都是偶数。
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2. 定理的证明

以下命题是我们证明定理 1的核心。

命题 4. 令 H ≥ 2为一个正整数，ΠH =
∏

p≤H p为所有小于或等于 H 的素数的乘积。设 f ∈
C2 ([1,∞))是定义在 [1,∞)上的二阶连续可微实值函数，且 n是满足

{f(n)} ≤ 1
3 ,

1
9H ≤ {f ′(n)} ≤ 1

3H and |f ′′(x)| ≤ 1
10H2 for x ∈ [n, n+H],(1)

bf ′(n)c ≡ 0 ( mod ΠH) ,(2)

gcd (bf(n)c, bf ′(n)c) = 1.(3)

的正整数。则集合 {f(n+ h) : h ∈ [H/2,H] ∩ N}中的整数两两互素。

证明. 根据泰勒定理，对于任何整数 h ∈ [H/2,H]，存在 θh ∈ [0, 1]使得

f(n+ h) = f(n) + hf ′(n) +
h2

2
f ′′(n+ θhh)

= bf(n)c + hbf ′(n)c + {f(n)} + h{f ′(n)} +
h2

2
f ′′(n+ θhh).

注意

0 ≤ f(n+ h) − bf(n)c − hbf ′(n)c ≤ 1

3
+

1

3
+

1

20
< 1.

这意味着对于任何整数 h ∈ [H/2,H]，我们有

(4) bf(n+ h)c = bf(n)c + hbf ′(n)c.

观察到对于任何素数 p ≤ H，我们有 p - bf(n+h)c对于任何H/2 ≤ h ≤ H。这是因为，从 (2)，我
们得到 p | bf ′(n)c和从 (3)，p - bf(n)c 因此我们通过 (4)得到 p - bf(n+ h)c。假设存在一个素数
p > H，使得 p | gcd (bf(n+ h)c, bf(n+ k)c)对于某对整数 h和 k成立，其中H/2 ≤ k < h ≤ H。
那么 p | bf(n+ h)c − bf(n+ k)c。从 (4)，我们有

bf(n+ h)c − bf(n+ k)c = (h− k)bf ′(n)c.

因此 p | bf ′(n)c。从 (4)，我们推断出 p | bf(n)c，这与 (3)相矛盾。因此，对于任意两个不同的
整数 h, k ∈ [H/2,H]，bf(n+ h)c和 bf(n+ k)c是互质的。 �

我们需要以下这个“常识性”的引理，它给出了一个等价条件，即 bxc是偶数。

引理 5. 令 x为一个实数。我们有

bxc ≡ 0 ( mod 2) ⇐⇒
{x
2

}
∈
[
0,

1

2

)
.
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2.1. 定理 1的证明. 设 f 如定理 1中所述，且 H ≥ 2是一个较大的正整数。另设 x0 > 1是满足
以下条件的实数

(5) |f ′′(x)| ≤ 1

(100HΠH)3

对于 x ≥ x0。令 q > H 是一个足够大的素数。则存在一个正整数m = m(q) > x0 + 1，使得

(6) bf ′(m− 1)c < bf ′(m)c = qΠH .

根据中值定理和 (5)，对于任意的 x ≥ x0，我们有

(7) |f ′(x+ 1) − f ′(x)| ≤ 1

(100HΠH)3

这结合 (6)中的不等式意味着

(8) {f ′(m)} <
1

100H
.

从 (7)，(8)以及事实 lim supx→∞ f ′(x) = ∞，存在一个整数 n0 ≥ m，使得

(9) bf ′(n0)c = bf ′(m)c = qΠH and {f ′(n0)} ∈
(

1

6H
,

1

5H

)
.

令K = 15HΠH。由泰勒公式，对于任意整数 k ∈ [0,K]，我们有

f(n0 + k) = f(n0) + kf ′(n0) +
k2

2
f ′′(n0 + θkk)

对于某个 θk ∈ [0, 1]。令 εk = k2

2 f
′′(n0 + θkk)。从 (5)，我们有

(10) |εk| <
1

20H
.

我们可以写成

f(n0 + k) = f(n0) + kqΠH + k{f ′(n0)} + εk.

考虑序列 (ak)0≤k≤K，其中

ak = f(n0 + k)− kqΠH = f(n0) + k{f ′(n0)} + εk.

从 (9)和 (10)，我们有

aK − a0 = K{f ′(n0)} + εK > 15HΠH · 1

6H
− 1

20H
> 2ΠH .

对于任何 k ∈ [0,K − 1]，我们得到

(11) 0 < ak+1 − ak = {f ′(n0)} + εk+1 − εk <
1

5H
+

1

20H
+

1

20H
<

1

3H
.

因此，存在一个整数 k0 ∈ [0,K]使得

bak0c ≡ 1 ( mod ΠH) , bak0c 6≡ 0 ( mod q) and {ak0} <
1

3
.
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为了看到这一点，设 b ∈ [a0, aK)是最小的整数，满足

b ≡ 1 ( mod ΠH) and b 6≡ 0 ( mod q) .

这样的整数存在，因为 aK − a0 > 2ΠH。令 k0 ∈ [0,K]为满足条件的最小整数 ak0 ≥ b。则由
(11)，我们有 bak0c = b和 {ak0} < 1

3H。设 n = n0 + k0。容易看出

bf ′(n)c = qΠH , gcd (bf(n)c, qΠH) = 1,

{f(n)} ≤ 1

3
,

1

9H
≤ {f ′(n)} ≤ 1

3H
, |f ′′(n)| ≤ 1

10H2
.

(12)

因此存在无限多对正整数 q,n = n(q)满足 (12)。现在定理 1由命题 4推出。 �

2.2. 定理 2的证明. 设 f 如定理 1中所述。设 H1 ≥ 2 是一个自然数。那么根据定理 1，存在
n1 ∈ N使得整数 bf(n1)c, bf(n1 +1)c, · · · , bf(n1 +H1)c 两两互素。令H2为一个严格大于H1 +

max0≤h≤H1 |f(n1 + h)|的自然数。现在按照定理 1的证明过程，我们可以找到一个素数 q2 > H2

和一个自然数 n2 > n1 +H1，使得

bf ′(n2)c = q2ΠH2 , gcd (bf(n2)c, q2ΠH2) = 1 and bf(n2 + h)c = bf(n2)c+ hbf ′(n2)c

对于 H2/2 ≤ h ≤ H2 成立。然后集合 {bf(n2 + h)c : h ∈ [H2/2,H2] ∩ N}中的整数两两互质。
另外，如果 p是一个能整除 bf(n1 + h)c的素数对于某个 0 ≤ h ≤ H1，那么 p整除 ΠH2，因为
H2 > H1 + max0≤h≤H1 |f(n1 + h)|。因此 p不能整除 bf(n2 + h)c对于任何整数 h ∈ [H2/2,H2]。
通过归纳，存在整数 Hr > Hr−1 + max{|f(ni + hj)| : hj ∈ [Hi/2,Hi] ∩ N, 1 ≤ i ≤ r − 1} 和
nr > nr−1 +Hr−1使得集合中的整数 {bf(ni + hj)c : hj ∈ [Hi/2,Hi]∩N, 1 ≤ i ≤ r}是两两互素
的。令

A = {ni + hj : hj ∈ [Hi/2,Hi] ∩ N, i ∈ N}.

显然，A的上 Banach密度等于 1。这完成了定理 2的证明。 �

2.3. 定理 3的证明. 参照定理 1的证明进行论证（参见 (5)和 (9)对于函数 f/2)，对于给定的H，
我们可以找到无限多个正整数 n使得{

f ′(n)

2

}
∈
(

1

6H
,

1

5H

)
and |f ′′(x)| ≤ 1

1000H3

对于 x ≥ n。f 的泰勒展开式导致了

f(n+ h)

2
=

f(n)

2
+ h

f ′(n)

2
+ εh

当 |εh| < 1
50H 时，对于 0 ≤ h ≤ 10H。我们有{

f(n+ h)

2

}
=

{{
f(n)

2

}
+ h

{
f ′(n)

2

}
+ εh

}
.
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设 ξh = h
{

f ′(n)
2

}
+ εh。然后我们有

ξ10H > 1 and 0 < ξh+1 − ξh <
1

4H

对于任意整数 h ∈ [0, 10H)。因此，可以找到至少H 个连续的 h ∈ [0, 10H)值，使得
{

f(n+h)
2

}
∈[

0, 1
2

)
，这得益于引理 5，证明了定理 3。 �
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