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正则序列中元素的互素性及其多项式增长

JEAN-MARC DESHOUILLERS AND SUNIL NAIK

致 Krishnaswami Alladi，感谢他对数学及其传播的贡献

摘要. 对某些算术序列中的素数进行研究是数论中的一个基本问题，特别是近年来寻找不同素数组
成的块受到了广泛关注。在此背景下，我们证明了在某些正则序列中存在长的 k 互质元素块。更
准确地说，我们证明对于任意正整数 H ≥ k ≥ 和一个实值的 k 次连续可微函数 f ∈ Ck

(
,∞

)
满

足 limx→∞ fkx 和 lim supx→∞ fk−x ∞，存在无穷多个正整数 n使得对于任何整数 ≤ i < i <

· · · < ik ≤ H 成立
gcd

(
bfn ic, bfn ic, · · · , bfn ikc

)
。进一步，我们证明存在一个子集 A ⊆ N具有上巴拿赫密度一，使得

gcd
(
bfnc, bfnc, · · · , bfnkc

)
对于任何不同的整数 n, n, · · · , nk ∈ A。

1. 介绍

G. Lejeune Dirichlet[5]在 1849年证明了以下结果

(1) lim
N→∞

1

N2
#{(n,m) : 1 ≤ n,m ≤ N, gcd(n,m) = 1} =

1

ζ(2)
,

其中 ζ 表示黎曼 ζ 函数。这个问题是由切比雪夫推广的，他经常询问“给定分数随机 a/b，其中
正整数 a和 b是不可约的概率是多少？”。我们概述了 F. Mertens[9]于 1874年给出的证明，该证
明利用莫比乌斯函数检测到 n和m的 gcd等于 1。我们有∑

n,m≤N
gcd(n,m)=1

1 =
∑

n,m≤N

∑
d|gcd(n,m)

µ(d)

=
∑
d≤N

µ(d)
∑
n≤N

n≡0 (mod d)

1
∑
m≤N

m≡0 (mod d)

1

=
∑
d≤N

µ(d)

(
N

d
+O(1)

)2

∼ N2

ζ(2)
.

令 A = (an)n和 B = (bm)m为两个正整数序列。从 A和 B中选取的两个元素互质的概率可以通
过两种方法来解决。我们可以首先寻找 an和 bm互质的渐近频率：Mertens的方法告诉我们，这
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相当于知道 A元素以及 B 在倍数集合中的分布。第二种方法是寻找 an 和 bn 互质的渐近频率：
Mertens的方法告诉我们，这相当于知道多重集合中成对出现的 (an, bn)的联合分布，更准确地
说，我们被归结为研究类似以下的表达式

(2)
∑
n≤N

an≡bn≡0 (mod d)

1

我们只考虑第二种类型的问题。

G. Watson [11]，回答了 K. F. Roth 的一个问题，证明了在 1953 年对于任何无理实数 α，
概率1 那么 n和 bαnc是互素的概率是 1/ζ(2)。J. Lambek 和 L. Moser[8]在 1955 年考虑了 n

和 bf(n)c的互质性，当 f 是一个平滑缓慢增加的函数时；P. Erdős 和 G. G. Lorentz[6]在 1958
年对此进行了扩展和完善。在 2002年，F. Delmer和第一作者 [2]证明了对于任何大于 1的非
整数 c，概率即 n 和 bncc 互素的情况仍然为 1/ζ(2)，解决了在 1999 年布达佩斯举行的“Paul
Erdős 及其数学”研讨会上提出的问题。在 2017 年，V. Bergelson 和 F. K. Richter[1] 将后者
的结果扩展到证明属于 Hardy 场并满足某些增长条件的函数 f1, . . . , fk，使得正整数集 n 满足
gcd(n, bf1(n)c, . . . , bfk(n)c) = 1具有概率 1/ζ(k + 1) 。

在前一章的所有情况下，所考虑的序列之一是所有整数的集合。这会对和（2）产生两个影
响：首先，所考虑的数字 d被N 限制；其次，条件 an ≡ 0 (mod d)容易处理。受此考虑的启发，
M. Drmota、C. Müllner和本文第一作者 [3]在 2023年证明了以下定理。

定理 1. 设 c在 (1, 2)和 α < (c− 1)中。存在无穷多个 n，使得对于任意整数H ≤ α logn，序列
{bncc, b(n+ 1)cc, . . . , b(n+H)cc}中的所有元素都是两两互素的。

在 [4]中，我们扩展了定理 1的定性部分，证明了以下结果。

定理 2. 设 f 是定义在 [1,∞)上的二次连续可微实值函数，满足

lim
x→∞

f
′′
(x) = 0(3)

and

lim sup
x→∞

f ′(x) = ∞.(4)

则对于任何正整数H，存在无穷多个正整数n使得序列中的所有元素 {bf(n+1)c, bf(n+2)c, · · · , bf(n+
H)c} 都是两两互素的。

本文的主要结果是将定理 2扩展到增长更快的函数，即具有多项式增长的函数。

1我们说，满足性质 P 的整数集合具有概率 δ ，如果这个集合有自然渐近密度 δ ，即如果 limN→∞ #{n ≤
N : P(n)}/N = δ。
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定理 3. 设 k ≥ 2为正整数，f 为定义在 [1,∞)上的 k-连续可微实值函数，使得

lim
x→∞

f (k)(x) = 0(5)

and

lim sup
x→∞

f (k−1)(x) = ∞.(6)

那么对于任何正整数 H ≥ k，存在无穷多个正整数 n使得

(7) ∀h1 < h2 < · · · < hk ∈ [1,H] : gcd (bf(n+ h1)c, bf(n+ h2)c, · · · , bf(n+ hk)c) = 1.

备注 1. 条件 (5) 不足以保证结论的有效性。例如，函数 f(x) = xk−1 + 1/x满足 (5)，但是对于
任何正数 n，两个数字 bf(n+ 1)c, bf(n+ 2)c, bf(n+ 3)c, bf(n+ 4)c中有两个是偶数。

备注 2. 通过类似的论证，我们可以证明定理 3，将条件 (6) 替换为较弱的要求

(8) f (k−1) is unbounded.

。需要注意一点：如果 x是一个非整数的正数，那么 b−xc = −bxc − 1。

问题 3. 在定理 3的假设下，是否存在整数 n，使得这些数 bf(n+1)c, bf(n+2)c, . . . , bf(n+H)c
两两互素？

我们的方法基于以下方式使用泰勒展开。设 n和 u为两个正整数；存在 θ在 [0, 1]中，使得

f(n+ u) =
k−1∑
j=0

uj

j!
bf (j)(n)c(9)

+ {f(n)}(10)

+

k−1∑
j=1

uj

j!
{f (j)(n)}+ uk

k!
f (k)(n+ θu).(11)

我们对 (11)中的项的唯一了解来自于 (5)：它将被视为一个具有很小绝对值的误差项，但我
们必须记住我们无法控制它的符号。
主项是 (9)的右侧：它是一个可以轻易转换为整数的有理数，我们只需要知道其在一个模取

决于 k和 H 的类中的剩余。
当积分项具有期望的算术性质时，我们期望有

(12) bf(n+ u)c =
k−1∑
j=0

uj

j!
bf (j)(n)c.

为此，只需要在 (10)中的正的项足够小以成为误差项，但又足够大以补偿 (11)中可能为负的另
一个误差项。这将在命题 4的证明中进行说明。当积分项需要一些调整时，我们还将使用在 (10)
中的项以及在 (11)中的第一项来进行该调整。这将在定理 3的证明中说明。
下一个命题是定理 3证明中的一个中间步骤：它给出了 f 在整数 n处的导数使得 (7) 成立的

充分条件。
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命题 4. 设H, k是正整数，并且 2 ≤ k ≤ H，ΠH =
∏

p≤H p是所有小于或等于H 的素数的乘积。
令 f ∈ Ck([1,∞))是一个实值函数，n是一个正整数，使得

(13) 1

44k
< {f(n)} <

1

4
,

(14) {f (i)(n)} <
1

4H i
for 1 ≤ i < k and |f (k)(x)| <

1

44kHk
for x ∈ [n, n+H],

(15) ∀i ∈ [1, k − 1] : bf (i)(n)c ≡ 0 ( mod k!ΠH),

(16) ∃ ` ∈ [1, k − 1] : gcd
(
bf(n)c, bf (`)(n)c

)
= 1.

那么我们有

gcd (bf(n+ h1)c, bf(n+ h2)c, · · · , bf(n+ hk)c) = 1

对于任何整数 1 ≤ h1 < h2 < · · · < hk ≤ H。

我们将证明命题 4，该证明位于第 2节，并将其应用于在第 3节中证明定理 3。

在第 4节中，我们将把定理 3扩展到从 (bf(n)c)n中的无限个 k-互素元素，即

定理 5. 设 f 如定理 3中所述。存在一个无限子集 A ⊂ N具有上 Banach密度等于 1，使得对于
A中任何 k个不同整数，

gcd (bf(n1)c , bf(n2)c , . . . , bf(nk)c) = 1

。

我们回忆一下上 Banach密度（参见。[7]或 [10]) 的一个子集 S 的 N由

lim
H→∞

lim sup
x→∞

1

H
#(S ∩ (x, x+H]).

定义。

2. 命题 4的证明

设 f, n如命题 4中所述以及 1 ≤ h ≤ H。由泰勒定理，我们有某个 θh在 [0, 1]内：

f(n+ h) =
k−1∑
i=0

hi

i!
bf (i)(n)c(17)

+ {f(n)}(18)

+

k−1∑
i=1

hi

i!
{f (i)(n)} +

hk

k!
f (k)(n+ θhh).(19)
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我们有

0 ≤ 1

44k
− hk

k!44kHk
≤ {f(n)}+

k−1∑
i=1

hi

i!
{f (i)(n)} +

hk

k!
f (k)(n+ θhh) ≤

∞∑
i=0

hi

i!
· 1

4H i
≤ e

4
< 1.

由 (15)，对于任意的 i在 0和 k − 1之间的量 bf (i)(n)c可以被 i!整除。因此我们有

(20) ∀h ∈ [1,H] : bf(n+ h)c =

k−1∑
i=0

hi

i!
bf (i)(n)c.

令 1 ≤ h1 < h2 < · · · < hk ≤ H 为正整数。
注意到对于任意素数 p ≤ H，我们有

p - bf(n+ hj)c ∀ 1 ≤ j ≤ k.

这是因为如果 p ≤ H，则从 (15)，我们得到 p | bf (i)(n)c
i! 对于 1 ≤ i ≤ k − 1和从 (16)，我们有

p - bf(n)c。假设存在一个素数 p > H，使得

(21) p | gcd (bf(n+ h1)c, bf(n+ h2)c, · · · , bf(n+ hk)c) .

然后我们将 (20)重写为矩阵形式如下：

(22)


bf(n+ h1)c
bf(n+ h2)c

...
bf(n+ hk)c

 =


1 h1 h21 · · · hk−1

1

1 h2 h22 · · · hk−1
2

...
...

...
...

...
1 hk h2k · · · hk−1

k




bf(n)c
bf ′(n)c

1!
...

bf (k−1)(n)c
(k−1)!

 .

令 V = V (h1, h2, · · · , hk) = (hj−1
i )1≤i,j≤k 表示范德蒙德矩阵，并令 V −1 = (bij)1≤i,j≤k 表示其逆

矩阵。众所周知，

det(V ) =
∏

1≤i<j≤k

(hj − hi).

同样我们有 det(V ) · bij ∈ Z对于每一个 1 ≤ i, j ≤ k。从 (22)，我们得到

bf (r)(n)c
r!

=
k∑

j=1

brjbf(n+ hj)c

对于任意的 0 ≤ r ≤ k − 1。因此我们得到

det(V ) · bf (r)(n)c = r!

k∑
j=1

det(V )brjbf(n+ hj)c

从 (21)，对于任意的 0 ≤ r ≤ k− 1，我们得到 p | det(V ) · bf (r)(n)c。由于 p - det(V )，我们得到
p | bf (r)(n)c对于任何 0 ≤ r ≤ k − 1，这与 (16)矛盾。这完成了命题 4的证明。 �
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3. 定理 3的证明

以下结果是通过归纳法证明定理 3的关键步骤。它表明，如果可以在某个同余中定位 bf (i)(n)c，
并在某个整数 n = n0的小区间内定位 {f (i)(n)}，以及在 [m, k− 1]中定位 i，那么我们也可以对
接近 n0的 n = n1和所有在 [m− 1, k − 1]中的 i做同样的事情。

引理 6. 设 k,m是正整数，且m ≤ k − 1，(Ai)
k−1
i=m 和 (Bi)

k
i=m 是严格递增的正整数序列。也令

f ∈ Ck ([1,∞))是一个实值函数，(vi)
k−1
i=m和 n0是正整数，使得

(23) bf (i)(n0)c ≡ vi ( mod k!ΠH) and {f (i)(n0)} ∈
(

1

Ai
,
1

Bi

)
, m ≤ i ≤ k − 1

和

(24) |f (k)(x)| <
1

Bk
for x ≥ n0.

假设

(25) Bi < Ai for m ≤ i ≤ k − 1, Bi > B6
i−1 for m+ 1 ≤ i ≤ k,

(26) Am <
B2

m

16k!ΠH
and Bk > (4k!ΠHAk−1)

k+1 .

那么对于任意整数 vm−1 ∈ Z和满足

(27) 20
Bm−1

Am−1
<

Bm

Am
and k!ΠHAm−1 < Am,

的正整数 Bm−1 < Am−1，存在一个正整数 n1 ∈ [n0, n0 + 4k!ΠHAm]使得

bf (i)(n1)c ≡ vi ( mod k!ΠH) and {f (i)(n1)} ∈
(

1

2Ai
,
2

Bi

)
对于m− 1 ≤ i ≤ k − 1。

引理 6的证明. 设符号如引理 6所述。根据泰勒定理，对于任意非负整数 h，我们有

f (m−1)(n0 + h) =

k−m∑
i=0

hi

i!
f (m+i−1)(n0) +

hk−m+1

(k −m+ 1)!
f (k)(n0 + θhh)

其中 θh ∈ [0, 1]为某个值。设

ah = f (m−1)(n0 + h) −
k−m∑
i=1

hi

i!
bf (m+i−1)(n0)c

= f (m−1)(n0) +

k−m∑
i=1

hi

i!

{
f (m+i−1)(n0)

}
+

hk−m+1

(k −m+ 1)!
f (k)(n0 + θhh).

(28)
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注意

ah+1 − ah =
k−m∑
i=1

(h+ 1)i − hi

i!

{
f (m+i−1)(n0)

}
+

(h+ 1)k−m+1

(k −m+ 1)!
f (k)(n0 + θ(h+1)(h+ 1))

− hk−m+1

(k −m+ 1)!
f (k)(n0 + θhh).

(29)

从 (23)，(24)和 (29)，我们得到

ah+1 − ah <
k−m∑
i=1

(h+ 1)i − hi

i!

1

Bm+i−1
+ 2

(h+ 1)k−m+1

(k −m+ 1)!

1

Bk
.(30)

从 (25)，我们有

(31) Bm+i−1 > B6i−1

m ≥ B2(i−1)+1
m and Bk > B6k−m

m ≥ B2(k−m+1)+2
m .

设

R = R(m) = 2k!ΠHAm.

从 (31)，对于任意的 0 ≤ h ≤ 2R，我们得到

(32) ah+1 − ah <
2

Bm

∞∑
i=1

(
2R

B2
m

)i−1

=
2

Bm
· 1

1− 2R
B2

m

<
3

Bm
,

因为 2R
B2

m
< 1

4 由 R的选择和 (26)。同样来自 (23)和 (29)，我们有

(33) ah+1 − ah >
1

Am
− 2

(4R)k−m+1

(k −m+ 1)!

1

Bk
>

1

3Am
,

对于任何 0 ≤ h ≤ 2R。这是因为，从 (26)，我们得到

(4R)k−m+1

(k −m+ 1)!

1

Bk
< 2

(4k!ΠHAm)k

(4k!ΠHAk−1)k+1
<

1

2k!ΠHAk−1
<

1

3Am
.

进一步，从 (23)和 (24)，我们有

aR − a0 =
k−m∑
i=1

Ri

i!

{
f (m+i−1)(n0)

}
+

Rk−m+1

(k −m+ 1)!
f (k)(n0 + θRR)

>
R

Am
− Rk−m+1

(k −m+ 1)!
· 1

Bk
> 2k!ΠH − 1,

因为从 (26)，
Rk−m+1

(k −m+ 1)!
· 1

Bk
<

(2k!ΠHAm)k

(4k!ΠHAk−1)k+1
< 1.

因此存在一个整数 b ∈ (a0, aR)使得

b ≡ vm−1 ( mod k!ΠH).
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设 r ∈ (0, R]是最小的整数，使得 ar ≥ b。然后从 (32)和 (33)，我们得到

(34) barc = b ≡ vm−1 ( mod k!ΠH) and {ar} <
3

Bm
.

集合

t = t(m) =

(⌊
4

k!ΠH

Am

Am−1

⌋
+ 1

)
k!ΠH − r0,

其中 r0 ∈ [0, k!ΠH)是一个整数，使得 r ≡ r0 ( mod k!ΠH)。很容易注意到 0 < t ≤ R。然后从
(34)和

ar+t − ar =
t∑

i=1

(ar+i − ar+i−1) <
3t

Bm
<

15

Bm

Am

Am−1
<

15

20

1

Bm−1
,

我们推导出

(35) bar+tc = barc ≡ vm−1 ( mod k!ΠH) and {ar+t} <
1

Bm−1
.

进一步，从 (33)，我们有

ar+t − ar >
t

3Am
>

1

Am−1

从而得到

(36) {ar+t} >
1

Am−1
.

设 s = r+ t和 n1 = n0+ s。注意 s ≡ 0 ( mod k!ΠH)和 n1 ∈ [n0, n0+2R]。从 (28),(35)和 (36)，
我们推导出

bf (m−1)(n1)c ≡ vm−1 ( mod k!ΠH) and {f (m−1)(n1)} ∈
(

1

Am−1
,

1

Bm−1

)
.

现在我们将证明

bf (i)(n1)c ≡ vi ( mod k!ΠH) and {f (i)(n1)} ∈
(

1

2Ai
,
2

Bi

)
对于m ≤ i ≤ k − 1。令 0 ≤ j ≤ k −m− 1。由泰勒定理，我们有

(37) f (m+j)(n1) = f (m+j)(n0 + s) =

k−m−j−1∑
i=0

si

i!
f (m+j+i)(n0) +

sk−m−j

(k −m− j)!
f (k)(n0 + θs)

对于某个 θ ∈ [0, 1]。注意从 (23)和 (26)，我们得到

k−m−j−1∑
i=0

si

i!
{f (m+j+i)(n0)} +

sk−m−j

(k −m− j)!
f (k)(n0 + θs) >

1

Am+j
− (2R)k−m−j

(k −m− j)!

1

Bk
>

1

2Am+j
,

(38)

因为
(2R)k−m−j

(k −m− j)!

1

Bk
< 2

(2k!ΠHAm)k

(4k!ΠHAk−1)k+1
<

1

2Ak−1
<

1

2Am+j
.
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此外，我们有
k−m−j−1∑

i=0

si

i!
{f (m+j+i)(n0)} +

sk−m−j

(k −m− j)!
f (k)(n0 + θs) <

k−m−j−1∑
i=0

si

i!

1

Bm+j+i
+

sk−m−j

(k −m− j)!

1

Bk

且从 (25)，我们得到
k−m−j−1∑

i=0

si

i!

1

Bm+j+i
+

sk−m−j

(k −m− j)!

1

Bk
<

1

Bm+j

∞∑
i=0

(
s

B2
m+j

)i

=
1

Bm+j
· 1

1− s
B2

m+j

<
2

Bm+j
,

因为
s

B2
m+j

<
2R

B2
m

<
1

2
.

这样我们就得到了

(39)
k−m−j−1∑

i=0

si

i!
{f (m+j+i)(n0)} +

sk−m−j

(k −m− j)!
f (k)(n0 + θs) <

2

Bm+j
.

从 (37),(38)和 (39)，我们推断出

bf (m+j)(n1)c =

k−m−j−1∑
i=0

si

i!
bf (m+j+i)(n0)c ≡ vm+j ( mod k!ΠH),

因为 s ≡ 0 ( mod k!ΠH)和

{f (m+j)(n1)} ∈
(

1

2Am+j
,

2

Bm+j

)
对于 0 ≤ j ≤ k −m− 1。这完成了引理 6的证明。 �

我们现在完成定理 3的证明。只需证明如果一个函数满足条件 (5) 和 (6)，那么它也满足条
件 (13)-(16)与 ` = k − 1。
我们考虑一个整数 k ≥ 2和一个 k-连续可微的实值函数 f，满足关系式 (5)和 (6)。我们令H

是一个大于或等于 k的整数；我们回忆ΠH 表示直到H的素数的乘积，并注意到不等式ΠH ≥ H

对于 H ≥ 2成立。
集合

D0 = 4 · 2k, D1 = 28kk!ΠH , Di+1 = 2D6
i for 1 ≤ i ≤ k − 2,(40)

(41) Ci = 25(k−i)Di for 0 ≤ i ≤ k − 1 and Dk =
(
4k!ΠH2kCk−1

)6(k+1)
.

从 (5)可知，存在一个整数 x0 > 1使得

|f (k)(x)| <
1

Dk
for x ≥ x0.
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由 (6) 和 f (k−1)的连续性，任何足够大的实数都是 f (k−1)的值，因此可以找到一个正整数 s

和一个实数 x1 > x0使得

f (k−1)(x1) = (k!)sΠH +
1

2Dk−1
.

我们令 nk−1 = bx1c+ 1。由平均值定理，我们有

(42) 1

Ck−1
≤ 1

2Dk−1
− 1

Dk
< f (k−1)(nk−1)− (k!)sΠH <

1

2Dk−1
+

1

Dk
≤ 1

Dk−1
.

因此我们有

(43) bf (k−1)(nk−1)c = (k!)sΠH and {f (k−1)(nk−1)} ∈
(

1

Ck−1
,

1

Dk−1

)
.

设

v0 = 1 and vi = 0 for 1 ≤ i ≤ k − 1.

我们归纳地证明对于每个整数 1 ≤ r ≤ k，存在一个整数 nk−r ∈ [nk−1, nk−1 + 4k!ΠH2rCk−1]

使得
(44)

bf (i)(nk−r)c ≡ vi ( mod k!ΠH) and {f (i)(nk−r)} ∈
(

1

2r−1Ci
,
2r−1

Di

)
for k−r ≤ i ≤ k−1.

从 (43)，当 r = 1时命题 (44)为真。现在假设命题 (44)对于 r = t ∈ {1, 2, · · · , k − 1}是真的。
作为引理 6的结果，我们将证明命题 (44)对于 r = t+ 1是真的。设

(45) Ai = 2t−1Ci for k − t− 1 ≤ i ≤ k − 1 and Bi =
Di

2t−1
for k − t− 1 ≤ i ≤ k.

根据归纳假设，存在一个整数 nk−t ∈ [nk−1, nk−1 + 4k!ΠH2tCk−1] 使得

(46) bf (i)(nk−t)c ≡ vi ( mod k!ΠH) and {f (i)(nk−t)} ∈
(

1

Ai
,

1

Bi

)
for k−t ≤ i ≤ k−1.

很容易验证引理 6中的条件 (23)-(27)用m = k− t和 nk−t替换 n0后得到满足。因此，通过应用
引理 6，我们推断存在一个整数 nk−t−1 ∈ [nk−t, nk−t + 4k!ΠHAk−t]使得

bf (i)(nk−t−1)c ≡ vi ( mod k!ΠH) and {f (i)(nk−t−1)} ∈
(

1

2Ai
,

2

Bi

)
for k−t−1 ≤ i ≤ k−1.

从而我们有

{f (i)(nk−t−1)} ∈
(

1

2tCi
,

2t

Di

)
for k − t− 1 ≤ i ≤ k − 1.

很容易看出 nk−t−1 ∈ [nk−1, nk−1 + 4k!ΠH2t+1Ck−1]。因此命题 (44) 对于 r = t + 1 是成立
的。因此，我们通过归纳得出陈述 (44) 对于每个 1 ≤ r ≤ k 都是正确的。因此存在一个整数
n0 ∈ [nk−1, nk−1 + 4k!ΠH2kCk−1] 使得

(47) bf (i)(n0)c ≡ vi ( mod k!ΠH) and {f (i)(n0)} ∈
(

1

2k−1Ci
,
2k−1

Di

)
for 0 ≤ i ≤ k − 1.
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然后我们有

(48) {f(n0)} ∈
(

1

44k
,
1

4

)
and {f (i)(n0)} <

1

4H i
, 1 ≤ i ≤ k − 1,

由于

Di > D6i−1

1 =
(
28kk!ΠH

)6i−1

> 4H i for 1 ≤ i ≤ k − 1.

同样我们有

(49) |f (k)(x)| <
1

Dk
<

1

46kHk
for x ≥ n0.

根据中值定理，我们得到

(50) |f (k−1)(n0)− f (k−1)(nk−1)| <
n0 − nk−1

Dk
≤ 4k!ΠH2kCk−1

(4k!ΠH2kCk−1)
6(k+1)

<
1

Ck−1
.

从 (42),(50)并注意到
1

Dk−1
+

1

Ck−1
<

2

Dk−1
< 1,

我们可以推导出

(51) bf (k−1)(n0)c = (k!)sΠH .

从 (47)和 (51)，我们得到

(52) gcd
(
bf(n0)c, bf (k−1)(n0)c

)
= 1.

因此根据 (47),(48),(49)和 (52)可知存在无穷多个正整数 n满足 (13)-(16)。现在定理 3由命题 4
推出。 �

4. 定理 5的证明

令符号如前所述。设 H1 ≥ k 是一个正整数。根据 3节，存在一个正整数 n1 满足 (13)-(16)
且 H = H1。因此根据命题 4，我们有

gcd (bf(n1 + i1)c, bf(n1 + i2)c, · · · , bf(n1 + ik)c) = 1

对于任何整数 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ H1。令 H2为一个正整数，使得

H2 > H1 +

H1∑
j=1

|f(n1 + j)|.
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再次根据第 3节，存在一个正整数 n2 > n1 +H1 满足 (13)-(16)且 H = H2。从第 2节，我们有
对于任意素数 p ≤ H2和任意正整数 h2 ≤ H2的 p - bf(n2 + h2)c。因此对于任意正整数 h1 ≤ H1

和 h2 ≤ H2的 gcd (bf(n1 + h1)c, bf(n2 + h2)c) = 1。归纳地，我们可以证明对于满足

Hr > Hr−1 +

Hr−1∑
j=1

|f(nr−1 + j)|,

的正整数 Hr，存在一个正整数 nr > nr−1 +Hr−1满足 (13)-(16)且 H = Hr。集合

A = {ni + hi : hi ∈ [1,Hi] ∩ N, i ∈ N}.

容易看出集合 A的上 Banach密度等于 1和

gcd (bf(m1)c, bf(m2)c, · · · , bf(mk)c) = 1

对于任何不同的整数m1,m2, · · · ,mk ∈ A。这完成了定理 5的证明。 �
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