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定常湍流的拓扑熵
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拓扑熵作为量化高度混沌系统混合和复杂性的可行候选者。特别是在湍流中，这被确定为流体材料
线的指数拉伸率，通常需要拉格朗日描述。我们扩展了最近的工作 [A. Manoharan, S. Subramanian,
and A. Joy, arXiv:2412.08996] 到三维，并提出了一个适用于定常湍流流动中拓扑熵的精确欧拉框架，
该框架没有自由参数。唯一的要求是局部应变率张量的本征值及其去相关时间的分布。这可以从固定
位置的单个探针线轻松获得，从而消除了对拉格朗日粒子追踪的需求，由于流动的混沌性质，这种需
求仍然非常艰巨。我们相信我们的结果在旨在理解许多工业和自然流动中传输和混合的实验中具有很
大的实用性。
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I. 引言

湍流无处不在—，从小到一杯咖啡的小尺度，大至
恒星、超新星和黑洞周围吸积盘的宇宙尺度 [1–4]。尽
管它普遍存在，并且上个世纪进行了大量研究，湍流
仍然是经典物理学中最具挑战性的问题之一，吸引了
许多人的注意 [5–7]。在经典湍流中存在几个未解问题，
从三维（3D）控制方程中的存在性和平滑性问题 [8]，通
过科莫哥罗夫能量级串理论的偏差 [9]，到传输的异常
缩放定律 [10]。现代湍流研究的主要挑战之一是量化
材料流动线出现的复杂性。这很重要，因为它从根本
上与许多工业和自然流体中的运输和耗散有关。在实
践中，这是通过 Lyapunov 指数 [11–13]、分形维度和
拓扑熵 [14–19]实现的。其中，拓扑熵作为一个特别方
便的度量而脱颖而出，因为它被定义为任意时间内材
料线指数拉伸率。它提供了一个关于初始条件信息丢
失速度的概念，并且提供了量化动力系统中可区分轨
道指数发散程度的见解。与测量附近轨迹发散速率的
Lyapunov指数不同，拓扑熵通过考虑大尺度结构对流
场进行了全局特征化，使其成为分析海洋学和大气流
动的大尺度混合动态的一种优选度量。然而，描述拓扑
熵涉及拉格朗日追踪大量粒子，在湍流 [20–22]流中这
构成了一个严峻的挑战。最近，我们通过提出一个仅需
二维（2D）平稳且遍历流任意位置处应变率张量特征
值分布的确切欧拉框架来消除了这种拉格朗日追踪的
需求 [23]。这对于处理高度混沌流动中的实验人员来说
是一个显著的优势，在这些流动中，粒子轨迹交织并且
通常解析度较低。在这篇论文中，我们将 [23]的工作扩

展到三维流中，从而将多种不同类型的流动纳入我们
的欧拉框架的范畴内。这一扩展至关重要，因为现实
世界中的湍流本质上是三维的，并且需要超越二维分
析的限制才能获得正确的理解。我们相信我们的研究
应该大大增强对许多自然 [24–28] 和工业流动 [29–31]
中粒子传输和混合的理解。接下来，我们将按章节为
读者展示本论文的大纲。

在第二节中，我们提供了拓扑熵欧拉框架的理论。
第三节描述了我们在模拟中使用数值方法并讨论了结
果。最后，在第四节中，我们总结了我们的观察结果，并
讨论了我们的发现的意义，并提出了未来研究的方向。

II. 理论

拓扑熵被确定为由被动地由湍流传输的示踪粒子
组成的一条材料曲线的指数拉伸率，[16]—这一概念已
被用于理解许多开放流动中的传输动力学 [23, 27, 32]。
具体来说，拓扑熵 S 通过一条材料曲线的指数增长

lT ∼ eST (1)

来表征，在时间 T � 1/S 处渐近地建立。这个想法
从根本上植根于混沌系统中不稳定周期数量的指数增
长，并直接决定了拓扑熵为

S =
1

T
ln
(
lT
l0

)
(2)

为了进一步进行，我们认识到材料线的时间演化（见
图 1）表现为两个独立贡献的总和，即局部变形和刚体
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图 1. 由 n对组成的材料线最初每对之间相距 d0，在一段时间 T 内发生变形。

旋转。这通过速度梯度张量表示为

∇u =
1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
︸ ︷︷ ︸

Γij

+
1

2

(
∂ui

∂xj

− ∂uj

∂xi

)
︸ ︷︷ ︸

Ωij

其中Γ是应变率张量，捕捉到速度梯度的对称部分，而
Ω是旋转张量，捕捉到非对称部分。这种分解反映了
任何方阵的一般性质，它可以表示为一个对称分量和
一个反对称分量之和。这使我们能够时间演化任意两
个邻近示踪剂之间的分离向量 ∆x（见图 1）

d
dt

∆x = ∆u (3)

其中 ∆u是两个示踪剂之间的速度差向量，定义为

∆u = ∇u ·∆x = Γ ·∆x+
1

2
ω ×∆x

其中 ω = ∇×u被视为局部流体涡度。由于刚体旋转
不会改变向量的长度，时间演化

d
dt

|∆x|2 = 2∆x ·∆u = 2∆x · Γ ·∆x

允许我们将方程 (3)重写为

d
dt

∆x = Γ ·∆x (4)

在张量 Γ的本征基中。因此，在这个基底下经过区间
τ 后的解为

∆z = ∆z0 e
λτ

∆y = ∆y0 e
ζτ

∆x = ∆x0 e
−(λ+ζ)τ (5)

其中 λ和 ζ是张量Γ的前两个本征值，该张量具有 λ >

ζ。注意由于流体不可压缩，因此 Tr Γ = 0。读者应注
意，与我们之前关于二维流的工作 [23]相比，我们现
在需要一个额外的特征值来追踪分离矢量随时间的变
化。为了进一步进行，我们取初始分离矢量为

∆z0 = d0 cos θ

∆y0 = d0 sin θ sinφ

∆x0 = d0 sin θ cosφ (6)

其中 θ 和 φ分别是球面坐标系中的极角和方位角。此
外，我们需要分离矢量的时间演化长度以其初始值为
单位

√
∆x2 +∆y2 +∆z2

d0
= [e−2(λ+ζ)τ sin2 θ cos2 φ+ e2ζτ sin2 θ sin2 φ+ e2λτ cos2 θ]1/2 ≡ f(λ, ζ, θ, φ) (7)



3

T = 0.0 T = 2.786 T = 5.625

0.0

0.2

0.4

0.6

0 1 2 3 4 5 6
T

100

2×100

; T
/; 0

40.17T

图 2. 顶部：典型数值模拟中材料曲线随时间的演化，该模拟在一个尺寸为 (2π)3的周期性盒子中进行，其中使用了Re = 103。此
处，颜色条标记了局部速度的大小，|u|。底部：对于一个代表性的雷诺数值 1000，这条曲线的指数拉伸率与其初始形状无关，提
供了一种拉格朗日拓扑熵度量。

这定义了在时间区间 τ 上的缩放函数。
我们现在可以继续这个想法，并追踪由 n个示踪

对组成的材料线的长度，每个初始间隔距离为 d0，在
任意时间区间 T = mτ (m � 1)内如图 1所示。数学
上，这可以写作

lT = d0

n∑
i=1

m∏
ν=1

fiν (8)

其中指标 i和 ν 分别遍历构成材料曲线的对和时间间
隔。方程 8告诉我们，材料曲线的长度在所有时刻仅
取决于应变率张量的最大两个本征值的分布以及构成
对沿材料曲线的方向。将方程 8中的 lT 代入方程 2，
并意识到 l0 = nd0，我们得到拓扑熵为

S =
1

mτ
ln

[
1

n

n∑
i=1

m∏
ν=1

fiν

]
=

1

mτ
ln
〈 m∏

ν=1

fν

〉
pairs

(9)
其中，〈· · · 〉pairs 表示构成物质曲线的 n对的拉格朗日
平均。正如最初在参考文献中所述。[23]，时间累积拉
伸函数

∏m
ν=1 fν 是一个对数正态随机变量，由于每个

因子 fν 的正值和中心极限定理。统计特性要求均值

〈
∏m

ν=1 fν〉 = eµ+σ2/2 其中 µ 和 σ2 分别是高斯分布的
ln
∏m

ν=1 fν的均值和方差。这使我们能够将平均值移出
方程 9中的对数，写为

S =
1

mτ

[〈
ln

m∏
ν=1

fν

〉
pairs

+
σ2

2

]
(10)

我们可以进一步将乘积的对数分布为时间平均，并写
为

S =
1

τ

[
〈ln f〉pairs, time +

σ2

2m

]
(11)

方程 10是一个拉格朗日处方，它需要在示踪剂配对和
时间上进行双重平均，在湍流流动中当配对数量非常
大时实验上具有挑战性。如果我们认为 τ 是最大特征
值 λ的去相关时间，则有可能取得重大突破。这说得
通，因为它负责分离向量的最大拉伸。在实践中，这可
以通过保证 λ是一个随时间呈指数级不相关的随机变
量来实现（参见图 5）。因此，物质曲线预计将在一个
任意等待时间 T � τ 内独立地采样一组特征值和角度
的分布，这实际上允许我们将拉格朗日平均替换为欧
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图 3. (a) 局部应变率张量的前两个特征值 (E) 的累积分布函数对于一个典型的 Re显示了预期的对数正态分布拟合，其平均值分
别为 µ和标准偏差为 σ。(b) 我们比较了两种不同方法在典型 Re—下获得的最大特征值 λ的分布——一种是从单个时间点采样空
间位置得出的，另一种则是从单一空间点进行时间采样得到的。在后者中，我们确保了所有的时间样本都是不相关的。这些分布
之间的相似性为流动的遍历性质提供了强有力的证据。该分布确实是平稳的，这一点从其均值和方差的不变性可以看出，如插图
所示。

拉平均

S =
1

τ

[
〈ln f〉+ σ2

2m

]
(12)

其中 〈· · · 〉意味着可以分别进行对 θ, φ, λ和 ζ 的平均。
两个额外的随机变量 ζ 和 φ使得进一步的工作比二维
中的早期工作更为繁琐，即 [23]。为了评估 σ2，我们
首先认识到出现在对数正态产品

∏m
ν=1 fν 中的因素 fν

是由于流动的同质性和平稳性而独立且相同分布的随
机变量。由对数正态变量的一个标准性质，我们有

ln

(
m∏

ν=1

fν

)
=

m∑
ν=1

ln fν = N (µ, σ2) (13)

这是一个均值为 µ = m〈ln f〉 且方差为 σ2 =

m Var(ln f)的正态分布。然后产品的方差自然就是

Var
( m∏

ν=1

fν

)
= e2µ+σ2

(eσ
2

−1) = 〈f2〉m−〈f〉2m (14)

显然对于任意大的等待时间（m � 1），我们可以取方
差 σ2 � 1并近似 eσ

2 − 1 ≈ eσ
2

。然后，方程 14在取
对数后给出

σ2

m
≈ 1

2m
ln
(
〈f2〉m − 〈f〉2m

)
− µ

m

≈ 1

2
ln〈f2〉+ 1

2m
ln
[
1−

(
〈f〉2

〈f2〉

)m]
− 〈ln f〉

≈ 1

2
ln〈f2〉 − 〈ln f〉 (15)

其中我们在极限m � 1下省略了右侧的第二个对数作
为 〈f〉2/〈f2〉 < 1。将此代入方程 12，我们得到

S =
1

τ

[
1

2
〈ln f〉+ 1

4
ln〈f2〉

]
(16)

角度的部分平均值可以使用在方程 7中定义的尺度函
数计算得出（见附录 A及 B）

〈ln f〉θ,φ = λτ +
2

π
e−(2λ+ζ)τE

(
1− e2(2ζ+λ)τ

)
− 1

4

(
e−2(2λ+ζ)τ + e2(ζ−λ)τ

)
− ln 2 = G(λ, ζ; τ) (17)

〈f2〉θ,φ =
1

4

(
e−2(λ+ζ)τ + e2ζτ + 2e2λτ

)
= H(λ, ζ; τ) (18)

其中 E(· · · )是第二类椭圆积分。注意函数 G和 H 只 依赖于局部特征值 λ和 ζ。方程 16可以最终写为

S =
1

τ

[
1

2
〈G(λ, ζ; τ)〉+ 1

4
ln〈H(λ, ζ; τ)〉

]
(19)
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这里 〈· · · 〉表示对两个本征值λ和 ζ求平均。因此，我们
只需要独立特征值λ和 ζ的分布，这些分布可以通过对
局部应变率张量 Γ进行对角化而轻易获得。这种方法
消除了跟踪随流体移动的粒子的需要，并且仅依赖于
Γ的特征值分布，从而大大简化了问题。此外，如果我
们考虑流动在本质上也是遍历和稳定的（见图 3(b)），
可以使用单一热线风速计 [33]来局部提取 λ和 ζ 的分
布。函数 G(λ, ζ; τ)和 H(λ, ζ; τ)的平均值因此很容易
由这些分布生成。在实际操作中，我们注意到样本大
小为 O(103)足以将 S 的相对误差控制在 1%以下（参
见图 4）。这极大地改善了实验湍流研究的前景，在该
研究中涡度探针被常规使用 [34, 35]。相同的探针可以
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图 4. 图说明了实验设置中所需的 λ和 ζ数据点数量，以确保计
算值 S 的误差保持在指定阈值以下。例如，插图中的红线（代
表阈值）对应于当样本量达到约 O(103)时的 1% 误差，这是
Re的一个代表性值。此处黑色实线表示与最大样本点数量相对
应的真实值 S。

产生一组时间序列数据，可用于构建自相关性，其指
数衰减提供了去相关时间 τ 的度量，参见图 5。

R(t′;λ) =
λ′(t)λ′(t+ t′)

λ′(t)2
(20)

其中，λ′(t) = λ(t)−λ(t)，(· · · )表示集合平均，t′(� τ)

是时间滞后。剩下的唯一事情就是将这个理论与拉格
朗日测量进行对比测试。为了做到这一点，我们对三维
不可压缩的纳维-斯托克斯方程进行了直接数值模拟。

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
t

10 1

100

(t)

1/e

e 0.71t

e 1.06t

图 5. 自相关函数（ACFs）如方程 20中所定义的，对于一个代
表性的雷诺数，表现出指数衰减。灰色虚线标记了作为去相关
时间的 e 折叠时间。我们使用 λ的去相关性来定义 τ，因为它
在这三个中是最慢的。

III. 模型与仿真

我们使用不可压缩的Navier-Stokes方程来模拟三
维流体流动。在无量纲形式和旋转表述中，这表示为
[36]，

∂u

∂t
= u× ω −∇P +

1

Re
∇2u+ F and, ∇ · u = 0

(21)

其中 u是速度，ω是局部涡度，P 是修改后的压力，F
是随机强迫方案，Re是雷诺数。为了避免计算高阶导
数，方程 21在谱空间中进行了时间推进。因此，通过
对方程 21执行离散傅里叶变换（DFT）并施加不可压
缩条件以消除压力 P，谱空间中的模型方程简化为

∂û

∂t
= ̂(u× ω)− 1

Re
|k|2û− k

(
k · ̂(u× ω)

|k|2

)
+ F̂

(22)

这里 (̂· · · ) 表示在 k 空间中的一个量，其中 k ≡
(kx, ky, kz) 是三维波矢。非线性对流项 ̂(u× ω) 需要
实现伪谱方法，其中速度 u和局部涡度 ω首先被转换
到物理空间以执行叉积运算，然后再返回到频谱空间
进行时间积分。此外，该术语使用了 2/3消除混叠方
法 [37]，其中波数大于 2/3rd的部分被截断。一个无散
度和各向同性的随机强迫项 F̂k 被用来平衡由于流体
粘性在 Kolmogorov 长度尺度上的能量耗散，以达到
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稳定状态 [38]。实际上，随机强迫是在一个相对较大的
长度尺度中心的一窄波数带中实现的。在我们的工作
中，我们在 |k| ∈ [3, 7]激活了这种强迫。
并行代码使用消息传递接口（MPI）用 C语言编

写，并使用 FFTW库执行了 [36]傅里叶变换。时间积
分方程 22 采用了 2nd 阶的克兰克-尼科尔森方案。时
间步长 ∆t被选择为 0.005，以与整个我们工作中报道
的雷诺数范围内的库朗-弗里德里希斯-莱维（CFL）准
则达成良好一致。数值模拟在一个三重周期立方网格
上进行，该网格有 5123个格点，边长为 2π。达到稳态
后，在流场中启动了一条由大约 105 个示踪粒子组成
的材料线，然后使用以下方程进行平移

d
dt

ri(t) = u(ri(t)) (23)

这里 ri(t) 表示第 ith 个被动示踪剂的位置向量，而
u(ri(t)) 则表示其局部速度，该速度是使用线性插值
算法从流场中得出的。通过计算连续示踪粒子对之间
的距离之和来估计材料曲线的长度，并利用其指数增
长率来计算拉格朗日拓扑熵，如方程 2所述。随后，通
过局部应变率张量Γ的对角化得到了特征值 λ和 ζ。然
后通过方程 19可以计算拓扑熵。在图 6中，我们将拉
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图 6. 欧拉和拉格朗日版本的拓扑熵分别从方程 19和 2进行比
较，显示了在雷诺数两个数量级内的良好一致性。前者是通过
λ和 ζ 的本征值分布计算得出的，而后者则是从图 2的斜率得
到的。此处，误差棒表示单个标准偏差。

格朗日和欧拉估计的拓扑熵进行了对比，并发现在两
个数量级的 Re 下有很好的一致性。结合方程 19不包
含任何自由参数这一事实，进一步坚定了我们对这里

给出的计算结果的信任。对于实验人员来说，这是一
个巨大的前景，因为熵计算的输入被最小化为仅需局
部速度梯度张量——一个可以通过传统方法轻松获得
的数量。请注意，图 6清楚地表明 S随Re的增加呈非
线性增长。这种行为是可以预期的，因为更高的 Re会
增强湍流，从而提高被动示踪剂的混合程度。直观上
来说，由于旋度密度 |ω|2与Re之间的正相关关系，可
能会加剧局部速度梯度，这有助于被动示踪剂的混合。
在下面的部分中，我们将通过强调本工作的实验用途
及其自然扩展来结束论文。

IV. 结论

在这项工作中，我们提供了一种理论来计算三维
设置下欧拉框架中的拓扑熵。我们的计算不依赖于自
由参数，并且与两个雷诺数数量级的惯性湍流数值模
拟结果吻合良好。我们消除了追踪由混沌流携带的示
踪剂的需求，并提供了易于在实验中应用的简单欧拉
公式。我们的工作对实验湍流具有相当大的实用性，
因为拓扑熵通过量化材料线的指数增长来提供了一种
有效的混合和流动复杂性度量。与需要轨迹保持比流
动的线性尺度—更近的条件下的 Lyapunov指数不同，
这是一个全局测量，在湍流中维持该条件是不切实际
的。在工业流程范围内，我们的结果可能适用于制药
生产 [39, 40]、燃烧室内的燃料混合 [41]以及核反应堆
中的冷却剂混合 [42]等本质上三维的过程。扩展到地
物系统中时，当垂直剪切力高且不涉及显著的汇聚和
局部次中尺度过程的情况下，我们的结果可能适用于
海洋流和大气流。在这种情况下，我们的 3D计算可用
于准确确定拓扑熵。这特别适用于通常具有长度尺度
O(10−100 km)及时标O(weeks)的介观湍流，在这些
时标上同质性和遍历性的假设一般成立。应变率张量
将主导流动的动力学，我们的理论应该可靠地捕捉材
料线的拉伸 [43, 44]。然而，必须谨慎行事以避免诸如
地形变化、群岛、内波和海洋流中的强梯度前沿等因
素，这些因素可能会使这些假设失效 [43, 45, 46]。我
们相信这里报告的结果将显著增加对 3D 湍流流动中
被动示踪剂传输和混合的当前理解。
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附录 A: 计算 θ-平均值

直观上，我们期望 θ 在范围内 0 ≤ θ ≤ π/2为均
匀随机变量，这也有我们的数值数据支持。这，以及

公式 7中缩放函数的定义，允许我们写出 θ 的平均值
ln f 为：

〈ln f〉θ = 〈ln cos θ〉θ +
1

2

〈
ln
(
1 +

[
e−2(2λ+ζ)τ cos2 φ+ e2(ζ−λ)τ sin2 φ

]
tan2 θ

)〉
θ
+ λτ (A1)

很容易证明

〈ln cos θ〉θ =
2

π

∫ π/2

0

ln cos θ dθ = −ln 2 (A2)

因此，公式 A1中的第二项是积分

〈ln
(
1 + C tan2 θ

)
〉θ =

2

π

∫ π/2

0

ln
(
1 + C tan2 θ

)
dθ

(A3)

其中 C = α cos2 φ + β sin2 φ 具有 α = e−2(2λ+ζ)τ 和
β = e2(ζ−λ)τ。通过代换 tan θ = x，上述积分变为

I =
2

π

∫ ∞

0

ln (1 + Cx2)

1 + x2
dx (A4)

这是一个可以通过围道积分技术求解的 Serret 积分

Re

Im

−R +R

+i

−i

图 7. 半径为 R的蓝色半圆表示一个包含极点 +i的闭合轮廓，
沿着该轮廓计算了积分 J。

[47]。为此，我们考虑复平面上如图 7所示的轮廓，并

引用柯西残数定理来计算复积分

J =
2

π

∮
C

ln
(
i+ z

√
C
)

1 + z2
dz

= 4iRes

 ln
(
i+ z

√
C
)

1 + z2
, z = i


= iπ + 2 ln

(
1 +

√
C
)

(A5)

沿着图 7中的轮廓，积分

J =
2

π

∫ R

−R

ln
(
i+ x

√
C
)

1 + x2
dx

+
2

π

∫ π

θ=0

ln
(
i+Reiθ

√
C
)

1 +R2e2iθ
Rieiθdθ

(A6)

当半径为 R → ∞时，我们有极限

∣∣∣∣∣∣
ln
(
i+Reiθ

√
C
)
Rieiθ

1 +R2e2iθ

∣∣∣∣∣∣ −→ 0
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使得公式 A6中的第二项消失，只剩下

J =
2

π

∫ ∞

−∞

ln
(
i+ x

√
C
)

1 + x2
dx

=
2

π

∫ 0

−∞

ln
(
i+ x

√
C
)

1 + x2
dx+

∫ ∞

0

ln
(
i+ x

√
C
)

1 + x2
dx


=

2

π

∫ ∞

0

ln(−1) + ln(1 + x2C)

1 + x2
dx

=
2

π

∫ ∞

0

ln eiπ

1 + x2
dx+ I

= 2i tan−1 x
∣∣∞
0

+ I = iπ + I (A7)

比较方程将 A5和 A7代入，我们得到

I = 〈ln
(
1 + C tan2 θ

)
〉θ = 2 ln

(
1 +

√
C
)

(A8)

将其代入方程 A1，我们得到所需的平均值

〈ln f〉θ = − ln 2 + ln
(
1 +

√
C
)
+ λτ (A9)

附录 B: 计算 φ平均值

再次通过直觉并得到我们数值数据的支持，我们
将 φ在范围 0 ≤ φ ≤ π/2内视为均匀分布，并计算 φ

平均值

〈
ln
(
1 +

√
C
)〉

φ
=

2

π

∫ π/2

0

ln
(
1 +

√
C
)

dφ

=
2

π

∫ π/2

0

ln
(
1 +

√
α cos2 φ+ β sin2 φ

)
dφ

=
2

π

∫ π/2

0

ln
(
1 +

(
α cos2 φ+ β sin2 φ

)1/2)dφ

=
2

π

∫ ∞

0

1

1 + z2
ln

(
1 +

(
α+ βz2

1 + z2

)1/2
)

dz

(B1)

其中在最后一个等式中我们用 tanφ = z 进行了替换。
这个积分在其当前形式下无法进行解析求解。为了解
决这个问题，我们在下面引入了一种使积分可解析求
解的技术。以 λ 和 ζ 为前两个特征值且 TrΓ= 0，我
们有 α < 1和 β < 1。这使我们能够近似 ln(1 + x) ≈
x− x2/2 +O(x3)，最终得到方程 B1

〈
ln
(
1 +

√
C
)〉

φ
=

2

π

[ ∫ ∞

0

(
α+ βz2

1 + z2

)1/2

· 1

1 + z2
dz︸ ︷︷ ︸

I1

−1

2

∫ ∞

0

α+ βz2

(1 + z2)2
dz︸ ︷︷ ︸

I2

+ · · ·
]
≈ 2

π
I1 −

I2
π

(B2)

将 z = tanφ代回，第一个积分变为

I1 =

∫ π/2

0

√
α sin2 φ+ β cos2 φ dφ =

√
αE

(
1− β

α

)
(B3)

其中E(· · · )表示一种缺乏闭合函数形式 [48]的第二类
完全椭圆积分 nd。存在椭圆积分的替代方法，例如椭
圆周长的四分之一，其偏心率为

√
1− α/β。其中两种

如下所示 [49]

I1 ≈


π

2

√
α+ β

2
π

4

(
3(
√
α+

√
β)−

√
3(α+ β) + 10

√
αβ
)
(B4)

这里第一个将椭圆近似为半径为
√
(α+ β)/2的圆形，

随着偏心率的增加，这种近似的准确性逐渐降低。第
二个是 Ramanujan对椭圆周长的近似，比第一种更准
确。在我们的工作中，我们使用了方程 B3中的椭圆积
分来计算拓扑熵，该熵绘制在图 6中。最后，方程 B2
中的第二个积分 I2是直接明了的

I2 =

∫ ∞

0

α+ βz2

(1 + z2)2
dz =

πβ

2
+ (α− β)

∫ π/2

0

cos2 φ dφ

=
π

4
(α+ β) (B5)
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结合方程组 B2，B3和 B5，方程 B1的右边变为〈
ln
(
1 +

√
C
)〉

φ
=

2
√
α

π
E

(
1− β

α

)
− 1

4
(α+ β)

(B6)

使用方程组 B6和A9以及 α和 β的值一起，所需的双
角平均值变为

〈ln f〉θ,φ = λτ +
2

π
e−(2λ+ζ)τE

(
1− e2(2ζ+λ)τ

)
− 1

4

(
e−2(2λ+ζ)τ + e2(ζ−λ)τ

)
− ln 2 (B7)
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