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束缚态在五次本质替代理论中的形成
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我们研究了在存在五次元物质的情况下，黑洞视界外形成的束缚态的形成和行为。通过计算一般度
量函数的 Regge和Wheeler势，我们发现五次元物质显著影响度量函数和霍金温度。我们表明，在存
在大量五次元物质的情况下，大黑洞辐射较少，并且似乎寿命更长，而小黑洞则辐射更多。
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I. 介绍

黑洞周围的粒子束缚态是一种非常有趣的现象，在 [1]中进行了详细研究。类似的研究可以通过对 QNMs
的调查来完成。在这两种情况下，目标都是找到在黑洞背景中传播的标量场的特征复频率。标量场必须满足的
约束是在黑洞视界和空间无穷远处的边界条件。然而，束缚态和准正常模式的物理意义非常不同，并且对应于
不同的能量范围。在 [1]中，对被困在有限黑洞势垒与作为防止粒子到达无穷远屏障的无限厚井之间的量子进行
了系统研究。这些束缚态可能与原初功率谱 [2, 3]有潜在的宇宙学关联。此外，这些束缚态及其光谱的现象学应
该进行详细研究，并且与轻黑洞相关的实验也应该考虑到这些状态。

研究黑洞稳定性的基本工具之一是研究 Regge和Wheeler势。Regge和Wheeler[4]首次描述了在球对称背
景几何上扰动的张量谐波分解，并用这些谐波表示扰动方程。他们发现，可以将波动运动的方程转化为一个具
有有效势能的单个二阶 Schrodinger型微分方程的形式。然后研究这些方程可以为我们提供关于黑洞稳定性的关
键信息。Regge和Wheeler首先研究的是 Schwarzschild度规。

量子束缚态在伽利略黑洞附近的形成和传播在 [6]中进行了讨论。伽利略黑洞是由与曲率 [7–9]相耦合的标
量场产生的，它们是球对称的有毛黑洞。经典上已经广泛研究了这种耦合；它强烈影响了标量场相对于最小耦
合到引力的标量场的传播。还研究了背景伽利略黑洞的稳定性，并发现束缚态被陷阱在雷吉-惠勒势阱中或穿透
伽利略黑洞视界，这取决于标量场对曲率的导数耦合强度。量子束缚态的形成需要克菜因-戈登方程在一个黑洞
背景下表现出包含局部阱的径向势能，对于给定范围内的黑洞参数。

最近的天文观测表明，我们的宇宙正在以加速的速度膨胀 [10, 11]。负责这种膨胀的是我们宇宙中的暗区段，
主要由暗能量构成，而宇宙常数的存在无法解释这一膨胀现象 [12, 13]。宇宙中大约 70%的能量密度是以一种奇
异的、负压成分的形式存在的，被称为暗能量。关于暗能量特性的观测界限一直在收紧。将 w设为暗能量的压
强与密度之比 w = pDE/ρDE ,，最近的观测限制了 −1 ≤ w ≤ − 1
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的范围，这导致了加速。不寻常五次元的边界

情况 w = −1包含了宇宙常数项。正如 [14–16]所认识到的那样，加速对于量子引力的一致理论是一个挑战，因
为外视界不允许用渐近过去和未来状态来引入可观测 S矩阵。德西特空间的外部视界与黑洞的内部视界显著不
同，后者在远离黑洞的地方具有渐近平坦的空间。

夸克本质场的存在用来解释宇宙膨胀，这修改了广义相对论，并提出了新的修正引力理论，这些理论中存
在动态标量场 [17]。在这些理论中，在夸克本质物质场存在的条件下找到了黑洞解。第一个在夸克本质存在条件
下的黑洞解是在 [18]中讨论的。提出了爱因斯坦方程的新静态球面对称精确解，其中包含围绕带电或不带电黑
洞的夸克本质物质。发现了一个能量动量张量中的可加性和线性条件，这允许获得已知电磁静态场解的正确极
限。进一步的研究在夸克本质物质存在的情况下进行，并获得了新的黑洞解，讨论了夸克本质场对其热力学量、
阴影和拟常态模式的影响 [19]-[26]。暗物质和夸克本质场在黑洞视界之外的存在会影响它们的热力学性质，例如
温度，并引入新的临界现象。这些修改可能导致经典热力学结果的一般化，使这一研究领域非常有趣，并建立了
黑洞事件视界与其熵之间的联系 [27, 28]。

本工作的目的是研究在由拟本质物质形成的有毛黑洞视界外形成的束缚态的形成和行为。然后，通过考虑
度量函数的一般形式，我们推导出了一个包含 Regge和Wheeler势的薛定谔方程。同时考虑到解的热力学性质，
我们讨论了对于拟本质参数 w的不同取值下束缚态的形成和行为。

该工作组织如下。在第 II节中，我们回顾了相当一般度量函数的 Regge-Wheeler 势。在第 III节中引入了
quintessence，并描述了一些其热力学方面的内容。第 IV节处理标量激发的 Regge-Wheeler势，而在第 V节中计
算了质量本征态。第 VI节包含我们的结论。
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II. 广义REGGE-WHEELER势

在本节中，我们将考虑一个相当一般的度量，并将计算 Regge-Wheeler势，按照 [5]。我们考虑度量：

ds2 = −G(r)dt2 +
dr2

F (r)
+H(r)dΩ2 . (1)

然后自旋为 s的粒子满足方程：

− H

G
∂ttΨs(t, r, θ, φ) + s

√
F

G

(
H

G′

G
−H ′

)
∂tΨs(t, r, θ, φ) + FH∂rrΨs(t, r, θ, φ)

+

(
F ′H

2
+

(
s+

1

2

)
FG′H

G
+ (s+ 1)FH ′

)
∂rΨs(t, r, θ, φ)

+

[
1

sin θ
∂θ(sin θ∂θ) +

2is cot θ
sin θ

∂φ +
1

sin2 θ
∂φφ − s− s2 cot2 θ

]
Ψs(t, r, θ, φ)

+

[
s
FG′′H

G
+

3s− 2s2

2
FH ′′ − s

2

FG′2H

G2
+

2s2 − s

4

FH ′2

H
+

s

2

F ′G′H

G

+
3s− 2s2

2
F ′H ′ +

2s2 + 5s

4

FG′H ′

G

]
Ψs(t, r, θ, φ) = 0 . (2)

我们将各种场分解成径向、球面和时间部分，使用试探函数

Ψs(t, r, θ, φ) = Rs(r)Ys
lm(θ, φ)e−iωt , (3)

其中 Ys
lm(θ, φ)是具有自旋 s,的广义球谐函数，它们满足方程[

1

sin θ
∂θ(sin θ∂θ) +

2is cot θ
sin θ

∂φ +
1

sin2 θ
∂φφ − s− s2 cot2 θ + λs

l

]
Ys

lm(θ, φ) = 0 , λs
l = l(l + 1)− s(s+ 1) . (4)

波函数的径向部分将满足：

As(BsR
′
s)

′ +

(
ω2H

G
+ iωs

√
F

G

(
H

G′

G
−H ′

)
+ Cs

)
Rs = 0, As =

√
F

G

1

(GH)s
, Bs = H

√
FG(GH)s , (5)

Cs = s
FG′′H

G
+

3s− 2s2

2
FH ′′ − s

2

FG′2H

G2

+
2s2 − s

4

FH ′2

H
+

s

2

F ′G′H

G
+

3s− 2s2

2
F ′H ′ +

2s2 + 5s

4

FG′H ′

G
− λs

l − 2s . (6)

我们将定义
Rs ≡

us√
H

,

然后方程的径向部分变为：

As(BsR
′
s)

′ =

√
H

G

[
FGu′′

s +
1

2

(FG)′u′
s

G

]
+
1

4

[
FH ′2

H
− F ′H ′ − FG′H ′

G
− 2FH ′′

]
us√
H

. (7)

使用乌龟坐标

d

dr
=

1√
FG

d

dr∗
, (8)
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我们得到

dus

dr
=

1√
FG

dus

dr∗
,
d2us

dr2
=

1

FG

d2us

dr2∗
− (FG)′

2(FG)3/2
dus

dr∗
, (9)

使得

As(BsR
′
s)

′ =

√
H

G

d2us

dr2∗
+

1

4

[
FH ′2

H
− F ′H ′ − FG′H ′

G
− 2FH ′′

]
us√
H

, (10)

从而径向方程呈现出类似薛定谔方程的形式。

−d2us

dr2∗
+ Vsus = ω2us , (11)

其中，对于 s = 0, 1, 2, 1
2
的势能为

V0 = ν0
l

G

H
+

1√
H

d2

dr2∗

√
H = ν0

l

G

H
+

1√
H

[
FG

d2
√
H

dr2
+

1

2

d(FG)

dr

d
√
H

dr

]
, (12)

V1 = ν1
l

G

H
, (13)

V2 = ν2
l

G

H
+

1

2H2

(
dH

dr∗

)2

− 1√
H

d2

dr2∗

√
H = ν2

l

G

H
+

FG

2H2

(
dH

dr

)2

− 1√
H

[
FG

d2
√
H

dr2
+

1

2

d(FG)

dr

d
√
H

dr

]
, (14)

V 1
2
= ν

1/2
l

G

H
±
√
ν
1/2
l

d

dr∗

√
G

H
= ν

1/2
l

G

H
±
√
ν
1/2
l FG

d

dr

√
G

H
, νs

l = l(l + 1)− s(s− 1). (15)

在这种情况下，(F=G=f,H = r2) 以度量

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2 , (16)

势能变为

V0 = f

[
l(l + 1)

r2
+

f ′

r

]
, V1 = l(l + 1)

f

r2
, V2 = f

[
l(l + 1)− 2

r2
− 2f

r2
− 1

r

df

dr

]
, (17)

V 1
2
= f

[
l(l + 1) + 1

4

r2
±
√
l(l + 1) +

1

4

d

dr

√
f

r2

]
. (18)

如我们所见，自旋改变了 Regge-Wheeler势的结构。在这项工作中我们集中研究了 s = 0情况。

III. QUINTESSENCE物质及其热力学

在本节中，我们将介绍黑洞视界之外的五元物质，并研究耦合系统的热力学以及束缚态的形成。
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A. quintessence的描述

正如我们已经讨论过的，五次元本质是一种标量场，其状态方程参数 w定义为其压力 p与其能量密度 ρ的
比值，后者由动能项和势能项给出为

w =
p

ρ
=

1
2
φ̇2 − V (φ)

1
2
φ̇2 + V (φ)

, −1 ≤ w ≤ −1

3
. (19)

存在五次元时的能量-动量张量由 [18]给出：

T t
t = ρ, T l

k = 3wρ

[
−(1 + 3B)

rkr
l

r2
+Bδlk

]
, B = −1 + 3w

6w
. (20)

在考虑角度平均，并注意到 < rkr
l >= 1

3
r2δlk,后得到

< T l
k >= −pδlk . (21)

将线元素写为形式：

ds2 = (1 + h)dt2 − dr2

1 + h
− r2dΩ2 = fdt2 − dr2

f
− r2dΩ2, f ≡ 1 + h, (22)

爱因斯坦方程读作：

T t
t = − 1

2r2
(h+ rh′) = ρ, T θ

θ = T φ
φ = − 1

4r
(2h′ + rh′′) = −1

2
ρ(3w + 1) . (23)

存在两种解，众所周知的史瓦西解 h = − 2M
r
和一种新颖的解

h =
a

r1+3w
. (24)

爱因斯坦方程给出：

ρ =
a

2

3w

r3(w+1)
, R = 3aw

1− 3w

r3(1+w)
. (25)

注意 R在 r → 0,处是奇异的，除非 w = 0, 1
3
, −1.加法性和线性给出了度量的最终解：f = 1− 2M

r
− a

r1+3w . 推
广的雷斯纳-诺德斯特罗姆-反 dS黑洞解为：

f = 1− 2M

r
+

Q2

r2
+

r2

L2
− a

r1+3w
. (26)

如我们所见，在 AdS空间中的度量函数除了通常的质量和电荷参数外，由于五次元物质的存在还依赖于两个额
外的参数 a和 w,，正如我们将讨论的那样，它们在系统热力学和束缚态形成中起着至关重要的作用。

B. 反德西特时空中的热力学

质量可以用剩余的参数和视界来表示，因为 f(r+) = 0 :

M =
r+
2

[
1 +

Q2

r2+
+

r2+
L2

− a

r1+3w
+

]
. (27)

霍金温度由以下公式给出：

T =
1

4π
f ′(r+) =

1

4π

[
2M

r2+
− 2Q2

r3+
+

2r+
L2

+
a(1 + 3w)

r2+3w
+

]
, (28)
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将质量 M 代入后变为：

T =

3r+
L2 − Q2

r3+
+ 1

r2+
(r+ + 3awr−3w

+ )

4π
, (29)

而熵由以下给出

S =

∫
dM

T
=

A

4
= πr2+ . (30)

在接下来的内容中，我们将研究上述量如何受到五次元参数 a和 w.的影响 我们设定 L = 1.

在图 1的左上角面板中，我们绘制了 Q = 0.00, w = −0.80 和参数 a 各种值的度量函数。在同一图的右
上角面板中，我们绘制了 Q = 0.00, a = 0.80 和参数 w 各种值的度量函数。在左下角面板中，我们绘制了
Q = 0.20, w = −0.80和参数 a各种值的度量函数。最后，在右下方的面板中，我们绘制了 Q = 0.20, a = 0.80

的度量函数以及 w参数的各种值。如我们可以看到的那样，黑洞中存在非零电荷 Q倾向于减少度量函数的值。
相对于 Q = 0.00情况而言，这些图形的定性特征变化不大。

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
r

2

4

6

8

g

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
r

2

4

6

8

g

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
r

2

4

6

8

g

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
r

2

4

6

8

g

图 1: (a) 度量函数 g ≡ f(r)对比 r，对于Q = 0.00, w = −0.80 和 a = 0.20,（蓝色曲线）a = 0.40（紫色曲线）a = 0.60（棕色曲
线）以及 a = 0.80（青色曲线）。(b) 度量函数 g ≡ f(r)对比 r对于Q = 0.00, a = 0.80 和 w = −0.40,（蓝色曲线）w = −0.60（紫
色曲线）w = −0.80（棕色曲线）和w = −1.00（青色曲线）。(c) 度量函数 g ≡ f(r)对比 r对于Q = 0.20, w = −0.80 和 a = 0.20,

（蓝色曲线）a = 0.40（紫色曲线）a = 0.60（棕色曲线）和 a = 0.80（青色曲线）。(d) 度量函数 g ≡ f(r)对比 r对于 Q = 0.20,

a = 0.80 和 w = −0.40,（蓝色曲线）w = −0.60（紫色曲线）w = −0.80（棕色曲线）和 w = −1.00（青色曲线）。

在图 2的左上角面板中，我们绘制了温度与 r+ 的关系图，对于 Q = 0.00, w = −0.80和参数 a的不同值。
在同一图的右上角面板中，我们绘制了温度与 r+的关系图，对于 Q = 0.00, a = 0.80和参数 w的不同值。在左
下方的面板中，我们绘制了温度与 r+的关系图，针对 Q = 0.20, w = −0.80以及参数 a的不同值。最后，在右
下方的面板中，我们绘制了温度与 r+ 的关系图，针对 Q = 0.20, a = 0.80以及参数 w 的不同值。我们可以看
到，黑洞中存在的非零电荷 Q倾向于减小度量函数的值。
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温度对 a的依赖是单调的，使得随着 a.增加而变小。这一特性在 Q = 0.20,时不复存在，这一点可以从图
的左面板中明显看出。

w的依赖关系不太简单：对于较大的 r+,，它较小，而对于适度的 r+，它较大。对于某个视界大小下的Q =

0.00,，温度有一个最小值。黑洞的温度随着 |w|从 1
3
增加到 1而减小，对于足够大的黑洞（大 r+），而对较小的

r+.来说则增大。因此，当 |w|,较大时，大黑洞辐射较少，而小黑洞辐射较多。因此，对于较大的 |w|.，大黑洞
似乎寿命更长。

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
rh

0.3

0.4

0.5

0.6

Temp

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
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0.4

0.6

0.8

Temp

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
rh

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Temp

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
rh

0.2

0.4

0.6

0.8

Temp

图 2: (a) 温度与 rh ≡ r+ 的关系对于 Q = 0.00, w = −0.80 和 a = 0.20,（蓝色曲线）a = 0.40（紫色曲线）a = 0.60（棕色曲线）
和 a = 0.80（卡其色曲线）。(b) 温度与 rh ≡ r+ 的关系对于 Q = 0.00, a = 0.80 和 w = −0.40,（蓝色曲线）w = −0.60（紫色曲
线）w = −0.80（青色曲线）和 w = −1.00（青色曲线）。(c) 温度与 rh ≡ r+ 的关系对于 Q = 0.00, w = −0.80 和 a = 0.20,（蓝
色曲线）a = 0.40（紫色曲线）a = 0.60（棕色曲线）以及 a = 0.80（青色曲线）。(d) 温度与 rh ≡ r+ 的关系，对于 Q = 0.00,

a = 0.80 和 w = −0.40,（蓝色曲线）w = −0.60（紫色曲线）w = −0.80（棕色曲线）以及 w = −1.00（青色曲线）。

IV. REGGE-WHEELER势

我们首先考虑带有五次势能的 AdS时空中的度量

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2, f(r) = 1− 2M

r
+

Q2

r2
+ r2 − a

r1+3w
. (31)

我们特别关注标量和引力扰动的势能。零自旋 V0的标量扰动的势能为

V0 = f(r)g0(r), g0(r) =
f ′(r)

r
+

l(l + 1)

r2
= 2− 2Q2

r4
+

2M

r3
+

l(l + 1)

r2
+

a(1 + 3w)

r3+3w
. (32)

我们在图 3的左面板中从 Regge-Wheeler势开始，当 a = 0,时，五次元质完全不起作用；我们设定M = 0.05

并让Q取值 0.00, 0.04, 0.07和 0.10.。很明显，随着Q的增加，势的左侧障碍变得较小，并且在Q = 0.10时完全消
失。在这种情况下，很明显势能无法支持束缚态：任何标量激发最终都会进入黑洞视界。这一特性与 quintessence
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的作用无关。我们在右侧面板中继续讨论 a = 0.8, w = −0.80 和 M = 0.05情况，并且电荷 Q的值与之前相同。
图景在定性上是相同的，但 quintessence 的存在倾向于减小势能的大小。
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10
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图 3: 左面板：a = 0, l = 0, M = 0.05的势能以及电荷的四个值：Q = 0.00（粉色曲线），0.04（蓝色曲线），0.07（卡其色曲线）
和 0.10（绿色曲线）。右面板：a = 0.8, w = −0.80, M = 0.05和Q = 0.00的势（粉红色曲线），0.04（蓝色曲线），0.07（卡其色
曲线）和 0.10（绿色曲线）。

我们在图 4中对四个不同的 w,值进行潜在分析，具体为−0.40, −0.60, −0.80, −1.00,，而 l = 0, M = 0.05,

对于 Q = 0.00（左面板）和 Q = 0.04（右面板）。我们观察到，对于电荷的两个值，w = −0.40的势能不支持束
缚态，但随着 |w|增加，左侧障碍逐渐形成，并且束缚态成为可能。
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图 4: 左面板：对于 a = 0.8, l = 0, M = 0.05, Q = 0.00,和参数 w : w = −0.40（蓝色曲线）、−0.60（粉色曲线）、−0.80（卡其
色曲线）和 −1.00（绿色曲线）的四种值的势。右面板：与左面板相同，但为 Q = 0.04.。

图 5，左栏，描绘了M = 0.05, Q = 0.00, w = −0.60和 l = 0, 1, 2.的势能。这清楚地表明角动量的存
在逐渐在左侧构建了一个障碍，因此可能形成更多的束缚态。另一方面，在右面板中可以检查M = 0.05, Q =

0.00, l = 0, w = −0.60和 a = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8.的势

V. 束缚态的形成

我们现在继续计算束缚态的质量，以及它们的虚部。后者表明这些状态的不稳定性，因为它们可能会通过
左侧的势垒并最终进入视界内。为了找到质量的实部，我们遵循 [1]并考虑方程：∫ r3

r2

√
ω2 − V0

f(r)
dr =

(
n+

1

2

)
π, n = 0, 1, 2, . . . . (33)
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图 5: 左面板：势能对于 a = 0.8, M = 0.05, Q = 0.00, w = −0.60和三个角动量值：l = 0（蓝色曲线）、l = 1（粉红色曲线）和
l = 2（绿色曲线）。右面板：势函数为 l = 0, M = 0.05, Q = 0.00, w = −0.60及参数 a : a = 0.2 的四个值（蓝色曲线）、a = 0.4

（粉色曲线）、a = 0.6（卡其色曲线）和 a = 0.8（绿色曲线）。

并且调整 ω,使得对于某个整数 n.方程成立。具有 n = 0的状态是基本质量模态，而具有 n = 1, 2, . . . 的状态是
泛音。通常只有少量的泛音存在。我们还考虑了角动量量子数 l;的各种值，我们将展示 l = 0和 l = 1.的结果。

为了确定这些状态的虚部，将其解释为带宽，我们固定上一步找到的 ω的值（称为 ω̃），并通过以下方式计
算带宽：

γ = ω̃
exp

(
−2
∫ r2
r1

√
V0−ω̃2

f(r)
dr
)

1 + exp

− 2πp2(rmax)√
2

d2p2(rmax)

dr2∗

 . (34)

请注意， d
dr∗

= f(r) d
dr
,因此

d2(p2)

dr2∗
= f2(r)

d2(p2)

dr2
+ f(r)f ′(r)

d(p2)

dr
, p2 = ω̃2 − V0. (35)

请注意，r1 和 r2 是两条水平线在 ω̃2 处与电位 V0,相交的两点，它们距离原点最近，在 ω̃ 水平线切割电位曲线
的位置，而 r3是最远的切割点。此外，rmax是势能取得最大值的点。完成这些计算后，我们得到了质量本征值
的形式为 ω̃ − iγ.

我们现在报告了各种值的 w和 a.的质量本征值及其带宽。在图 6的左面板中，我们描绘了质量对 w的依赖
关系，对于 Q = 0.00, M = 0.05, a = 0.8和 l = 0.来说。似乎当 |w|小于某个值（大约 0.55）时不存在束缚态，
而带宽（用误差条表示）随着我们接近这个值而增加。质量变化不大，除非接近值 w = −1.在右侧面板中我们
展示了对应于 Q = 0.00, M = 0.05, w = −0.6和 l = 0.的结果 质量与 a,几乎呈线性关系，而带宽则或多或少
保持恒定。

在图 7的左面板中，我们描绘了质量对 w的依赖关系，对于 Q = 0.00, M = 0.05, a = 0.8和 l = 1.。这个
较大的角动量允许较小的 w值有本征值。此外，带宽小得多，这是由于左侧因角动量产生的大势垒所致（参见
图 5）；这个势垒不允许粒子轻易进入视界，因此它们的虚部减小到符号大小的程度。质量比之前更大，并且与
w的关系在定性上保持不变。在右侧面板中，我们描绘了对应于 Q = 0.00, M = 0.05, w = −0.6和 l = 1.的结
果。质量对 a,的依赖关系再次呈线性。
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图 6: 左面板：质量与 w的关系，对于 l = 0. 右面板：质量与 a的关系，对于 l = 0.
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图 7: 左面板：质量与 w的关系，针对 l = 1. 右面板：质量与 a的关系，针对 l = 1.

VI. 结论

我们研究了存在五次元质量情况下的黑洞解。特别是，我们在地平线之外的标量激发束缚态上集中进行了
研究。已经表明，五次元质量的参数显著影响度规函数和霍金温度。结果发现，对于较大的 |w|,，大黑洞辐射较
少，而小黑洞辐射较多。因此，与没有五次元质量的大 |w|.相比，大黑洞似乎寿命更长。

Regge-Wheeler 潜势依赖于黑洞的电荷 Q：当 Q足够大时，没有左侧屏障，因此标量粒子将不会遇到任何
障碍而潜入黑洞。这与五次元本质无关。五次元本质的存在通常使它们保持较小的值，尽管 Q依赖性的定性图
景并没有改变。对于足够小的 Q，五次元本质的存在可能会引起定性变化：w = −0.40的势并不支持标量束缚
态，但增加 |w|可能会创建一个具有左侧屏障的势，这可以支持束缚态。
左侧的障碍可能通过增加角动量量子数 l.来增强。这表明具有较大角动量的标量粒子比那些具有较小 l.的

寿命更长。对势的研究表明，如果要支持束缚态，|w|应该大于某个界限。另一方面，质量随着参数 a的增加几
乎线性地减小。此外，具有较大角动量 l的状态比那些具有较小 l.的质量更大且带宽更窄。
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