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摘要

随时间演变的穿孔域在许多工程和地球科学应用中出现，包括反应传输、颗粒沉积以及多孔
介质中的结构退化。准确捕捉这些系统的宏观行为由于动态细观几何结构而带来了显著的计算挑
战。在这篇论文中，我们基于多连续体同质化开发了一个稳健且可推广的多尺度建模框架，用于
推导收缩域中的有效宏观方程。该方法根据物理特性（如通道宽度）区分多个连续体，并通过在
代表性体积元素上制定的空间-时间局部单元问题将它们耦合起来。这些局部问题包含了时间导
数和域演化，确保与底层细观动力学保持一致。所得的尺度放大系统生成可计算的宏观系数，适
用于大规模模拟。展示了几个数值实验来验证该方法对复杂时变工程问题的准确性、效率以及潜
在适用性。
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1 介绍

许多自然过程涉及跨越多个空间和时间尺度的复杂相互作用。例如，多孔介质中的矿物溶
解和沉淀会逐步改变孔隙结构，从而影响流体流动模式 [12, 5]。类似地，注入 CO2 或水可能
导致原本完整的固体发生机械失效，导致裂纹形成和结构变形 [25]。颗粒沉积是另一个例子，
在此过程中孔隙逐渐被堵塞，动态重塑流动域 [28]。这些过程的一个共同特征是计算域随时间
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演变，给准确有效的数值模拟带来了重大挑战。捕捉这种动力学需要先进的多尺度方法，将微
观演变与宏观响应耦合起来。
多尺度建模中广泛采用的方法涉及两级离散化策略。这些方法在细网格上构造局部基函

数以解析子网格尺度特征，同时在一个简化的网格上求解大尺度问题以提高计算效率。代表
性技术包括多尺度有限元法（MsFEM）[19, 22]，广义多尺度有限元法（GMsFEM）[13, 2,
7, 8, 30]，基于小波的边缘多尺度有限元方法 [17, 18]，约束能量最小化 GMsFEM（CEM-
GMsFEM）[10, 33, 9, 32]和非局部多重连续介质法（NLMC）[11, 24, 20]。这些方法允许准确
解析细尺度异质性，同时保持全局解的质量。对于时空多尺度问题，这些方法已经扩展到构造
时空基函数 [7, 8, 24, 20]。
另一类方法旨在通过计算反映微观行为的同质化系数来推导有效的宏观模型。代表性方法

包括数值同质化 [21, 27, 16, 3] 和异构多尺度方法 [1, 26] 。这些方法通常依赖于空间和/或时
间上的尺度分离假设，并经常使用渐近展开，如两尺度假定。
最近在多连续体同质化 [14, 15, 6, 23, 4, 29, 31]方面的进展扩展了同质化的适用性，使其

适用于没有明显尺度分离的情况。这些方法使用多个局部基函数和平滑的宏观变量来描述代
表体积元素（RVE）内不同连续体的动力学。根据材料对比度或通道宽度等物理属性定义连续
体，并通过精心制定的局部约束问题来建模它们之间的相互作用。

图 1: 缩小域的说明。

在这项工作中，我们提出了一种新的时空多连续介质同质化框架，专门用于处理缩小的穿
孔域中的时间依赖性问题。这些区域由于诸如孔隙堵塞或裂纹扩展等过程而演变。作为一个代
表性示例，我们考虑一个两连续系统，虽然所提出的框架自然可以扩展到更一般的多通道配
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置。如图 1所示，蓝色区域表示第一个连续体（厚通道），红色区域表示第二个连续体（薄通
道）。每个连续体 ψi(x, t)由一个时空函数表示，在第 i个连续体内该函数等于一而在其他地方
为零。为了解析细观行为，我们在超采样 RVE上解决局部约束问题，这可以减轻边界伪影并
能够准确计算有效属性。
本文的主要贡献如下：我们引入了一个专为演化的穿孔域设计的时空多重连续介质同质化

框架。该框架涉及构建局部单元问题，这些问题考虑了时间导数和几何演化。从局部解中，我
们推导出描述粗尺度动力学的可计算宏观方程。最后，通过大量的数值实验，我们展示了所提
出方法的准确性和效率。
论文的其余部分组织如下。第 2节介绍模型问题和细尺度离散化。第 3节展示多连续体同

质化框架。数值结果在第 4节中报告，结论在第 5节中提供。

2 预备知识

在本节中，我们介绍模型问题，建立相关符号，并描述细尺度离散化。
我们考虑以下抛物型方程，该方程在一个随时间演变的多孔域中提出：

∂u(x, t)

∂t
− div (κ(x)∇u(x, t)) = f(x, t), in Ωε(t)× I,

u(x, 0) = u0(x), in Ωε(0),

u(x, t) = 0, on ∂Ωε(t)× I,

(1)

其中 Ωε(t)表示时间为 t时的计算域，由于诸如孔隙堵塞或颗粒沉积等物理过程而发生演变。
时间区间用 I = (0, T ]表示。参数 ε描述了域的小尺度异质性，例如最小孔径或通道宽度。尽
管 ε可能依赖于时间，但我们为了记号的简洁省略了这种依赖关系。
令 H1(Ωε)表示标准 Sobolev空间。我们定义子空间

H1
0 (Ω

ε(t)) :=
{
v ∈ H1(Ωε(t)) | v = 0 on ∂Ωε(t)

}
,

并引入双线性形式
a(u, v) =

∫
Ωε

κ∇u · ∇v, (w, v) =

∫
Ωε

wv.

方程 (1)的弱形式为：寻找 u ∈ H1
0 (Ω

ε(t))使得(
∂u

∂t
, v

)
+ a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ H1

0 (Ω
ε(t)), (2)

(u, v) = (u0, v), ∀v ∈ H1
0 (Ω

ε(t)). (3)

我们将时间区间离散化使用 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T，并用 τk = tk+1 − tk 表示时间步
长，其中 τ = min1≤k≤N τk。我们假设时间步长足够小以解析域的动态演变。
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令 Th 为初始域 Ωε(0)的一个协调划分，划分为三角形或四边形。网格尺寸 h被选得足够
细，以解析微尺度系数和域的几何复杂性，从而避免标准有限元方法失败。
我们定义 Vh为与网格 Th相关的连续分段线性函数空间。由于计算域的时间依赖性质，并

非所有在 Vh 中的基础函数在每个时间步长都保持活跃。对于每个 tk，我们定义活跃有限元空
间 V k

h 为由关联节点位于 Ωε(tk)内部的基础函数所张成的 Vh 的子空间。换句话说，解决方案
uk 的自由度被限制在当前域 Ωε(tk)内，反映了穿孔几何形状的演变。
为了在时间上离散化方程 (2)，我们采用向后欧拉方法。对于 k = 0, . . . , N − 1，我们寻找

uk+1 ∈ V k+1
h 使得 (

uk+1 − uk

τk
, v

)
+ a(uk+1, v) = (f, v), ∀v ∈ V k+1

h . (4)

初始条件通过将 u0 投影到初始定义域上定义的离散空间来强制执行。也就是说，我们计
算 u0h ∈ V 0

h，使得
(u0h, v) = (u0, v), ∀v ∈ V 0

h . (5)

这为细网格解在 t = 0处提供了一致的初始化。

3 多连续介质同质化

Ωε

Kε
p

R+
p

Rp

图 2: 代表性体积元素 (RVE)Rp、超采样域 R+
p 和粗块Kε

p的示意图。

在本节中，我们采用多连续介质均匀化框架来推导与原问题 (1)相关的宏观方程。
我们首先介绍多连续介质同质化过程的计算设置。设 TH 是全局域 Ωε 的一个粗划分，其

中 H 是粗网格大小，假设它大于非均匀性的特征尺度 ε（例如，典型的孔隙或穿孔宽度）。对
于每个粗块 Kε

p ∈ TH，我们定义一个代表性体积元（RVE）Rp ⊂ Kε
p。为了减轻人为边界效
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应 [19, 10, 32]，我们在区域内构造了一个过采样区域 R+
p ⊃ Rp，在其中解决了局部问题。图 2

说明了 Kε
p、Rp 和 R+

p 之间的关系。我们区分几个尺度：h < ε < ε < H，其中 h是细网格尺
寸，ε是异质性尺度，ε是代表性体积元素（RVE）尺度，而 H 是粗网格尺寸。
我们现在展示精细尺度解 u在每个代表性体积元素（RVE）内的多尺度展开。根据我们之

前的工作 [29]，基于它们的几何或物理特性（例如，通道宽度），我们将多个连续介质区分开
来；参见图 1以示例说明。解 u被近似为光滑宏观变量 U 的组合，这些变量代表大规模趋势，
以及局部化基函数 φ的组合，这些基函数旨在捕捉细尺度特征同时保持粗尺度平均值。具体来
说，我们考虑展开式

u = φiUi + φm
i

∂Ui

∂xm
+ φmn

i

∂2Ui

∂xm∂xn
+ · · · , (6)

其中 Ui 表示与第 i个连续体相关的宏观变量，并构造了一组局域基函数 φ以保持 u的平均行
为同时编码细尺度效应。关于宏观变量 U 的概念和基函数 φ的定义将在后面讨论。
在这项工作中，我们仅保留展开式 (6)中的前两项，从而得到近似值：

u ≈ φiUi + φm
i

∂Ui

∂xm
. (7)

在多连续介质均匀化框架 [14, 29]中，宏观变量 Ui定义为细尺度解 u在第 i个连续介质上
的加权平均。给定一个代表性体积元素 Rp，该平均值表示为

Ui(x
∗
p) =

∫
Rp
uψi∫

Rp
ψi

,

其中 x∗
p表示 Rp的中心点，而 ψi(x, t)是一个特征函数，在第 i个连续介质内部等于一，而在

其他地方等于零。
局部基函数 φi和 φm

i 是通过求解强制与常数和线性宏观场一致的约束局部问题获得的。这
些问题确保了基函数的局部平均值与预期的宏观行为相匹配。
为了捕捉每个连续统中的常数行为，通过求解以下方程计算基函数 φi：

∫
R+

p

∂φi

∂t
v +

∫
R+

p

κ∇φi · ∇v −
∑
j,q

βq
ij∫

Rq
ψj

∫
Rq

ψjv = 0, in (0, T ],∫
R+

p

κ∇φi · ∇v −
∑
j,q

ζqij∫
Rq
ψj

∫
Rq

ψjv = 0, at t = 0,∫
Rq

φiψj = δij

∫
Rq

ψj , for all t ∈ [0, T ],

(8)

其中 β 和 ζ 是拉格朗日乘子，它们强制执行平均约束条件，确保每个 φi 在第 i 个连续统上的
均值为单位，并且在其他地方的均值为零。
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为了捕捉宏观尺度上的线性变化，通过求解以下方程计算基函数 φm
i ：

∫
R+

p

∂φm
i

∂t
v +

∫
R+

p

κ∇φm
i · ∇v −

∑
j,q

βmq
ij∫

Rq
ψj

∫
Rq

ψjv = 0, in (0, T ],∫
R+

p

κ∇φm
i · ∇v −

∑
j,q

ζmq
ij∫

Rq
ψj

∫
Rq

ψjv = 0, at t = 0,∫
Rq

φm
i ψj = δij

∫
Rq

(xm − cmj)ψj , for all t ∈ [0, T ].

(9)

这里选择 cmj 使得
∫
Rq
(xm − cmj)ψj = 0成立，确保每个连续体内的平均偏差为零。再次强调，

拉格朗日乘子强制执行约束条件，使 φm
i 在第 i个连续体内与 xm 的均值匹配，并在其他连续

体内消失。
所得的基函数满足以下尺度性质（详见 [14])：

‖φi‖ = O(1), ‖∇φi‖ = O
(
1

ε

)
,

‖φm
i ‖ = O(ε), ‖∇φm

i ‖ = O(1).

(10)

我们现在通过将多尺度展开 (7)代入弱形式 (2)中来推导宏观方程。对所有代表性体积元
素求和并应用标准局部化论证得到：∑

p

|Kε
p|

|Rp|

∫
Rp

∂u

∂t
v +

∑
p

|Kε
p|

|Rp|

∫
Rp

κ∇u · ∇v =
∑
p

|Kε
p|

|Rp|

∫
Rp

fv. (11)

使用多尺度近似 (7)和假设在局部基函数 φ相比时，Ui在 Rp内变化缓慢，我们得到：∫
Rp

∂(φiUi)

∂t
v +

∫
Rp

∂m(φm
i Ui)

∂t
v ≈ Ui(x

∗
p)

∫
Rp

∂φi

∂t
v + ∂mUi(x

∗
p)

∫
Rp

∂φm
i

∂t
v, (12)

和∫
Rp

κ∇(φiUi) · ∇v +
∫
Rp

κ∇(φm
i

∂Ui

∂xm
) · ∇v ≈ Ui(x

∗
p)

∫
Rp

κ∇φi · ∇v +
∂Ui

∂xm
(x∗p)

∫
Rp

κ∇φm
i · ∇v.

(13)
通过使用相同的近似方法对测试函数 v ≈ φjVj + φn

j
∂Vj

∂xn
进行处理，并应用 (12)–(13)，我

们得到扩阶变分问题，
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∑
p

|Kε
p|

|Rp|

(
Vj
∂Ui

∂t

∫
Rp

φiφj +
∂Ui

∂t

∂Vj

∂xn

∫
Rp

φiφ
n
j + Vj

∂Ui

∂t∂xm

∫
Rp

φm
i φj +

∂Vj

∂xn

∂Ui

∂t∂xm

∫
Rp

φm
i φ

n
j

+UiVj

∫
Rp

φiφj + Ui
∂Vj

∂xn

∫
Rp

κ∇φiφ
n
j + Vj

∂Ui

∂xm

∫
Rp

φm
i φj +

∂Ui

∂xm

∂Vj

∂xn

∫
Rp

φm
i φ

n
j

)

=
∑
p

|Kε
p|

|Rp|

(
Vj

∫
Rp

fφj + ∂nVj

∫
Rp

fφn
j

)
.

这导致了以下强形式的宏观系统：

Dji
∂Ui

∂t
+BjiUi − ∂n(B

mn
ji ∂mUi) = bj , (14)

在这里，其他项将由于对称性质或在 (10)中的比例而被忽略。有效系数由下式给出

Dji =

∫
Rp

φiφj , Bji =

∫
Rp

κ∇φi · ∇φj , Bmn
ji =

∫
Rp

κ∇φm
i · ∇φn

j , bj =

∫
Rp

fφj .

按照相同的程序，我们得到初始条件的粗尺度上尺度方程，

DjiUi − ∂n(D
mn
ji ∂mUi) = bj , (15)

其中
Dji =

∫
Rp

φiφj , Dm
ji =

∫
Rp

φm
i φj , bj =

∫
Rp

u0φj .

通过结合 (14)和 (15)，我们获得了多连续统系统的完整宏观模型。需要注意的是，扩展
后的模型定义在域 Ω上。

4 数值实验

在本节中，我们展示了三个数值实验来证明所提出的多尺度方法的准确性和效率。计算域
Ω取为单位正方形。每个粗块被视为 RVE，并且细网格分辨率设置为 h = 1/1260。我们考虑
两种粗网格大小，即 H = 1/10和 H = 1/20。对于超采样策略，当 H = 1/10时使用 2层粗
块，而当 H = 1/20时使用 4层。
域收缩通过为每个连续体规定一个固定的收缩率来建模。在每个时间步长中，第一个连

续体（对应于厚通道）收缩三个细网格单元，而第二个连续体（代表薄通道）收缩一个细网格
单元。
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为了评估所提出方法的性能，我们使用以下公式计算每个连续体的相对 L2误差：

e
(i)
2 =

∑
p

∣∣∣ 1
|Kp|

∫
Kp
Ui − 1

|Kε
p∩Ωi|

∫
Kε

p∩Ωi
u
∣∣∣2∑

p

∣∣∣ 1
|Kε

p∩Ωi|

∫
Kε

p∩Ωi
u
∣∣∣2 , (16)

其中 Ui表示连续体 i的多尺度解，而 u是相应的小尺度参考解。
渗透率场定义为 κ = κ1κ2，其中 κ1描述了连续体之间的对比：第一连续体中的 κ1 = 1和

第二连续体中的 κ1 = 10−2。组件 κ2在三个示例中变化如下：

• 示例 1: κ2 = 1;

• 示例 2: κ2 = 2 + sin(2πx1) sin(20πx2);

• 示例 3: κ2 = 2 + sin(
√
20πx1) sin(πx2).

源项定义为
f(x, y) = 10−3 exp

(
−100

(
(x− 0.5)2 + (y − 0.5)2

))
,

初值条件由以下给出

u0(x, y) = 10−1 exp
(
−100

(
(x− 0.5)2 + (y − 0.5)2

))
.

4.1 示例 1

表 1报告了不同粗网格尺寸的数值误差 H。如预期的那样，随着网格细化，误差始终减
少，证实了所提出的多尺度方法的收敛性。此外，该方法在整个模拟时间范围内保持稳定的
精度。
图 3展示了选定时间点的参考细尺度解快照。该解在渗透率相对较低的薄通道内表现出更

高的幅度和更长的停留时间，导致流体传输速度较慢。相比之下，在高渗透性的厚通道内的流
动更加瞬时，因为流体迅速传播并重新分配到相邻区域。这种空间分布反映了异质渗透结构对
传输动力学的影响。
为了评估多尺度近似的准确性，图 4比较了来自细网格和多尺度模拟的连续平均解。两个

解在整个模拟过程中表现出密切的一致性，表明多尺度模型准确地捕捉到了由底层通道网络控
制的大规模流动行为。
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H = 1/10

t e
(1)
2 e

(2)
2

0 7.81e-02 8.42e-02
1 4.24e-02 9.74e-02
2 5.47e-02 6.92e-02
3 5.75e-02 4.82e-02

H = 1/20

t e
(1)
2 e

(2)
2

0 1.97e-02 2.51e-02
1 1.93e-02 2.83e-02
2 5.05e-02 8.77e-03
3 5.19e-03 4.86e-03

表 1: 示例 1中不同粗网格大小的相对误差。

(a) u0
h (b) u1

h

(c) u2
h (d) u3

h

图 3: 示例 1中不同时间步长的精细网格解。
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(a) 细网格平均在连续介质 1中 (b) 多尺度平均在连续统 1.

(c) 细网格平均在连续体 2。 (d) 多尺度平均在连续统 2。

图 4: 示例 1中最终时刻的平均解比较。

4.2 示例 2

此示例考虑了第二种连续体 κ2 在整个域中逐渐变化的情况。对应不同粗网格大小的数值
误差见表 2。随着粗网格细化，误差系统性降低，表明预期的收敛行为。此外，该方法的准确
性在整个模拟时间内始终得到保持。
图 5显示了所有时间步长的细网格解。解主要局限于狭窄、低渗透性的通道内，其中导电

性降低限制了传输。相比之下，高渗透性的厚通道促进了更快的流体移动，导致解在这些区域
更快消散。
为了评估多尺度方法的性能，图 6对比了从细网格和多尺度模拟中获得的平均解。两个

结果显示出密切相似性，未观察到显著差异。这表明所提出的方法在平滑变化系数场下可靠
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运行。

H = 1/10

t e
(1)
2 e

(2)
2

0 7.90e-02 8.58e-02
1 4.45e-02 9.79e-02
2 5.38e-02 7.03e-02
3 5.85e-02 5.38e-02

H = 1/20

t e
(1)
2 e

(2)
2

0 1.97e-02 2.51e-02
1 1.97e-02 2.82e-02
2 3.05e-02 8.58e-03
3 5.25e-03 3.97e-03

表 2: 示例 2中不同粗网格的误差
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(a) u0
h (b) u1

h

(c) u2
h (d) u3

h

图 5: 示例 2中不同时间步长的精细网格解
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(a) 细网格平均在连续统 1。 (b) 多尺度平均在连续统 1.

(c) 细网格平均在连续统 2。 (d) 多尺度连续平均 2。

图 6: 示例 2中最终时刻的平均解比较

4.3 示例 3

所考虑情况下的数值误差汇总于表 3中。如所示，随着粗网格尺寸 H 的细化，误差一致
减小。值得注意的是，整个模拟时间间隔内解的精度得到了很好的保持。
各个时间步长的精细解如图 7所示。可以观察到，非零值主要局限于狭窄通道中，在这些

地方渗透率明显低于较宽通道的渗透率。这种行为反映了该区域内的特征渗透率差异。
图 8比较了从细网格和多尺度方法获得的平均解。结果显示差异可忽略，进一步证实了所

提出的多尺度方法的有效性和准确性。
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H = 1/10

t e
(1)
2 e

(2)
2

0 8.55e-02 9.49e-02
1 4.49e-02 8.67e-02
2 5.36e-02 4.95e-02
3 4.98e-02 4.54e-02

H = 1/20

t e
(1)
2 e

(2)
2

0 1.99e-02 2.52e-02
1 2.33e-02 2.58e-02
2 3.50e-02 8.17e-03
3 3.96e-03 3.72e-03

表 3: 不同粗网格在示例 3中的误差

(a) u0
h (b) u1

h

(c) u2
h (d) u3

h

图 7: 示例 1中不同时间步的精细网格解。
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(a) 细网格平均在连续统 1。 (b) 多尺度平均在连续统 1。

(c) 连续体中的细网格平均值 2。 (d) 多尺度平均在连续介质中的应用 2。

图 8: 示例 1中最终时刻的平均解对比。

5 结论

在这项工作中，我们开发了一种适用于涉及动态演变穿孔域问题的时空尺度放大方法。所
提出的方法基于多连续体同质化，并不依赖于尺度分离假设。根据穿孔的宽度识别出不同的连
续体，并在代表性体积元上制定了包含时间导数的相关单元问题。为了说明该方法，我们考虑
了抛物型问题，在这种情况下，提出的框架给出了一个由多个连续体上的时空方程耦合系统构
成的粗网格模型。数值实验表明，即使在空间变化复杂的情况下，该方法也能准确捕捉到解的
多尺度行为。结果证实了该方法在处理动态变化微观结构方面的鲁棒性。
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