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量子自适应搜索：一种用于多变量函数全局优化
的混合量子-经典算法
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摘要

本工作提出了量子自适应搜索（QAGS），这是一种用于多变量函数全局优化的混合量
子-经典算法。该方法采用了一种自适应机制，基于目标函数的量子估计概率分布动态
地缩小搜索空间。一个量子状态通过适当的复振幅映射编码了解的质量信息，使得能够

识别最有前景的区域，并逐步收紧搜索范围；然后经典的优化器对解决方案进行局部细

化。分析表明，QAGS确保了搜索空间向全局最优值收缩，具有可控的计算复杂度。在
基准函数上的数值结果表明，与经典方法相比，QAGS实现了更高的精度，同时在时间
和空间复杂性方面也具有优势。

1. 介绍

量子优化算法旨在利用量子力学原理来解决由于变量数量呈指数级增长而在经典

计算中难以处理的问题。变分方法如变分量子本征解算器（VQE）和量子近似优化算
法（QAOA）已经获得了广泛的关注。QAOA通过交替应用代价哈密顿量和混合哈密顿
量以非经典的方式探索解空间，同时一个经典的优化器迭代地调整参数以最大化目标

哈密顿量的期望值。正如原始工作 Farhi et al. (2014)所示，这种方法对于诸如最大割
（MaxCut）之类的问题可以提供理论优势，量子叠加允许采样难以用经典方法探索的状
态。尽管存在有前景的理论加速效果，现实中实施的量子算法到目前为止除了在高度专

门化的场景下和需要大量资源外，并未显示出显著优于经典方法的优势。事实上，已经

证明对于最大割问题，实现量子优越性需要数百个量子比特 Guerreschi and Matsuura
(2019)，即使 QAOA表现出加速效应，这些也往往被纠错的开销以及多次测量的需求
所抵消。基准测试 Shaydulin and Alexeev (2019)显示，QAOA的 NISQ（噪声中等规模
量子）实现仅实现了微小改进，性能对参数和问题结构高度敏感，限制了其当前的可扩

展性。

在这项工作中，我们引入了一种非变分方法来解决优化连续 n变量函数的问题。具
体来说，我们提出了一种结合幅度编码的混合非变分方法，作为上述量子优化算法的一

种替代方案。这种方法可能在计算上优于当前的经典算法，特别是在处理大规模问题和

寻找高维域中复杂函数极小值时。QAGS算法有效地结合了量子计算与经典优化技术
的优点，其实现使得克服维度灾难成为可能。
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2. 方法实现

我们考虑寻找一个在 d维域上定义的函数 f : Ω → R的全局最小值问题。

x∗ = arg min
x∈Ω

f(x) Ω =
d∏

i=1

[li, ui] (1)

其中 [li, ui]是每个变量 xi的初始边界。

算法开始在初始空间上定义一个网格。对于每个维度 i，我们在区间 [li, ui]上离散

化为 2n个点，其中 n是每个维度的量子比特数：

xij = li + j
ui − li
2n − 1

, j = 0, . . . , 2n − 1 (2)

这种离散化创建了一个均匀网格，将经典点映射到量子态。我们构造了一个其振幅

编码目标函数值的量子态。

ψ(x) =
1

Z
exp

(
−f(x)− fmin

σ

)
(3)

其中：

- fmin 是当前最小值

- σ 是标准差

- Z 归一化状态。

算法在网格 x ∈ G 的所有点上评估 f 并构造一个量子态：

|ψ〉 =
∑
x∈G

√
d(x)|x〉 (4)

其中概率振幅是从函数值推导出来的：

d(x) ∝
exp

(
−f(x)−fmin

σ

)
Z

(5)

振幅编码遵循玻尔兹曼分布，该分布给出了系统处于某一状态的概率作为该状态能量

和系统温度的函数。

p(x) ∝ exp
(
−f(x)
kTeff

)
(6)

其中 kTeff = σ和基态能量偏移了 fmin。

量子电路测量状态 |ψ〉，得到的概率为：

P (x) = |〈x|ψ〉|2 (7)
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这些概率构成了搜索空间上的离散概率分布，较高的概率对应于更有希望的区域。

我们将最具潜力的区域识别为包含前 25%概率质量的区域：

Ω
(k)
h = {x|P (x) ≥ P75} (8)

每个维度的新界限是通过限制到 Ω
(k)
h 的投影来计算的，其中点代表与选定概率振

幅相对应的量子态的十进制编码。这给出了优化后的搜索域：

[l
(k+1)
i , u

(k+1)
i ] = [max(li,minxi),min(ui,maxxi)]x∈Ω(k)

h
(9)

这将搜索空间缩小到包含高概率区域的超矩形内。

然后在优化的边界内应用一个经典的优化程序来确定解。

x
(k+1)
l = arg min

x∈[l(k+1),u(k+1)]
f(x) (10)

算法在以下情况下终止：

- 搜索空间的收缩变得微不足道（|u(k+1) − l(k+1)| < δ）

- 最大迭代次数已达到（k = Kmax）

- 量子分布变得过于集中

搜索空间的逐步收缩确保了：

lim
k→∞

Vol(Ω(k)) = 0 (11)

以概率密度集中在全局最小值周围。

示例 1. 我们考虑一个二维函数优化问题，其中包含：

- 全局界限：x1 ∈ [−5, 5]，x2 ∈ [−10, 10]

- 当前有希望的区域 Ω
(k)
h ：x1 ∈ [−2.1, 1.8]，x2 ∈ [3.5, 7.2]

更新后的界限变为：

- 对于 x1：[max(−5,−2.1),min(5, 1.8)] = [−2.1, 1.8]

- 对于 x2：[max(−10, 3.5),min(10, 7.2)] = [3.5, 7.2]

此策略确保：

- 搜索空间的逐步收缩

- 边界从不超过原始限制
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3. 实验分析

所提出的量子-经典混合方法展示了令人信服的理论优势，尽管其实际实现需要仔
细考虑几个关键因素。

模拟结果使用 Python 3.10，NumPy 1.24 和 Qiskit 1.0.0获得。

然而，在实际硬件上实现振幅编码仍然具有挑战性，特别是当使用大量量子比特

时，因为实施大量的门变得不切实际。

因此，这里展示的结果利用了每个维度的有限数量的量子比特，尤其是随着问题维

度的增加。

尽管如此，我们的方法设计明确考虑了这一约束条件，提供了一个显著优势：

- 在密集网格上需要大量量子比特的量子方法（例如，VQE）

- 经典方法需要大量采样以获得更高的精度

虽然低量子比特数可能仅对非常大的域构成挑战，但该方法在大多数场景中仍然极具

前景。

(a) (b) (c)

图 1: 二维球面函数的搜索空间逐步细化，针对三个不同的全局最小值：(a) 最小值位于 (0, 0)，(b) 最小
值位于 (100, 100)，以及 (c) 最小值位于 (−50π,−50π) ≈ (−157.08,−157.08)。在每个图中，红色点标记

真正的全局最小值 (x∗, y∗)，而红色矩形代表量子搜索算法连续迭代过程中的边界框。

为了可视化搜索过程的行为，我们考虑 2D Sphere函数：

f(x, y) = (x− x∗)2 + (y − y∗)2

我们展示了三个不同的矩形边界框序列，这些序列模拟了搜索域的迭代收缩。在每个图

中，红色矩形表示连续迭代中的边界，而红点标记真正的最小值。随着迭代的进行，边

界变得越来越窄，并集中在全局最优值周围。

测试了结果准确性，使用了标准优化基准函数，详情如下以及算法的性能结果。使

用的经典优化器是 `scipy.optimize.minimize`，默认方法为 L-BFGS-B（一种拟牛顿

有界优化算法）。
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(a) (b) (c)

图 2: 在基准函数上测试优化算法。实验结果突出显示了性能和鲁棒性。

Rastrigin函数. Rastrigin函数（图 2(a)）定义如下：

f(x) = 10n+
n∑

i=1

[
x2i − 10 cos(2πxi)

]
, (12)

其中，定义域为 [−5.12, 5.12]n，全局最小值位于 x = 0，值为 f(0) = 0。

如表 1所示，该算法在应用于 Rastrigin函数的仿真时几乎产生了精确的结果。

维度 配置 找到点 结果 实数最小值 绝对误差

2 5 qubits [0.00, 0.00] 0.00 0.00 0.00

3 4 qubits [0.00, 0.00, 0.00] 0.00 0.00 0.00

5 3 qubits [0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00] 0.00 0.00 0.00

8 2 qubits [0.00, 0.00, 0.00, …, 0.00] 0.00 0.00 0.00

表 1: Rastrigin函数的结果。

Styblinski–Tang函数. Styblinski-Tang函数（图 2(b)）定义如下：

f(x) =
1

2

n∑
i=1

(
x4i − 16x2i + 5xi

)
, (13)

其中定义域为 [−5, 5]n，全局最小值为 xi ≈ −2.903534，且 f(x) ≈ −39.166n。

维度 配置 找到点 结果 真实最小值 绝对误差

2 5 qubits [-2.90, -2.90] -78.33 −78.33 1.31× 10−4

3 4 qubits [-2.90, -2.90, -2.90] -117.50 −117.50 1.97× 10−4

5 3 qubits [-2.90, -2.90, -2.90, -2.90, -2.90] -195.83 −195.83 3.29× 10−4

8 2 qubits [-2.90, -2.90, -2.90, …, -2.90] -313.33 −313.33 5.26× 10−4

表 2: Styblinski – Tang函数结果
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罗斯布罗克函数. Rosenbrock 函数（图 2(c)）为

f(x) =
n−1∑
i=1

[
100(xi+1 − x2i )

2 + (1− xi)
2
]
, (14)

其中定义域为 Rn。在 x = (1, . . . , 1)中的全局最小值，为 f(x) = 0。

维度 配置 找到点 结果 实最小值 绝对误差

2 5 qubits [1.00, 1.00] 0.00 0.00 2.00× 10−15

3 4 qubits [1.00, 1.00, 1.00] 0.00 0.00 4.80× 10−13

表 3: Rosenbrock函数结果（[−500, 500]n 域）

表 3展示了在广泛领域（[−500, 500]n）内高度准确的结果，表明了相对于经典方法

的显著优势。然而，在不相应增加量子比特数量的情况下提高维度可能会损害解的精度

和收敛性，可能导致搜索趋向次优区域。为了在没有额外量子比特的情况下保持高性

能，在更高维度中限制领域变得至关重要，这已在表 4所示结果中得到证明。

维度 配置 找到的点 结果 实数最小值 绝对误差

5 3 qubits [1.00, 1.00, 1.00, 1.00, 1.00] 0.00 0.00 1.70× 10−14

8 2 qubits [1.00, 1.00, 1.00, 1.00, 1.00] 0.00 0.00 1.70× 10−14

表 4: Rosenbrock函数结果（[−10, 10]n 域）

3.1. 经典与量子对比分析

本节展示了 QAGS算法与自适应网格搜索之间的性能比较。结果显示，特别是在
内存效率方面，量子-经典混合方法具有显著优势。所有测试均在球形函数上进行。

f(x) =
d∑

i=1

x2i , (15)

表 5显示，在经典方法和量子方法都达到收敛时，量子方法显示出显著减少的执行
时间和内存使用。这些结果是在一个受限域 [−5, 5]d中获得的。
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维度
时间（秒） 内存（MB） 解的值

Quantum Classic Quantum Classic Quantum Classic

2 0.18 0.33 920.62 2956.47 0.00 0.00
5 0.63 1.46 920.62 2956.47 0.00 0.01
7 0.29 0.94 920.62 2956.51 0.00 0.00
8 1.09 5.94 920.64 2956.51 0.00 0.00
10 17.90 164.31 920.64 7654.20 0.00 0.00

表 5: 比较优化结果对于 [−5, 5]d

图 3显示了两种方法的比较内存使用情况。图 4表明，量子方法展示了随维度变化
的表现可变性缩放，而经典方法在低维空间中表现出更一致的行为，但在高维空间中的

扩展性能逐渐恶化。

图 3: 内存使用分布于混合量子计算（域 [−5, 5]d）。
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图 4: Sphere函数优化的比较性能分析（域 [−5, 5]d）。

我们现在检查当扩展域范围时，这种性能趋势是否持续。表 6 展示了在扩展域
[−500, 500]d中评估的 Sphere函数的经典与量子基准测试结果。

维度
时间（秒） 内存（MB） 解值

Quantum Classic Quantum Classic Quantum Classic

2 0.09 0.30 402.51 142.59 1.62e-27 0.05
5 0.30 0.11 407.68 635.05 0.00 0.00
7 0.32 0.91 407.70 175.76 0.00 0.00
8 1.04 4.98 417.31 307.67 0.00 0.00
10 17.41 151.94 640.95 5204.81 0.00 0.00

表 6: 比较优化结果对于 Sphere函数（定义域 [-500,500]d）

我们的分析首先考察了经典内存行为，这在领域变化中保持近似恒定。这种稳定性

源自为解决计算约束而实施的自适应网格点选择策略。具体来说，经典方法被修改以减

少网格密度同时保持收敛保证，因为过多的网格点（受限于维数灾难）之前导致运行时

失败。这种优化在较低维度下创造了相对于量子方法的明显内存优势。

然而，在更高维度时基本的量子优势变得明显。在维度 d=10的情况下，比较测量
显示量子方法所需的内存比经典实现少 87.7%。
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图 5: 内存使用分布于混合量子计算（域 [−500, 500]d）。

在运行性能中也观察到了相同的行为，因为在某些维度上减少网格点可能会使结

果产生偏差。然而，数据清楚地表明，在第 10维时，量子方法与经典方法相比将计算
时间减少了 88.54%。

图 6: 球函数优化的比较性能分析（域 [−500, 500]d)。

4. 结论

本研究介绍了一种新的连续多元函数优化方法论，旨在解决经典优化技术中存在的

内在局限性，并可能在实际量子硬件中实现。虽然所展示的结果显示出了巨大的潜力，

但它们并没有考虑来自现实世界量子门操作中的潜在错误和噪声。然而，我们的主要目
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标是证明新兴的量子科学计算方法可以超越经典方法，特别是在减轻困扰高维优化问

题的维度灾难方面。

所提出的方案通过提供一个强大的理论基础，能够解决复杂问题并促进新的跨学

科应用，在数学优化领域做出了实质性贡献。该方法在传统方法因维度扩展而遇到计算

瓶颈的场景中表现出特别的有效性。值得注意的是，我们的结果揭示了在超过十维的问

题中，即使考虑到域扩展效应，量子优势在内存效率（高达 87.7%的减少）和计算速度
（收敛速度快 88.54%）方面一直存在。

这项工作开启了几个重要的研究方向，包括开发抗噪声实现和硬件特定优化，这些

可以弥合理论潜力与实际量子优势之间的现有差距。该框架为解决纯经典方法仍难以

处理的优化挑战建立了关键的 stepping stone。
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