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勒贝格加法平方问题变体

INGRID VUKUSIC

摘要. 我们证明对于每一个勒贝格可测函数 f : R → {v1, . . . , vt} ⊆ R，存在 x ∈
R,y > 0使得 ∫ x+y

x
f dλ =

∫ x+2y

x+y
f dλ.

这可以被视为有限字母表上无限单词的经典加法平方问题的一个变体。换句话说，

我们在勒贝格框架下证明了无法避免加法平方。

1. 介绍

加性平方问题是在词组合领域相对著名的开放问题：是否存在一个无限单
词在有限字母表 A ⊆ N上，使得没有两个相同长度的连续块具有相同的和？换
句话说，我们能否避免形如

a1a2 · · · akb1b2 · · · bk, with
k∑

i=1

ai =
k∑

i=1

bi.

的因素（即，单词内的符号连续块）？上述形状的因素被称为加性平方，因为
它可以被视为平方的一种推广，后者只是形如 a1a2 · · · aka1a2 · · · ak = ww 的因
素。1906年，Thue[14]构造了一个在三字母表上避免平方的无限单词。从那时
起，类似的以及其他可避免性问题受到了广泛关注。例如，Erdős [9]询问了避
免交换平方的可能性，即形式为 ww̃的因子，其中 w̃是 w的一个排列。（这个
问题已经完全解决 [11]。）
加法平方问题由几位作者独立提出过 [5, 12, 10]，相关的变体和问题也被考

虑过，例如在 [1, 2, 4, 8]中。特别是，Rao[13]使用了 Cassaigne等人 [7]的构造
方法来证明可以避免加法立方（即形式为 ww′w′′的因素，其中每个块具有相同
的长度和总和）在特定大小为 3的字母表中。然而，目前还不知道是否可以避
免加法平方。
在本文中，我们考虑加性平方问题的勒贝格版本。注意，有限字母表上的

无限词可以解释为函数 g : N → {a1, . . . , at} ⊆ N，其中 N表示正整数。在这种
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意义上，函数 g避免加法平方如果

m+k−1∑
i=m

g(i) 6=
m+2k−1∑
i=m+k

g(i) for all m ∈ N, k ∈ N.

因此，加法平方问题的自然勒贝格变体如下：是否存在一个勒贝格可测函数
f : R → {v1, . . . , vt} ⊆ R使得

(1)
∫ x+y

x

f dλ 6=
∫ x+2y

x+y

f dλ for all x ∈ R and y > 0?

这里，我们可以将 f 解释为一个“不可数词组”，定义在有限字母表 {v1, . . . , vt}
上并由 R索引。其他超限单词在 [3, 6]中进行了研究，其中单词是根据可数序
数进行索引的（这些也构成了一个不可数集）。在这篇注记中，我们证明了在勒
贝格框架下无法避免加性平方；即，涉及 (1)的问题的答案是否定的。

在我们展示证明之前，先给出一个简短的直观解释。假设我们有一个函数
f : R → {v1, . . . , vt} ⊆ R，它避免了加性平方的意义下的 (1)。那么显然 f 在任
何区间上都不能是常数。这意味着原像 A1, . . . , At的 v1, . . . , vt不能包含（勒贝
格零集以外的）任何区间。此外，从某种意义上说，这些“密度”必须“不断
变化”。但这与勒贝格测度的性质相矛盾：勒贝格密度定理指出，每个勒贝格可
测集几乎处处有密度 1。

2. 结果与证明

定理 1. 设 f : R → R是一个勒贝格可测函数，它在 R中仅取有限个值。那么
存在 x ∈ R,y > 0使得 ∫ x+y

x

f dλ =

∫ x+2y

x+y

f dλ.

我们首先论证如果所有“连续积分”的值都不同，那么它们要么必须从左
到右严格递增，要么严格递减。

引理 1. 设 f : R → R是一个勒贝格可测且有界的函数。假设∫ x+y

x

f dλ 6=
∫ x+2y

x+y

fdλ for all x ∈ R and y > 0.

则要么 ∫ x+y

x

f dλ <

∫ x+2y

x+y

f dλ for all x ∈ R and y > 0

要么 ∫ x+y

x

f dλ >

∫ x+2y

x+y

f dλ for all x ∈ R and y > 0.
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证明. 这可以通过一个简单的连续性论证得出。为了精确起见，假设相反的情
况，即

(2)
∫ x+y

x

f dλ 6=
∫ x+2y

x+y

f dλ for all x ∈ R and y > 0

并且存在 a, c ∈ R,b, d > 0使得

(3)
∫ a+b

a

f dλ <

∫ a+2b

a+b

fdλ and
∫ c+d

c

f dλ >

∫ c+2d

c+d

fdλ.

考虑函数

F (t) :=

∫ a+b+t(c+d−a−b)

a+t(c−a)

f dλ−
∫ a+2b+t(c+2d−a−2b)

a+b+t(c+d−a−b)

f dλ, for t ∈ [0, 1].

注意到通过 (3)，我们有 F (0) < 0和 F (1) > 0。此外，由于 f 是有界的，F 是
连续的。因此，存在 t0 ∈ (0, 1)使得 F (t0) = 0。但这意味着∫ a+t0(c−a)+b+t0(d−b)

a+t0(c−a)

f dλ =

∫ a+t0(c−a)+2(b+t0(d−b))

a+t0(c−a)+b+t0(d−b)

f dλ,

这与假设 (2)相矛盾，因为 a+ t0(c− a) ∈ R和 b+ t0(d− b) = (1− t0)b+ t0d >

0。 �

接下来，我们回顾勒贝格密度定理；对于一个初等证明，请参见，例如，[15,
Appendix D]。

引理 2 (勒贝格密度定理). 设 A ⊂ R。则对于几乎所有 a ∈ A（在勒贝格测度
意义上）我们有

lim
r↓0

λ(A ∩ (a− r, a+ r))

2r
= 1.

现在我们准备好证明在勒贝格设置中加性平方是无法避免的。

定理 1的证明. 证明是对 f 的值的数量进行归纳。如果 f : R → {v1}，就没有需
要做的事情。现在假设对于某些 t ≥ 2的所有 f : R → {v1, . . . , vt−1}该定理已
被证明。设 f : R → {v1, . . . , vt}。经过一个线性变换，我们可以假设 0 = v1 <

v2 < · · · < vt = 1。令 A1, . . . , At为 v1, . . . , vt的原像。我们可以假设 λ(Ai) > 0

对所有 i成立，否则我们可以使用归纳假设。我们想要证明存在 x ∈ R,y > 0，
使得

(4)
∫ x+y

x

f dλ =

∫ x+2y

x+y

f dλ.
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假设对于所有 x, y,(4)不成立。那么根据引理 1，我们可以不加一般性地假设

(5)
∫ x+y

x

f dλ >

∫ x+2y

x+y

f dλ for all x ∈ R and y > 0.

由于 λ(A1) > 0，必须存在 n ∈ Z使得 λ(A1 ∩ [n, n+ 1]) > 0。假设 w.l.o.g. 为
n = 0，即 λ(A1 ∩ [0, 1]) > 0。由 (5)我们有

∫ 2

1
f dλ >

∫ 3

2
f dλ ≥ 0, 所以我们设∫ 2

1

f dλ =: c > 0.

由于 λ(A1 ∩ [0, 1]) > 0，引理 2表明存在 x ∈ (0, 1)和 r > 0使得

λ(A1 ∩ (x− r, x+ r)) ≥ 2r(1− c

6
).

现在令 I = [a, b] := [x− r, x+ r]。然后上述不等式变为 λ(A1 ∩ I) ≥ |I|(1− c
6
)，

由于 A1是 0的原像，我们得到∫
I

f dλ ≤ 0 · λ(A1 ∩ |I|) + 1 · (|I| − λ(A1 ∩ |I|)) ≤ c

6
· |I|.

设 d := |I| 并考虑由 Ik := [a + kd, b + kd] 给出的区间 I 的平移，对于 k =

0, 1, 2, . . .。由 (5)，我们有∫
I

f dλ =

∫
I0

f dλ >

∫
I1

f dλ >

∫
I2

f dλ > . . . .

令 N 为与 [1, 2]相交的区间 Ik 的数量。然后

N ≤ d1/|I|e+ 1 ≤ 3

|I|
.

假设 Ik0
, Ik0+1, . . . , Ik0+N−1是与 [1, 2]相交的区间。那么我们有

c =

∫ 2

1

f dλ ≤
∫
Ik0

f dλ+ · · ·+
∫
Ik0+N−1

f dλ

≤ N ·
∫
I

f dλ ≤ 3

|I|
· c · |I|

6
=

c

2
;

一个矛盾。 �
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