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关于矩阵代数和具有一般作用的代数的 PI指数

THIAGO CASTILHO DE MELLO AND FELIPE YUKIHIDE YASUMURA

献给 César Polcino Milies教授八十岁生日。

摘要. 我们计算系数在一个结合代数中的矩阵环的 PI 指数。作为
结果，我们证明了以下结论。设 R是一个具有正 PI指数的 PI-代
数。如果MnR和MmR满足相同的多项式恒等式集，则 n m。我
们提供了该结果在R不是 PI或零指数时失效的例子。对于某些定
义在特征为零的代数闭域上的广义作用下的有限维代数，我们也得
到了相同的结果。

1. 介绍

我们旨在回答在 [4]中提出的问题：给定一个结合代数 R，如果
Mn(R)和Mm(R)满足相同的多项式恒等式，那么是否为真 m = n？
为了给出肯定的回答，我们依赖于 Giambruno 和 Zaicev 关于 PI-代
数指数的开创性理论。

令 A是一个在特征为零的代数闭域上的结合 PI-代数。Id(A)表
示自由结合代数 F〈X〉中 A的所有多项式恒等式的集合。我们定义了
通过

cm(A) = dim (Pm/Pm ∩ Id(A)) , m ∈ N.

的 A的余维数序列。A的 PI-指数是

exp(A) = lim
m→∞

m
√
cm(A).

Giambruno和 Zaicev在 20世纪初的一个著名结果（见 [5]，也可参考
专著 [6]）计算了有限维结合的 Z2-分次代数的 PI指数。更准确地说，
设 B是一个有限维的关联 Z2-分次代数。B的格拉斯曼包络是G(B) =
B0 ⊗G0 ⊕ B1 ⊗G1，其中 G = G0 ⊕G1是赋予自然 Z2-分次的无限维
Grassmann代数。令 B = S+J(B)为 B的Wedderburn-Malcev分解，
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即 J(B)是其 Jacobson根基，并且 S 是一个半单的 Z2-分次代数，使
得 S ∩ J(B) = 0。写出 S = B1 ⊕ · · · ⊕ Br，其中每个 Bi都是一个分级
简单的 Z2-分级代数。一个介于 1和 r 之间的不同整数序列，比如说
I = (i1, . . . , is)，是可容许的如果 Bi1J(B)Bi2J(B) · · · J(B)Bis 6= 0。然
后（见 [6, Proposition 6.5.1]）

exp(G(B)) = max {dim(Bi1 ⊕ · · · ⊕ Bis) | I = (i1, . . . , is) is admissible} .

最后，Kemer的理论指出，对于每个结合 PI-代数 A，都存在一个有
限维的 Z2-分次代数 B使得 Id(A) = Id(G(B))（见 [10]，另见 [1]）。因
此，特征为零的域上的任何结合代数的 PI指数存在且是一个整数。

值得一提的是，上述结果被推广到几个情境中。例如，我们提及
[8, 7]，其中在具有广义作用的代数（见下定义）背景下获得了相同类
型的结果，这包括分级代数和带有对合的代数。

在这篇论文中，我们证明了对于一个结合的PI-代数R，有 exp(Mn(R)) =

n2exp(R)。作为结果，如果R是一个具有正指数的PI-代数，则对在 [4]
中提出的问题给出了肯定的回答。此外，我们还证明了 expH⊗K(A ⊗
S) = expH(A) ·dimS，其中A是一个赋予广义H-作用的有限维代数，
在一些附加条件下，而 S 是一个具有单位中心的 K-单有限维代数。

2. 主要结果

每个向量空间和代数都定义在一个特征为零的固定域上 F。
以下已知结果将是必要的：

引理 1 ([1, Theorem 7.2.3]). 令 Ai,Bi 为满足 Id(Ai) = Id(Bi)的 F-代
数，对于 i = 1, 2。然后 Id(A1 ⊗A2) = Id(B1 ⊗B2)。特别是对于每个
n ∈ N，Id(Mn(A1)) = Id(Mn(B1))。

我们的主要结果如下：

定理 2. 设 A是一个结合代数，n ∈ N。那么

exp(Mn(A)) = n2exp(A).

证明. 如果 A不是 PI-代数，那么Mn(A)也不是 PI-代数，因为它包
含了一个 A的副本通过 a 7→ diag(a, a, . . . , a)。因此，在这种情况下，
我们得到了指数的相等性。因此，我们可以假设 A是一个 PI-代数。
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令 B是一个有限维的 Z2-分次代数，使得 Id(A) = Id(G(B))。令
B = B0 ⊕ B1是其在齐次子空间中的分解。代数Mn(B)是通过

Mn(B)i =Mn(Bi).

进行 Z2-分级的注意 G(Mn(B)) =Mn(G(B))。此外，从定理 1可知

Id(Mn(A)) = Id(Mn(G(B))) = Id(G(Mn(B))).

设 B = S + J(B)为其Wedderburn-Malcev分解，其中 S 是 Z2-分级
半单的。由于 B是有限维的，其 Jacobson根是一个幂零理想。因此，
J :=Mn(J(B))是一个幂零分级理想。此外，

Mn(B)/J ∼= Mn(S) ∼= Mn(F)⊗ S

是半单的。因此，J 是Mn(B)的雅各布森根。因此，

Mn(B) =Mn(S) + J

是Mn(B)的Wedderburn-Malcev分解。令

S = B1 ⊕ · · · ⊕ Bt

为作为 Z2-分级单代数的直和分解的 S。令 Bi1 ⊕ · · · ⊕ Bir ⊆ S 满
足 Bi1J(B) · · · J(B)Bir 6= 0。这意味着我们可以找到 bj ∈ Bij 和 u1，
…，ur−1 ∈ J(B)使得 u′ = b1u1 · · ·ur−1br 6= 0。注意Mn(Bi1) ⊕ · · · ⊕
Mn(Bir) ⊆Mn(S)。现在，

(b1e11)(u1e11) · · · (ur−1e11)(bre11) = ue11 6= 0.

因此，Mn(Bi1)J · · · JMn(Bir) 6= 0。从而，

exp(G(Mn(B))) ≥ n2exp(G(B)).

另一方面，从 [6, Theorem 4.2.5]可知

cm(Mn(G(B)) ≤ cm(Mn(F))cm(G(B)),

对于所有的 n ∈ N。这意味着，

exp(Mn(G(B))) ≤ exp(Mn(F))exp(G(B)) = n2exp(G(B)).
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结合这两个不等式，我们得到

exp(Mn(A)) = exp(G(Mn(B))) = n2exp(G(B)) = n2exp(A).

证明完毕。 �

一般而言，两个 PI-代数的张量积的指数并不等于它们各自指数
的乘积。

示例 1. 设A = UT2(F)。我们知道 exp(A) = 2。此外，A⊗A ∼= I(X)，
其中 I(X)是偏序集 X = {1, 2, 3, 4}的关联代数，其中 1 ≤ 2, 3 ≤ 4。
换句话说，

UT2 ⊗ UT2 =




∗ ∗ ∗ ∗

∗ 0 ∗
∗ ∗

∗


 .

一方面，J(UT2 ⊗ UT2)
3 = 0，所以 exp(UT2 ⊗ UT2) ≤ 3。另一方面，

UT2 ⊗UT2的半单部分是对角矩阵的集合，这与基域的四个副本的和
同构。此外，e11e12e22e24e44 6= 0，因此序列 I = (1, 2, 4)是可容许的。
因此，exp(UT2 ⊗ UT2) = 3。

作为我们的结果的推论，我们得到：

推论 3. 设R是一个 PI-代数，带有 exp(R) ≥ 1（例如，R是单位的）。
那么 Id(Mr(R)) ⊆ Id(Ms(R))当且仅当 r ≥ s。特别地，Id(Mr(R)) =

Id(Ms(R))当且仅当 r = s。

证明. 如果 r ≤ s，则可以通过

A 7→

(
A 0

0 0

)
.

将Mr(R)嵌入到Ms(R)中。因此，Id(Ms(R)) ⊆ Id(Mr(R))。另一方
面，如果 Id(Ms(R)) ⊆ Id(Mr(R))，那么我们有 exp(Mr(R)) ≤ exp(Ms(R))。
从之前的定理可知，有 r2exp(R) ≤ ssexp(R)。由于 exp(R) 6= 0，从
而得到 r ≤ s。 �

接下来的两个示例表明声明中提出的条件是必不可少的。
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示例 2. 条件 exp(R) > 0在定理 3中是必不可少的。事实上，设R是
一个无限维向量空间，并在R上定义零乘积，即R2 = 0。由于R是
幂零的，显然有 exp(R) = 0。然后，Mn(R)是一个无限维代数其中
Mn(R)2 = 0。两个赋有零乘积的代数之间的代数同构只是向量空间同
构。Mn(R)的维度与R的维度相同。因此，对于任意m，n ∈ N，有
一个Mn(R) ∼= R ∼= Mm(R)。

示例 3. R是定理 3中的 PI-代数的条件也是必不可少的。例如，设V是
一个具有可数基底的无限维向量空间，并且设R = V ⊗V∗ ⊆ EndF(V)
是有限秩线性算子的子代数。那么，对于任意m，n ∈ N，都有

Mn(R) ∼= R ∼= Mm(R).

备注 1. 令 R为一个单位 PI-代数。注意 R具有正的 PI指数。然后，
定理 3告诉我们Mn(R) ∼= Mn(R)蕴含m = n。

鉴于定理 3，我们得到：

推论 4. 令R是一个有单位元的 PI-代数。那么R是一个 IBN（不变
基数）环。

证明. 假设 Rm ∼= Rn 作为 R模，对于某个 m,n ∈ N。回忆一下，R
模的同构 V → W 意味着代数同构 EndR(V) → EndR(W)。此外，由
于R是单位的，我们得到一个代数同构 EndR(Rn) ∼= Mn(R)。因此，

Mm(R) ∼= EndR(Rm) ∼= EndR(Rn) ∼= Mn(R).

从定理 3，我们得到 n = m。故，R是一个 IBN环。 �

备注 2. 先前的结果是已知的：设R是一个具有一元的 PI-环。那么，
存在一个极大理想 I ⊆ R。因此，R/I 是一个简单的 PI-环。根据
Kaplansky 定理，每个简单的 PI-环都是一个简单的 Artinian 环。从
而，R/I是一个 IBN环。由于我们有一个具有一元的同态R → R/I，
我们得到R是一个 IBN环（参见例如 [11, Remark 1.5]）。

3. 主要结果的推广

在本节中，我们将上一节的构造扩展到赋予了一般化 H-作用的
有限维结合代数的背景下。
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3.1. 广义的 H-作用. 令 H 是一个结合代数。我们说一个结合代数 A
被赋予了一个广义的 H-作用，如果存在一个（单位）代数同态 H →
EndF(A)，使得对于每个 h ∈ H，存在 h′i,h′′i ,h′′′i ,h′′′′i ∈ H 满足

h(ab) =
∑
i

h′i(a)h
′′
i (b) + h′′′i (b)h

′′′′
i (a), ∀a, b ∈ A.

H-作用的例子包括群的分级、对合和 Hopf代数的作用（参见例如 [2]）。
H-理想是A在H作用下的理想不变量。我们说A是H-简单，如

果它是 A2 6= 0并且不包含任何非平凡的 H-理想。我们说，如果两个
非零 H-理想的乘积仍然是非零的，则 A是 H-素的。显然每个 H-单
代数都是H-素的。一个H-代数A被称为中央，如果它是单位的并且
Z(A) = F。

我们继续提供自由 H-代数的构造。设 X = {x1, x2, . . . , }并考虑
由 {xhi | h ∈ H, i ∈ N} 自由生成的自由结合代数。我们将商记为
FH〈X〉，其中包含所有形式为 xλh1+h2i − λxh1i − xh2i 的关系。然后，给
定一个赋有广义H-作用和映射X → A的代数A，存在唯一的代数同
态 f : FH〈X〉 → A使得 f(xhi ) = h · f(xi)，∀h ∈ H 和 i ∈ N。我们记

IdH(A) =
⋂

ψ∈Hom(FH〈X〉,A)

Kerψ,

为 A的所有 H-多项式恒等式。
对于每个 n ∈ N，令

PH
n = Span{xh1σ(1) · · ·x

hn
σ(n) | h1, . . . , hn ∈ H, σ ∈ Sn},

为所有多重线性 H-多项式的空间。然后，我们设置

cHn (A) = dimPH
n /PH

n ∩ IdH(A), n ∈ N.

H 指数被定义为

expH(A) = lim
n→∞

n
√
cHn (A),

只要极限存在。H-指数的存在性由 Gordienko证明（见 [7]），在以下
情况下。设A是一个有限维非幂零代数，其上有一个广义的H 作用，
并且该代数定义在一个特征为零的代数闭域上。假设 J = J(A)是H-



关于具有广义作用的代数的 PI-指数 7

不变的，并且是 A = B + J(A)，其中 B = B1 ⊕ · · · ⊕ Bq 是 H-简单代
数的直和。然后，[7, Theorem 5]告诉我们 expH(A)存在并且与

(1) max {dim(Bi1 ⊕ · · · ⊕ Bir) | Bi1J · · · JBir 6= 0} .

一致

3.2. 一些引理. 在本节中，我们的目标是证明一个中心H-单代数与一
个带单位的K-单代数的张量积是 H ⊗K-单的。这是经典理论的一个
推广，我们将以书籍 [3]为基础建立我们的理论。

我们用 Ĥ 表示 H 的单位化，即如果 H 是单体的，则为 Ĥ = H，
如果是非单体的 H，则为 Ĥ = F1 ⊕H，其中 1作为单位元作用。很
明显，每个带有广义 H-作用的代数都有一个自然的广义 Ĥ-作用。此
外，理想是 H-理想当且仅当它是 Ĥ-理想。此外，很明显一些性质得
以保持，例如，H-简单性等价于 Ĥ-简单性；H-素性等价于 Ĥ-素性，
等等。

引理 5. 令，A，B，H，K 为结合代数，并假设 A具有广义 H-作用
且 B具有广义 K-作用。然后，A⊗F B有一个广义的 Ĥ ⊗F K̂-作用。

证明. 注意，我们有一个由两个同态的张量积和自然嵌入组成的代数
同态：

Ĥ ⊗F K̂ → EndF(A)⊗F EndF(B) → EndF(A⊗F B).

容易验证这个组合满足获得广义 Ĥ ⊗ K̂作用在A⊗B上的条件。 �

特别地，A⊗B具有一个广义的H ⊗K-作用，并且H 和K 分别
通过 H ⊗ IdB 和 IdA ⊗K 作用于 A⊗ B。

引理 6. 设 A是在代数闭域 F上一个 H-单模，并且 f : A → A是一
个 A-双模的 H-线性同态。然后，存在一个 λ ∈ F，使得 f(x) = λx，
对于每个 x ∈ A。

证明. 令 E ⊆ EndF(A)为由 A的所有左乘和右乘以及 H 的像生成的
子代数。然后，A是一个简单的 E-模，而 f 是一个 E-自同态。由于A
是有限维的且 F是代数闭合的，Schur 引理给出 f ∈ F。 �
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引理 7. 设 A是在代数闭域 F上的有限维 H-单代数。令 a，b ∈ A满
足 (h · a)xb = (h · b)xa，对于所有的 x ∈ A和 h ∈ H ∪ {IdA}。那么，
{a, b}是线性相关的。

证明. 假设 a 6= 0，并考虑由∑
xi(hi · a)yi 7→

∑
xi(hi · b)yi, xi, yi ∈ A.

给出的映射 f : A → A。该映射是良定义的。事实上，假设
∑
xi(hi ·

a)yi = 0。然后，对于每个 x ∈ A，都有

0 =
∑

xi(hi · a)yixb =
∑

xi(hi · b)yixa =
(∑

xi(hi · b)yi
)
xa.

由于A是H-素元，得到
∑
xi(hi · b)yi = 0。现在，很明显 f 是一个H-

线性双模同态。因此，f(x) = λx，∀x ∈ A对于某些 λ ∈ F（定理 6）。
特别是对于任意的 x，y ∈ A，

xby = f(xay) = λxay.

这给出了 b = λa。 �

以下对我们而言并非必要；然而，它本身是有趣的，并且是经典
情形到广义 H-作用情况的直接推广。

命题 8. 设A是在代数闭域F上的一个有限维H-单代数，并且 {a1, . . . , am} ⊆
A是一个 F-线性无关集。设 b1，…，bm ∈ A满足

m∑
i=1

aix(h · bi) = 0, ∀x ∈ A, h ∈ H ∪ {IdA}.

然后，b1 = · · · = bm = 0。

证明. 证明将通过归纳法进行，基数为m。如果m = 1，则结果成立，
因为 A是 H-素数。所以，设m > 1并假设 bm 6= 0。然后，

m∑
i=1

ai(x(h · bm)y)bi = 0, ∀x, y ∈ A,∀h ∈ H ∪ {IdA}.

然而，对于每个 x ∈ A，都有 amx(h · bm) = −
∑m−1

i=1 aix(h · bi)。因此，
m−1∑
i=1

aix((h · bm)ybi − (h · bi)ybm), ∀x ∈ I, y ∈ I ′.



关于具有广义作用的代数的 PI-指数 9

通过归纳，对于每个 i = 1, 2, . . . ,m−1，都有 (h · bm)ybi− (h · bi)ybm =

0，∀y ∈ A。从定理 7，bi = λibm，对于某个 λi ∈ F，对于每个 i =

1, . . . ,m− 1。设 λm = 1。因此，得到
∑m

i=1(λiai)xbm = 0，对于每个
x ∈ A。由于 bm 6= 0和 A是 H-素数，从而得到

∑m
i=1 λiai = 0，这产

生了矛盾。 �

定理 9. 设 A是一个有限维的H-单代数，而 S 是一个中心的K-单代
数，它们都是定义在一个代数闭域 F上。然后，A⊗FS是一个H⊗FK-
单代数。

证明. 令 I ⊆ A⊗S是一个非零H⊗K-理想。令 0 6= x =
∑k

i=1 ai⊗si ∈
I使得 k是极小的。我们可以假设 {s1, . . . , sk}是 F-线性无关的。然后，

I 3 (akr ⊗ 1)((h⊗ IdS) · x)− x(r(h · ak)⊗ 1)

=
k−1∑
i=1

(akr(h · ai)− air(h · ak))⊗ si, ∀r ∈ A,∀h ∈ H.

由 k 的最小性，这样的元素必须是 0。由于 {s1, . . . , sk−1} 是线性无
关的，air(h · ak) = akr(h · ai),∀r ∈ A,∀h ∈ H，并且对于每个 i =

1, . . . , k − 1。从定理 7可知，对于某个 λi ∈ F，有 ai = λiak。因此，
我们得到 k = 1。从而存在一个非零元素 a0 ⊗ s0 ∈ I。

现在，我们将证明 I = A⊗S。由于 A是 H-单的，从而有 Â(H ·
a)Â = A，其中 Â 是 A的单位化。因此，

(2) ∀a ∈ A, a⊗ s0 ∈ (Â ⊗ 1) ((H ⊗ IdS) · (a0 ⊗ s0)) (Â ⊗ 1) ⊆ I.

现在，由于 S是单值的且K-单的，我们可以找到 ui，vi ∈ S和 ki ∈ K

使得
∑n

i=1 ui(ki · s1)vi = 1。由于 A是H-单的，Aa0A 6= 0。因此，我
们可以找到 x，y ∈ A使得 xa0y 6= 0。最后，

I 3
n∑
i=1

(x⊗ ui) ((IdA ⊗ ki) · (a0 ⊗ s0)) (y ⊗ vi)

= xa0y ⊗

(
n∑
i=1

ui(ki · s0)vi

)
= xa0y ⊗ 1.

从 (2)，我们得到 a⊗ 1 ∈ I，对于所有 a ∈ A。这给出了 I = A⊗F S。
证明完毕。 �
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3.3. 广义主要结果. 我们已经完成了所有步骤来陈述我们的主要结果
的一个（部分）推广。

定理 10. 我们令 H 和 K 为酉结合代数，令 A为具有广义 H-作用的
有限维结合代数，S 为具有广义K-作用的酉有限维结合代数，其中 S
是中心化的，K 是单的，所有这些都在特征为零的代数闭域 F上。假
设 J(A)是 H 不变的，并且 A是其 H 半单部分与 J(A)之和。那么，

expH⊗FK(A⊗F S) = dimS · expH(A).

证明. 存在 A = (B1 ⊕ · · · ⊕ Bm) + J(A)，其中每个 Bi都是 H-单且有
限维的。从定理 5，A⊗ S 有一个 H ⊗K 作用。此外，有

A⊗ S = (B1 ⊗ S ⊕ · · · ⊕ Bm ⊗ S) + J(A)⊗ S.

显然每个 Bi⊗S 都是一个H ⊗K-子代数，并且它是H ⊗K-单的（定
理 9）。另外，J(A) ⊗ S 是一个 H ⊗K-理想并且它是幂零的。因此，
证明步骤与定理 2的证明相同，即 Bi1J(A) · · · J(A)Bit 6= 0当且仅当
(Bi1 ⊗S)(J(A)⊗S) · · · (J(A)⊗S)(Bit ⊗S) 6= 0。然后，我们使用公式
(1)。 �

作为前面定理的特例，我们有：

推论 11. 令 A是一个在特征为零的代数闭域上的有限维结合代数。

(1) 设 G是一个阿贝尔群，并考虑一个有限维的单位 G-分级单代
数 S 和在A上的一个G-分级。然后，A⊗F S 通过 (A⊗ S)g =∑

g1g2=g
Ag1 ⊗ Sg2 是 G阶的，且

expG(A⊗F S) = dimS · expG(A).

(2) 设 G1和 G2是（不一定是交换的）群，并考虑一个 G1-分级在
A上和一个有限维单位 G2-分级单代数 S。然后，A⊗F S 通过
(A⊗ S)(g1,g2) = Ag1 ⊗ Sg2 被赋予 G1 ×G2级，且

expG1×G2(A⊗F S) = dimS · expG1(A).

(3) 设 S 是一个有限维的带有单位元的 ∗-单结合代数，并且带有
对合，而 A被赋予了一个使得 A = B + J(A)成立的对合，其
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中 B是 ∗-半单的。然后，A⊗F S 通过 (a⊗ s)∗ = a∗ ⊗ s∗有一
个对合，并且

exp∗(A⊗F S) = dimS · exp∗(A).

(4) 设H是一个霍普夫代数，其反同态的平方是恒等映射。假设A
配备了一个 H-作用，并且 S 是一个有限维单位结合代数，配
备了一个H-作用，在这个作用下它是H-单的。然后，A⊗F S
有一个 H-作用，并且

expH(A⊗F S) = dimS · expH(A).

证明. 为了应用定理 10，只需证明 J(A)在额外结构下是不变的。情
况（1）和（2）由 [8, Corollary 3.3]得出（也由 [9, Theorem 2.1]得出）。
情况（3）是显然的。情况（4）是 [8, Theorem 3.2]。 �

对于系数在一个代数中的矩阵代数的特殊情况，我们有：

推论 12. 令 A是一个在特征为零的代数闭域上的有限维结合代数和
n ∈ N。

(1) 假设G是一个交换群，且A和Mn(F)被赋予了G-分级。然后，
Mn(A)是 G-阶的并且

expG(Mn(A)) = n2expG(A).

(2) 假设 A和Mn(F)装备有对合，使得 A = B + J(A)中 B是 ∗-
半单。然后，Mn(A)有一个对合，并且

exp∗(Mn(A)) = n2exp∗(A).

(3) 设 H 是一个霍普夫代数，其反元素的平方是恒等变换，并假
设 A和Mn(F)被赋予了 H 作用。然后，Mn(A)具有一个 H-
作用，并且

expH(Mn(A)) = n2expH(A).

证明. 注意 S =Mn(F)是一个中心单结合代数。因此，当赋予额外结
构时，它将保持为中心且单的。结果是前一推论的一个特例。 �
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