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无穷多个对 Lovász猜想的反例

Aida Abiad∗† Frederik Garbe‡ Xavier Povill§

Christoph Spiegel¶

Abstract

受 Ryser 著名猜想的启发，该猜想将最大匹配与 r分部 r一致超图中的最

小顶点覆盖联系起来，Lovász 提出一个更强的猜想。它指出，通过移除 r− 1

个顶点，总是可以减少匹配数。Clow、Haxell 和 Mohar 最近利用一个阶数为
102的 3正则图的线图，反驳了该猜想在 r = 3上的成立。在此基础上，我们

描述了一个基于广义彼得森图的简单无穷反例族，针对 r = 3的情况，并给出

了 r = 4的具体反例。

1 介绍

令H为一个 r-一致的超图。匹配数 ν(H)是成对不相交边的最大数量，而顶点

覆盖数 τ(H) 是与 H 的每条边都相交的顶点集的最小基数。此外，我们说如果存

在一个划分顶点集的H，VH = V1 ∪ · · · ∪ Vr，使得对于每一个 e ∈ EH 和 1 ≤ i ≤ r

都有 |e ∩ Vi| = 1成立，则 H 是 r-部分的。从上述定义立即得出

ν(H) ≤ τ(H) ≤ r ν(H).

一般而言，这两个不等式很容易被证明是紧的。然而，在特定情况下，对于 r-部
H，Ryser猜想（首次明确陈述于 Henderson 1971年的论文 [19]中）为

τ(H) ≤ (r − 1) ν(H).
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对于 r = 2，这是由于 Kőnig定理成立的。除此之外，该猜想仅知对情况 r = 3 [2]
以及超图的特殊族 [15, 5]成立。

Ryser猜想的一个潜在证明策略包括通过迭代移除 r − 1个顶点来构造顶点覆

盖，以减少匹配数。Lovász在他 1975年的博士论文 [24]中以及后来通过 Füredi在
1988年的一篇综述 [16]中普及的观点认为，实际上应该可以实现这一点。

猜想 1. （Lovász）如果 H 是一个 r部 r均匀超图，并且包含至少一条边，那么存

在一组 r − 1个顶点，删除这组顶点可以减少其匹配数。

Figure 1: 3-正则广义彼得森图 GP(11, 2)，该图有 22个顶点，其线超图是 Lovász
猜想的反例对于 r = 3。它推广到无限族图 GP(5k + 11, 2)，其线超图是 Lovász猜
想的反例对于 r = 3和任何 k ≥ 0。

情况 r = 2也遵循Kőnig定理，因为从最小顶点覆盖中移除任何顶点都会创建
一个具有减少一个顶点覆盖数的图，因此匹配数也会减少一个。

然而，尽管 Aharoni[2]的结果如此，这个猜想直到最近对于 r = 3仍然悬而未

决。事实证明，理由充分：Clow、Haxell 和 Mohar [8]找到了两个针对情况 r = 3

的反例，即 Biggs-Smith 图和 F168D1 的线超图，这两个三次图的阶数分别为 102

和 168。几个自然的问题随之产生：

1. 是否可以构造一个无限的反例族？[8, Question 4.1]

2. 是否存在任何 r ≥ 4的反例？[8, Question 4.2]

3. 这两个图的性质，特别是它们不是凯莱图这一点，与此应用相关吗？[8, Ques-
tion 4.4]。

我们对第一个问题给出了肯定的回答，通过证明广义彼得森图的线超图GP(5k+
11, 2)构成了这样一个无限族系，对于任意的 k ≥ 0。请注意，这个家族中的最小
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Figure 2: 4-正则图 CGP(2,Z35; 5, 7; 15, 0) 在 70个顶点上，其线超图是针对 r = 4

的 Lovász 猜想的反例。

反例是来自一个阶数为 22的三次图的阶数 33，参见图 1，这使得它比大吉斯-史密
斯图的线超图显著更小且更容易分析。

定理 2. 存在一个无限的三次图族，其线超图是 Lovász猜想对于 r = 3的反例。

我们也对第二个问题给出了初步的回答，通过提供几种具体的反例来说明下

一个情况 r = 4，这些反例如同来源于正则图的线超图一样得出。这些构造要描述

起来复杂得多，并且其中最小的一个阶数为 140，源自一个四次图的阶数 70，请

参见 Figure 2。

定理 3. 存在四次图的线超图是 Lovász猜想对于 r = 4的反例。

我们还可以回答第三个问题：虽然我们使用的广义彼得森图不是凯莱图，但我

们确实找到了一个具体的顶点数为 36的三次凯莱图的例子，见图 3，以及一个顶
点数为 96的四次凯莱图。此外，虽然 Biggs-Smith图和 F168D都是边传递的（而
且 Biggs-Smith图也是距离传递的），我们的例子都不是这样的。Biggs-Smith图和
F168D也是哈密顿图，而我们无限族中的成员 GP(5k + 11, 2)在 k ≡ 0 mod 6时

不是哈密顿图。

最后，我们注意到我们找到的所有示例都不与 Ryser的猜想矛盾，甚至都不是
其极端情况，这个问题本身也是相关的 [1, 18] 。对于 r = 3而言这是不足为奇的，

因为在这种情况下 Haxell、Narins和 Szabó [18]证明了 Ryser猜想的所有极端图也
满足 Lovász的猜想。我们对 r = 4的反例仍然成立这一事实表明，这种现象可能

适用于任何均匀性。

1一个图表 6字符串和 F168D图的一些性质可以在 http://atlas.gregas.eu/graphs/65找到。
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Figure 3: 一个 3正则的凯莱图在 Z36 中，其线超图是 Lovász猜想在 r = 3上的

反例。

概述。第 2节回顾了关于 r-一致超图、线超图以及我们将广泛使用的关键独立数引
理的基本概念。第 3节介绍了广义 Petersen图的家族 GP(n, 2)，并证明了它们的
线超图形成了无穷多对 Lovász猜想在 r = 3上的反例，从而建立了定理 2。第 4节
构造了第一个四次反例，建立了定理 3，并解释了用于找到这些反例的计算搜索方
法。最后，第 5节提供了简短的结论性评论和开放问题。

2 预备知识

一个线超图 L = L(G) 的 r-正则图 G被定义为一个 r-一致超图，其顶点集是
EG，且其超边对应于在G中的关联集合，即 VL = EG和 ev = {e1, . . . , er} ∈ EL当且

仅当 {e1, . . . , er}是一个顶点 v ∈ VG的所有相关联的边的集合。注意 ν(L) = α(G)，

其中 α(G)表示独立数的 G。

建立我们结果所需的主要工具是以下引理，该引理首次隐含地陈述于案例 r =

3中，在 [8, Lemma 2.2]，并给出了条件 G，在此条件下线超图 L是对 Lovász猜想
的一个反例。我们为了完整性包括了一个简短的证明。

引理 4. 设 G是一个满足以下两个性质的 r-正则图：

(i) G 是 r-边可着色的。

(ii) 删除任何 r − 1边及其顶点不会减少独立数。

那么图 G的线超图 L是对猜想 1的一个 r-一致反例。

Proof. 首先注意，对于任何 r-正则图 G

ν(L) ≤ α(G) . (1)
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为了证明这一点，设 S(v) = {e ∈ EG | v ∈ e}表示给定顶点 v 的所有关联边的集

合。根据线超图的定义，L中的任何匹配M ⊆ EL都可以写成M = {S(v) | v ∈ I}
的形式，其中 I ⊆ VG是G中的一些顶点集合。由于M 是一个匹配，因此这些 S(v)

两两不相交，并且 I 因此在 G中是一个独立集。

假设现在G满足性质 (i)和 (ii)。注意，L是 r部的，因为G可以通过 (i)进行 r

边着色。令 S ⊆ VL = EG和 |S| = r−1是任意但固定的，并考虑G′ = G− (
⋃

e∈S e)

以及 L′ = L(G′)，并观察到 L′ ⊆ L− S。

我们声称

ν(L′) ≥ α(G) . (2)

为了证明这一点，设 I ⊆ VG 是在 G 中由 (ii) 给出的对于 S 的最大独立集，即

I ∩
(⋃

e∈S e
)
= ∅。对于任意两个不同的顶点 v1, v2 ∈ I，两条关联边的集合 S(v1)

和 S(v2)是不相交的，因此M = {S(v) | v ∈ I}在 L中形成一个匹配。此外，由于
I ∩

(⋃
e∈S e

)
= ∅，每个 S(v)，v ∈ I，都作为超边出现在 L(G′)中，因此 |M | = |I|。

结合 (1)和 (2)，我们得到

ν(L − S) ≥ ν(L′)
(2)
≥ α(G)

(1)
≥ ν(L),

因此 L是对 Lovász 猜想的一个反例。

3 Theorem 2的证明

广义佩特森图于 1950 年由 Coxeter [13] 引入，并在 1969 年由 Watkins [31]
命名。

定义 5. 给定 n ≥ 3和 1 ≤ k ≤ b(n− 1)/2c，广义佩特森图 GP(n, k) 是一个连通三
次图，其顶点集为 VGP(n,k) = {ai | i ∈ Zn} ∪ {bi | i ∈ Zn}，边集为

EGP(n,k) = {aibi | i ∈ Zn} ∪ {aiai+1 | i ∈ Zn} ∪ {bibi+k | i ∈ Zn}.

对于给定的 i ∈ Zn，我们称 Ri := {ai, bi}为第 i级阶梯。对于 i, ` ∈ [n]，我们定义

Si,` :=
⋃i+`−1

i Rj 为从 i开始的 `个连续梯级的并集。

为了证明 Theorem 2，只需构造一组满足来自引理 4的假设的无限族三次图。
我们将展示广义彼得森图GP(5k+11, 2)，其中 k ≥ 0，构成这样的一个无限族。我

们将使用关于 GP(n, 2)的独立数的以下两个已知结构结果。

定理 6. [14, Theorem 2.5] 如果 n ≥ 5，那么 α(GP(n, 2)) = b4n/5c。特别是，
α(GP(5k + 11, 2)) = 4k + 8。
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引理 7. [14, Lemma 2.4] α(GP(n, 2)[Si,5]) ≤ 4对任意的 1 ≤ i ≤ n。

主要步骤封装在以下定理中，该定理验证了 (ii)条件的引理 4。

定理 8. 令 n = 5k + 11对于 k ≥ 0。然后，对于任意两条边 uv, wx ∈ EGP(n,2)，

α(GP(n, 2)− {u, v, w, x}) = α(GP(n, 2))。

Theorem 8的证明将通过对 k进行归纳来完成。n = 11, 16, 21的基本情况可以

通过计算轻易验证。

引理 9. 如果 n ≥ 26，对于任意两条边 uv, wx ∈ EGP(n,2)，存在一个指标 i ∈ [n]

使得 {u, v, w, x} ∩ Si,10 = ∅。

这个引理背后的直觉很简单：GP(n, 2)的每条边都包含在最多 3 个连续梯级
（在 [n]的循环顺序中）的片段中，因此在移除 2 条边后，我们至少剩下 n − 6个

梯级，这些梯级被分成两个连续的片段（或者只有 1 个，如果这两条边重叠了梯
级）。因此，如果 n− 6 ≥ 19，其中一个片段的长度至少为 10。现在我们将提供一
个更严谨的证明。

Proof. 给定一个顶点 z ∈ GP(n, 2)，令 r(z)表示 ”z的步”，即满足 z ∈ Ri的 i ∈ [n]。

由 GP(n, 2)的对称性，我们可以假设 w.l.o.g. r(u) = min{r(s) | s ∈ {u, v, w, x}} =

1。然后 r(v) ∈ {1, 2, 3}。此外，我们可以假设 w.l.o.g.，r(w) ≤ r(x)。

1。情形：r(w) > n/2。那么 r(x) > n/2和 I ∩ {r(s) | s ∈ {u, v, w, x}} = ∅对于
I := {4, · · · , n/2}。因此，我们可以取 i = 4作为所需的指数，因为 |I| ≥ 10对于

n ≥ 26。

2. 情形：r(w) ≤ n/2。然后 r(x) ≤ n/2+2并且进而 I ∩{r(s) | s ∈ {u, v, w, x}} = ∅
对于 I := {n/2+ 3, · · · , n}。因此，我们可以取 i = n/2+ 3作为所需的指标，因为

|I| ≥ 10对于 n ≥ 26。

Theorem 8的证明. k = 0, 1, 2的情况通过计算搜索得到验证。假设对于某个 k ≥ 2

该陈述为真，我们将证明该陈述对于 k+1也为真。设 n = 5(k+1)+11，并选择两

条任意的边 uv, wx ∈ EGP(n,2)。由于 n ≥ 26，由引理 9我们可以找到一个 i ∈ [n]使

得 {u, v, w, x} ∩ Si,10 = ∅。通过循环地移动梯级的标签，我们可以假设 i = n− 9。

考虑图 G̃，其顶点为 V (G̃) :=
⋃n−5

i=1 Ri，并由GP(n, 2)诱导的边以及边 an−5a1、

bn−5b2和 bn−6b1组成。由于 G̃ ∼= GP(5k+11, 2)并且根据归纳假设，存在一个独立

集 Ĩ ⊆ V (G̃)，使得 {u, v, w, x} ∩ Ĩ = ∅和 |Ĩ| = 4k + 8。

由引理 7，Ĩ 最多只能与 Rn−9, . . . , Rn−5 中的 4个相交。令 i0 ∈ [n − 9, n − 5]

为这样的，使得 Ri0 ∩ Ĩ = ∅。我们将按照以下方式构造一个大小为 |I| = 4k + 12

的独立集 I ⊆ V (G)：
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(i) 对于所有满足 z ∈ S1,i0 的 z ∈ Ĩ，将 z添加到 I。

(ii) 对所有满足 i > i0的 ai ∈ Ĩ，将 ai+5加到 I 上。

(iii) 对所有满足 i > i0的 bi ∈ Ĩ，将 bi+5加到 I 上。

(iv) 将 ai0+1、bi0+2、bi0+3和 ai0+4加到 I 中。

由于 {u, v, w, x} ⊆ S1,i0 ,Ĩ ∩ {u, v, w, x} = ∅ 和 I ∩ S1,i0 = Ĩ ∩ S1,i0，我们有 I ∩
{u, v, w, x} = ∅。此外，I 是 G中的一个独立集。确实，I ∩ S1,i0 是 G[S1,i0 ]中的

一个独立集，因为它仅包含在 (i)中选择的顶点。I ∩ Si0,5是 G[Si0,5]中的一个独立

集，因为它只包含在 (iv)中选择的顶点。I ∩ Si0+5,(n−i0−5+1) 是 G[Si0+5,(n−i0−5+1)]

中的一个独立集，因为它只包含在 (ii)和 (iii)中选择的顶点。因此，剩下的唯一
需要检查的重要边是连接这三个段落的九条边。由于 Ri0 ∩ I = ∅ 和 bi0+1 /∈ I，

三条边中的任意一条 ai0ai0+1, bi0bi0+2和 bi0−1bi0+1都不包含在 I 中。类似地，由于

Ri0+5 ∩ I = ∅和 bi0+4 /∈ I 中没有三条边 ai0+5ai0+6, bi0+5bi0+7以及 bi0+4bi0+6包含在

I 中。最后，由 (ii)和 (iii)可知，边 ana1, bn−1b1 和 bnb2 均不包含在 I 中，否则边

an−5a1、bn−6b1和 bn−5b2之一将包含在 Ĩ 中，这与 Ĩ 在 G̃中是独立的相矛盾。因此

α(GP(n, 2)− {u, v, w, x}) ≥ |I| = 4k + 12 = α(GP(n, 2))。由于删除顶点只能减少
独立数，我们得出结论 α(GP(n, 2)− {u, v, w, x}) = α(GP(n, 2))。

Theorem 2的证明. 我们需要验证，对于 k ≥ 0，GP(5k + 11, 2)的线超图是猜想 1
的一个有效反例。从引理 4可知，只需证明 GP(5k + 11, 2)是三边可着色的，并且

它满足条件 (ii)。3-边可着色性自 20世纪 70年代以来就已经为人所知 [6]，条件 (ii)
跟随于 Theorem 8。

4 额外的反例

现在我们来描述上一节中未提到的额外反例。所有图的性质已经通过计算得

到了验证。为了描述它们，让我们定义以下一组 3-和 4-正则图。

定义 10. 给定m ≥ 2，某个有限乘法群G，元素 ki ∈ G \ 0满足 ki 6= (ki)
−1，以及

对于 i ∈ Zm的 ci ∈ Zm，凯莱广义彼得森图 CGP(m,G; ki; ci) 具有顶点集 Zm ×G

并连接顶点 (i, j)到 (i, j ki)和 (i+ 1, j ci)对于任意的 i ∈ Zm和 j ∈ G。

使用此定义，我们可以列出在 Table 1中的 r = 3的结果以及在 Table 2中的
r = 4的结果。注意我们用G

(n)
i 表示阶为 n的第 i个小群，并以乘法形式写它。

我们也为定义 10提供一些额外的动力以及我们如何基于它计算探索构造的描
述。Clow、Haxell 和 Mohar [8]使用自同构群工具 [25, 26]验证了没有在最多 20

个顶点上的三次图产生 Lovász 猜想的反例。他们还检查了所有阶数不超过 300 [9,
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Table 1: r = 3的反例概述。G
(36)
3 的生成元有 f1阶为 4，f2阶为 3，f3阶为 2，以

及 f4阶为 3。

描述 属性

Biggs-Smith [8] order 102, diameter 7, girth 9, edge- and
distance-transitive, Hamiltonian

F168D [8] order 168, diameter 9, girth 7,
edge-transitive, Hamiltonian

see Figure 3 order 36, diameter 5, girth 7, Cayley graph
in G

(36)
39 , Hamiltonian

GP(19, 7) order 38, diameter 5, girth 7, Hamiltonian

GP(20, 6) order 40, diameter 6, girth 7, Hamiltonian

GP(25, 9) order 50, diameter 6, girth 7, Hamiltonian

GP(26, 8) order 52, diameter 7, girth 7, Hamiltonian

GP(31, 11) order 62, diameter 7, girth 7, Hamiltonian

GP(32, 10) order 64, diameter 8, girth 7, Hamiltonian

CGP(2,G(36)
3 ; f2 f3 f4, f1 f2; f

2
2 , f2) order 72, diameter 6, girth 6, Hamiltonian

GP(37, 17) order 74, diameter 8, girth 7, Hamiltonian

GP(38, 12) order 76, diameter 9, girth 7, Hamiltonian

GP(43, 15) order 86, diameter 9, girth 7, Hamiltonian

GP(44, 14) order 88, diameter 10, girth 7, Hamiltonian

GP(5k + 11, 2) order 10(k + 2) + 2, Hamiltonian iff n 6≡ 5

mod 6 [3, Theorem 1]
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Table 2: 反例概述对于 r = 4。群 Z28，Z35 和 Z51 以加法形式书写。群 G
(42)
3 是

C7×S3并具有生成元 f1阶为 2，f2阶为 7，以及 f3阶为 3。群G
(42)
4 是C3×D14，并

且有生成元 f1阶为 2，f2阶为 3，以及 f3阶为 7。群G
(48)
29 是GL(2, 3)，其生成元有

f1阶为 2，f2阶为 3，f3阶为 4，f4阶为 4，以及 f5阶为 2。群G
(48)
32 是C2×GL(2, 3)

并有生成元 f1阶为 2，f2阶为 3，f3阶为 4，f4阶为 4以及 f5阶为 2。

描述 属性

CGP(2,Z35; 5, 7; 15, 0), see Figure 2 order 70, diameter 5, girth 5, Hamiltonian

CGP(2,G(42)
3 ; f2 f3, f

2
2 f3; f1 f2, 1) order 84, diameter 5, girth 5, Hamiltonian

CGP(2,G(42)
4 ; f2 f3, f2 f

2
3 ; f1 f2, 1) order 84, diameter 5, girth 5, Hamiltonian

CGP(3,Z28; 18, 19, 5; 18, 0, 14) order 84, diameter 6, girth 5, Hamiltonian

CGP(2,G(48)
29 ; f2 f5, f2 f4; f1 f4, 1) order 96, diameter 5, girth 6, Cayley graph

in G
(96)
193 , Hamiltonian

CGP(2,G(48)
32 ; f1f2, f1f2f4; f1f2f

2
2 f3) order 96, diameter 5, girth 6, Cayley graph

in G
(96)
200 , Hamiltonian

CGP(2,Z51; 3, 26; 47, 0) order 102, diameter 6, girth 5, Hamiltonian

10, 11]的三次边传递图，并确定 Bigs-Smith 图和 F168D是唯一两个满足引理 4要
求的此类图。我们最初验证了边传递性是否相关，并检查基于凯莱图的反例是否

存在，通过核查最多有 47 [20]个顶点的顶点传递图库，这产生了给出在 Figure 3
中的三次 36-顶点示例。

该库不包含四次幂的示例。阶为 48的顶点传递图已经被确定 [21]，但不容易
获得。然后我们使用自同构群工具检查了阶为 22的三次图，这给出了在 Figure 1
中给出的具有 22顶点的三次示例。Graphs数据库 [12]将其识别为 GP(11, 2)，并
通过搜索广义 Petersen图提出在 section 3中描述的族，但也给出了进一步的例子，
请参见 Table 1。

基于此，进一步寻找反驳 r = 3的例子以及更高统一性的反例的自然场所是

彼得森图的替代和更广泛的推广。文献中最值得注意的是置换图和超级广义彼得

森图。

定义 11 (置换图 [7, 28]). 对于给定的图G及其顶点的一个置换 α，排列图 P(G,α)

由两个不相交的副本 G1和 G2组成，这两个副本来自于 G，其中顶点 v ∈ G1通过

一条边与 α(v) ∈ G2 相连。如果 G是一个在 n个顶点上的循环，那么得到的图被

称为循环置换图，并用 CP(n, α)表示。
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定义 12 (超级广义 Petersen图 [29]). 给定整数m ≥ 2，n ≥ 3和 ki ∈ Zn \ 0，对于
ki 6= −ki的 i ∈ Zm，超级广义彼得森图 SGP(m,n; ki) 具有顶点集 Zm × Zn，并将

顶点 (i, j)连接到 (i, j + ki)和 (i+ 1, j)，对于任意的 i ∈ Zm和 j ∈ Zn。

备注 13. 请注意，对于 d-正则的 G以及任何置换，置换图是 (d + 1)-正则的。特
别是，循环置换图是 3-正则的。超级广义 Petersen图要么是 3或 4-正则的，如果
m = 2和 4对于m ≥ 3是正则的。显然GP(n, k) = SGP(2, n; 1, k)对任何 n和 k以

及 GP(n, k) = CP(n, α)成立，当 α(x) = kx如果 k和 n是互质的。

置换图可能是洛瓦兹猜想反例的一个非常好的来源，但已被证明在没有额外

假设的情况下计算上过于昂贵而无法探索。超级广义彼得森图可以很容易地进行

计算探索，但被证明过于严格，并且没有产生任何未被广义彼得森图涵盖的反例。

定义 10构成了两者之间的中间地带，我们通过在 Python 中实现这些结构的详尽
生成来探索它，给定m和G，依赖于 SageMath [30]，特别是间隙 [17]中的小群库
[4]以及单击 [27]来检查引理 4的条件和幸福 [22, 23]用于图规范化。我们主要探索
了阶数达到大约 50的 m = 2群以及阶数达到大约 30的 m = 3群。2 简单的探索

性搜索未发现有关m = 4和m = 5的有趣内容。

5 结论与展望

Clow、Haxell 和 Mohar [8, Conjecture 4.2]已经询问了该猜想的一个较弱版本
是否成立，该版本仍然可以推导出 Ryser 猜想，即是否可以始终找到 k (r − 1)个

顶点用于某些 1 ≤ k ≤ r− 1，其移除会使匹配数减少至少 k。目前尚不清楚这里描

述的任何反例是否与 Lovász 猜想的这个较弱版本相矛盾。我们通过计算验证了它
仍然适用于一些较小阶的反例 r = 3。转向更高阶的图或考虑 r = 4的反例可能会

产生不同的结果，但通过计算进行此操作似乎不可行，并且我们目前对这些构造

的理解不足以纯粹从理论上确定该猜想是否适用于它们。
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