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摘要
我们研究黑洞的热力学性质，考虑到其熵在热力学和统计水平上的非广延性。为此，我们将 Rényi熵解释为确定基本

热力学方程的因素，该方程由一个拟齐次函数表示。因此，Rényi参数成为必须在扩展热力学框架内处理的独立热力学
变量。作为一个具体示例，我们使用几何热动力学的形式主义来表明 Schwarzschild黑洞对于某些 Rényi参数值可以变
得稳定。
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I. 介绍

Bekenstein-Hawking熵公式被认为是黑洞热力学发展的起点 [1, 2] 。该公式确立了黑洞的熵完全
由事件视界的面积决定，这与普通系统不同，在普通系统中，熵与系统的体积成正比。因此，熵最终成
为一个非广延量。
另一方面，支持黑洞热力学有效性的主要结果之一是霍金的发现，在半经典引力理论中，一个黑

洞像黑体一样辐射，并且相应的温度与从熵-面积关系得到的热力学温度一致。这一结果产生了一些怀
疑，因为要推导出霍金的温度，假设了玻尔兹曼-吉布斯统计的有效性，然而这暗示熵是广延的。黑洞
热力学中的一个额外不一致性在于假设为了探索非广延黑洞的性质，我们应用标准的经典广延热力学
方法。这种方法的一个重要后果是，在爱因斯坦引力中静态黑洞在热力学上不稳定 [3]。
黑洞热力学中的不一致问题已经从不同角度得到了解决，包括庞加莱转折点方法 [4]，量子修正熵

[5]，非广泛的 Tsallis熵 [6]，以及 Schwarzschild时空中和 Schwarzschild-anti-de Sitter时空中的非广泛
Rényi熵 [7]和 [8]。特别是在 [7]中，已经证明在固定温度下，Schwarzschild黑洞可以与周围的热辐射
达到稳定平衡状态，而在 [8]中，则假设宇宙常数和非广泛参数作为热力学变量来展示稳定性。在这项
工作中，我们将采用最后一种方法，在该方法中使用明显非广泛的 Rényi熵代替 Bekenstein-Hawking
熵。我们将证明仅需非广泛参数即可生成黑洞的稳定相。
本文组织如下。在第 II节中，我们论证了为了避免不一致，采用非广延的 Rényi熵在黑洞热力学

中有其便利之处。此外，我们证明黑洞的准齐次性质意味着非广延参数应被视为扩展热力学框架中的
一个独立热力学变量。在第 III节中，我们回顾了几何热力学（GTD）的形式主义，该形式主义一致地
应用了准齐次性和 Legendre不变性来研究扩展热力学系统属性。在第 IV节中，我们将 GTD应用于分
析扩展的史瓦西黑洞，其热力学性质在第 V节中进行了调查，在那里我们展示了稳定状态的新相出现。
最后，在第 VI节中，我们讨论了我们的结果。

II. 非广延性和准齐次性

Bekenstein-Hawking 熵的非广延性，将熵 SBH 与黑洞视界面积A相关联，SBH = A
4
，在黑洞热力

学早期形成时变得明显，[2, 9–11]表明可以应用普通经典热力学的标准程序来探讨黑洞的性质。发展
热力学形式主义的出发点是将 Bekenstein-Hawking 熵视为系统 [12]的基本方程，即 SBH = SBH(Ea)

是一个从中可以推导出系统的全部热力学性质，并且特别满足第一定律的函数

dSBH = IadE
a, Ia =

∂SBH

∂Ea
. (1)

这里，Ea, a = 1, 2, ..., n表示进入事件视界半径中的物理参数，如质量、角动量等。整数 n被解释为黑
洞的热力学自由度数量。变量 Ia与 Ea是对偶的，在普通经典热力学中被解释为强度变量。严格来说，
在黑洞热力学中，由于贝肯斯坦-霍金熵不是其变量的齐次函数，这种识别不再有效。
熵的广延性 SBH(Ea)意味着它必须满足齐次条件 SBH(λEa) = λSBH(Ea)，其中 λ是一个正定常

数，代表对所有独立变量 Ea 作用相同的尺度因子。在广义相对论的情况下，爱因斯坦-麦克斯韦理论
中最为一般的黑洞由克尔-纽曼时空描述，在该时空中，外部事件视界的半径可以表示为

rh = M +
1

M

√
M4 − J2 −M2Q2 , (2)

其中M 是质量，J 是角动量，Q是黑洞的电荷。相应的贝肯斯坦-霍金熵给定为

SBH = 2M2 −Q2 + 2
√
M4 − J2 −M2Q2, (3)
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因此在这种情况下 Ea = (M,J,Q)。相应的熵表示中的第一条定律为 [10]

dSBH =
1

T
dM − Ω

T
dJ − φ

T
dQ , (4)

其中 φ是电势，Ω是视界上的角速度。
重新缩放熵 (3)的所有变量为Ea → λEa，可以看出齐次条件不满足，这一结果可以与 Bekenstein-

Hawking 熵与面积成正比而非像普通热力学系统那样与体积成正比的事实相关联。引入新的变量如
M2 → m, Q2 → q, J → j，有可能恢复齐次性为 SBH(λm, λj, λq) = λSBH(m, j, q)。然而，这样的变
量重新定义是不允许的，因为它可能会极大地改变系统的热力学性质 [13]。由此得出黑洞不能被视为普
通的齐次系统。
为了解决上述不一致性，我们在 [13]中提出了将黑洞视为准均匀系统的一般观点，即对于每个独

立的热力学变量都具有不同的缩放比例，并满足关系

SBH(λβaEa) = λ
βS

BH SBH(Ea), (5)

其中实常数 βa称为准均匀性系数。在极限情况下 βa = 1，我们得到通常的均匀条件。
考虑克尔-纽曼黑洞 (3) 的熵，可以看出若系数 βa = (βM , βJ , βSBH

)满足关系式

βQ = βM , βJ = 2βM , βSBH
= 2βM . (6)

，则准齐次性条件 (5) 得以满足。由于准齐次性质，欧拉恒等式明确依赖于系数 βa如下：[13]

βM
∂SBH

∂M
M + βJ

∂SBH

∂J
J + βQ

∂SBH

∂Q
Q = βSBH

SBH , (7)

这相当于斯马尔关系：
M = 2TSBH + 2ΩJ + φQ. (8)

如上所述，从非广延熵 SBH 得到的热力学温度 T =
(
∂SBH

∂M

)−1
，与在半经典重力中使用玻尔兹曼-

吉布斯统计得到的统计霍金温度 TH 相符，后者用于广延系统。已提出几种方法来缓解这个问题。特别
是，熵 SBH 可以识别为非广延的 Tsallis 熵 ST，根据定义，在统计水平上也是非广延的。然而，Tsallis
熵与黑洞热力学第零定律相矛盾是众所周知的事实。但是，已经表明可以使用 Rényi 熵

SR =
1

r
ln(1 + rSBH) , (9)

解决这个问题，其中 r 是一个参数，可以解释为系统偏离广延系统的程度。此参数定义在区间 r ∈
(−∞, 1]内，特别地，在极限 r → 0下，我们恢复了 Bekenstein-Hawking熵。现在的主要观点是 Rényi
熵和统计都是非广泛的。
根据方程 (3)，Kerr-Newman黑洞的 Rényi熵由

SR =
1

r
ln

[
1 + πr

(
2M2 −Q2 + 2

√
M4 − J2 −M2Q2

)]
. (10)

给出为了与上述关于黑洞热力学的论证保持一致，我们要求 Rényi 熵为准齐次的，即 SR(λ
βaEa) =

λβ
RSR(E

a)。很容易看出这个条件意味着非广泛参数 r是一个热力学变量，即 Ea = (M,J,Q, r)，准齐
次性参数之间的关系由

βQ = βM , βJ = 2βM , βr = −2βM , βSR
= 2βM . (11)

给出。在带有宇宙常数的黑洞情况下，准齐次性条件还意味着宇宙常数是与压力 [13]相关的热力学变
量，这导致了爱因斯坦引力中黑洞的相变结构完全不同 [14]。在以下各节中，我们将探讨将 Rényi参数
r视为热力学变量的后果。
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III. 拟均匀几何热力学

GTD 的形式主义旨在使用几何概念 [15]来描述热力学系统的性质。为此，任何热力学系统都被赋
予了一个平衡空间 E，其点代表系统的平衡状态。此外，假设空间 E 是微分的，因此可以装备黎曼度量
g。配对 (E , g)构成了一个黎曼流形，其几何性质应与系统热力学性质相关。例如，E 的测地线与准静
态过程 [16]相关，曲率奇点被解释为相变 [17]。

GTD的另一个重要成分是它在 Legendre变换下不变。这是经典热力学的一个重要对称性质，意味
着系统的性质不依赖于所选择的热力学势的选择。实际上，在经典热力学中不同的热力学势通过 Leg-
endre变换 [12]相关联。在GTD中，我们通过引入一个额外的辅助 (2n+1)−维空间 T，称为相空间，
实现 Legendre不变性，在其中 Legendre变换被表示为微分同胚。这个相空间可以配备一个Riemann度
量G，要求它在 Legendre变换下保持不变。这种方法的细节涉及接触几何的几个方面，可以在 [15, 18]
中查阅。作为一个一般结果，我们观察到存在三类度量GI , GII ,和GIII 在 Legendre变换下是不变的。
反过来，平衡空间 (E , g)被引入作为相空间 (T , g)的一个 n−维子空间，它继承了勒让德不变性的性质。
为了更具体一些，我们用 Ea表示平衡空间的坐标。我们用 Φ(Ea)表示可以通过 Legendre 变换在

熵或能量表示中得到的任何热力学势。这意味着集合 Ea 可以包含任何 n个独立热力学变量及其对偶
的组合。在这种意义上，GTD 的结果与所选的热力学势及它们的独立变量无关。此外，可以将任意一
个热力学势视为描述相应系统的根本方程 Φ = Φ(Ea)，并满足第一定律

dΦ = IadE
a, Ia =

∂Φ

∂Ea
. (12)

如上所述，拟齐次性是获得黑洞热力学一致结果的重要条件。我们在势 Φ(Ea)上施加同样的条件，
即我们假设

Φ(λβaEa) = λβΦΦ(Ea). (13)

这个条件在GTD的表述中起着重要作用，因为拟齐次性系数进入平衡空间度量的具体形式作为 [18, 19]

gI =
n∑

a,b,c=1

(
βcE

c ∂Φ

∂Ec

)
∂2Φ

∂Ea∂Eb
dEadEb, (14)

gII =
n∑

a,b,c,d=1

(
βcE

c ∂Φ

∂Ec

)
η d
a

∂2Φ

∂Eb∂Ed
dEadEb, (15)

gIII =
n∑

a,b=1

(
βaE

a ∂Φ

∂Ea

)
∂2Φ

∂Ea∂Eb
dEadEb , (16)

其中 η c
a = diag(−1, 1, · · · , 1)。此外，为了进一步减少计算，我们可以使用拟齐次欧拉恒等式和吉布斯-

杜亥姆关系 [13]，可以分别写为
n∑

a=1

βaIaE
a = βΦΦ,

n∑
a=1

[(βa − βΦ)IadE
a + βaE

adIa] = 0, (17)

并简化为通常的齐次表达式 βa = βΦ = 1.

为了以后使用，我们明确考虑情况 n = 2，其基本方程为 Φ = Φ(E1, E2)。然后，所得的线元素可
以写为 [19]

gI = Σ
[
Φ,11(dE

1)2 + 2Φ,12dE
1dE2 +Φ,22(dE

2)2
]

(18)

gII = Σ
[
−Φ,11(dE

1)2 +Φ,22(dE
2)2

]
, (19)

gIII = β1E
1Φ,1Φ,11(dE

1)2 +ΣΦ,12dE
1dE2 + β2E

2Φ,2Φ,22(dE
2)2 , (20)
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其中 φ,a = ∂φ
∂Ea 和 Σ = β1E

1Φ,1 + β2E
2Φ,2. 如果我们应用欧拉恒等式 Σ = βΦΦ来分析相应的曲率标

量，我们得到曲率奇点由以下条件确定

I : Φ,11Φ,22 − (Φ,12)
2 = 0 , (21)

II : Φ,11Φ,22 = 0 , (22)

III : Φ,12 = 0 , (23)

分别与稳定性条件一致，并决定具有两个热力学自由度的系统的相变结构 [12]。这明确证明了相变与
GTD中曲率奇点之间的联系。

IV. 施瓦西黑洞与 RÉNYI 缀饰熵

在本节中，我们研究非广延的 Rényi熵的使用如何影响静态 Schwarzschild黑洞的热力学性质。回
忆在这个情况下事件视界位于半径 rh = 2M 处，并且视界的面积由 A = 4πr2h = 16πM2 给出。然后，
使用 Bekenstein-Hawking熵，这个黑洞可以被认为是一个只有一个热力学自由度（n = 1)的系统。接
着，从第一定律 dSBH = 1

T
dM 以及比热的标准定义 CBH = TBH

(
∂SBH

∂T

)
，我们得出 Schwarzschild黑

洞的主要热力学性质由

SBH = 4πM2 , TBH =
1

8πM
, CBH = −

(
∂SBH

∂M

)2
∂2SBH

∂M2

= −8πM2 . (24)

给出。使用 Bekenstein-Hawking熵的方法的一个特殊结果是，由于比热的负值，这个黑洞是一个完全
不稳定的系统。
考虑现在由 Rényi 熵

S =
1

r
ln(1 + 4πrM2), (25)

描述的史瓦西黑洞，我们看到它对应于一个具有两个热力学自由度的系统 (n = 2)，因为如第 II节所证
明的，Rényi 参数 r也是一个热力学变量。
我们将使用GTD以不变的方式研究这个黑洞的性质。如上所述，对于基本方程 Φ = Φ(Ea)，我们

可以使用任何热力学势。为了简单起见，我们将质量作为热力学势，根据方程 (25)可以表示为

M(S, r) =
1

2

√
erS − 1

πr
(26)

并满足第一定律
dM = TdS +Rdr , T =

∂M

∂S
, R =

∂M

∂r
, (27)

其中我们引入了与 Rényi参数 r对偶的热力学变量 R。
将拟齐次性条件应用于质量函数（26），我们得到

βS = −βr, βM = −1

2
βr. (28)

然后，欧拉恒等式（17）变为
S
∂M

∂S
− r

∂M

∂r
=

1

2
M, (29)
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一个可用于简化度量显式形式的表达式。事实上，使用记号 Φ = M、E1 = S 和 E2 = r，度量（18）–
（20）可以表示为

gI = − βr

32π(erS − 1)

(
F1dS

2 + 2F2dS dr + F3dr
2
)
, (30)

gII = − βr

32π(erS − 1)

(
−F1dS

2 + F3dr
2
)
, (31)

gIII = − βr

32π(erS − 1)

[
SerS

4πM
F1dS

2 + F2dS dr − 1 + rS(erS − 1)

4πM2
F3dr

2

]
, (32)

其中
F1 = rerS(erS − 2), (33)

F2 =
erS

r
[erS(1 + rS)− 2rS − 1], (34)

F3 =
1

r3
[erS(erS − 2)(erS − rS + 3)− rSerS + 3]. (35)

然后，可以直接计算奇点条件（21）–（23），可以简化为

CI :
erS

r3M4

[
erS(1− 2rS)− 4erS(1− rS) + 3

]
= 0, (36)

CII :
erS(erS − 2)

r4M6

[
e2rS(r2S2 − 2rS + 3)− 2erS(r2S2 − rS + 3) + 3

]
= 0, (37)

CIII :
erS

λ2M3

[
erS(1 + rS)− 2rS − 1)

]
= 0. (38)

在图 1中，我们展示了上述条件的行为。我们看到只有非广延参数 r的特定值才能满足条件 CII，这表
明存在曲率奇点，对应于二级相变。

V. 结果的解释

根据前几节中呈现的结果，为了在非广泛 Rényi熵的框架内一致地考虑 Schwarzschild黑洞，必须
修改其热力学性质。实际上，现在的主热力学变量是质量 M，温度 T，以及与非广泛性参数 r的对偶
R，它们明确地由

M =
1

2

√
erS − 1

πr
, T =

erS

8πM
, R =

erS(rS − 1) + 1

8πr2M
, (39)

给出，并且通过 Euler 身份相互关联
2TS − 2rR = M. (40)

霍金温度 T0 = 1
8πM

经过因子 erS 的修正，变量 R在概念上具有新的性质。这些变量的热力学行
为通过图 2用非广延性参数 r来说明。我们可以看到所有变量都是正定的，在 r → 1处达到最大值，并
且随着 r的减小而减少。区间 r ∈ (0, 1]中的质量和温度值大于相应的变量M0 和 T0，参数 r趋于零。
然后，在区间 r ∈ (−∞, 0)中，质量和温度分别小于M0和 T0。
在前一节中，我们表明存在一个由与度量 gII 相关的曲率奇点指示的二级相变。根据 22对于 CII

的表达式，这个曲率奇点的位置通常对应于条件 erS − 2 = 0。在这种情况下，相变与黑洞的稳定性变
化有关，这可以通过考虑热容

C := T

(
∂S

∂T

)
= T

(
∂2M

∂S2

)−1

=
2(erS − 1)

r(erS − 2)
, (41)
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图 1: 奇异条件对于 S = 1作为非广延参数 r的函数。仅曲线 CII 穿过零轴，其中度量的曲率 gII 发散。

图 2: 质量M、温度 T 以及施瓦西黑洞的对偶非广延性 R作为非广延性参数 r的函数，其中熵固定为 S = 1。点线表
示史瓦西黑洞的M0 质量和 T0 温度，其中 r → 0。
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图 3: 施瓦茨黑洞的热容与 Rényi 熵对于 S = 1和不同的非广泛性参数 r的值。

来展示，该热容在 erS = 2. 处显示出发散。我们在图 3 中描绘了热容的行为，其中发散显示从不稳定
状态 (C < 0) 到稳定状态 (C > 0). 的转变。这表明非广延性极大地影响了史瓦西黑洞的热力学性质，
允许存在一种具有稳定状态的新相。稳定区域取决于非广延参数的值，并位于区间 r ∈

( ln 2
S
, 1
]
内。

VI. 结论

在这项工作中，我们研究了基于 Rényi熵框架下的黑洞热力学，这是一种与经典和统计热力学定
律相一致的方法。主要观点是 Rényi熵符合黑洞热力学的非广泛性特征。
此外，我们在基本方程的层面上施加拟齐次性的属性以与熵的非广泛性和几何热力学的经典热力

学方法相一致。结果，我们得到非广泛性参数 r，它在区间 r ∈ (−∞, 1]内定义，应被视为一个独立的
热力学变量。
作为一个特定的例子，我们在扩展热力学框架下详细研究了施瓦茨希黑洞的情况，其中 Rényi熵

和非广延性参数作为独立的热力学变量。我们使用 GTD的形式主义来获得不依赖于所选热力学表示
或势的选择的不变结果。
分析GTD指标的行为，我们确定了广义热力学中的史瓦西黑洞可以经历二级相变，这改变了黑洞

的稳定性特性，引入了一种新的稳定状态相。一般来说，我们展示了稳定的相态出现在非扩展性参数
特定值区间内，即 r ∈

( ln 2
S
, 1
]
。

这里，为了简单起见，我们仅分析了广义热力学中的静态黑洞。显然，使用 GTD方法，可以将我
们的结果推广到包括非静态黑洞。我们计划在未来的工作中分析这些以及其他更一般的黑洞构型。
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