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巴拿赫空间张量积中的级数表示

J. WENGENROTH

摘要. 我们通过一个极其简单的论证表明，对于向量空间的张量积 X ⊗ Y 上的任

意范数 α，完备化 X⊗̂αY 中的每个元素 u都可以表示为初等张量的一个收敛级数

u =
∞∑

n=1
xn ⊗ yn。

而所有像例如 [DF93, Jar81, Rya02]这样的书在处理巴拿赫（或局部凸）空间
的拓扑张量积时，都包括了 Grothendieck 的定理 [Gro55, chapitre I, page 51]，
即完备的投射的张量积X⊗̂πY 中每个元素都可以表示为初等张量级数（甚至是
绝对收敛）

u =
∞∑

n=1

xn ⊗ yn

但是它们对注入张量积 X⊗̂εY 的明显相关问题却保持沉默。在 [Rya02, page
46] 中甚至声称了完备张量积的元素没有一般的表示形式 X⊗̂εY。通过使用
Pełczyński[Peł71] 的一个简化技巧，作者从 [Joh] 那里学到了这一点，我们将
展示这个声称是不正确的。

定理 1. 对于两个向量空间的张量积 X ⊗ Y 上的任意范数 α，其完备化中的每
个元素 u ∈ X⊗̂αY 都有一个表示 u =

∞∑
n=1

xn ⊗ yn 其中 xn ∈ X 和 yn ∈ Y。

至少表面上，这类似于希尔伯特空间之间紧算子的施密特表示。

证明. 将 u表示为X ⊗ Y 元素的快速收敛序列的极限，我们可以形成一个望远
级数以获得 u =

∞∑
n=1

un 和 un ∈ X ⊗ Y，使得
∞∑

n=1

α(un) < ∞。选择将 un 表示

为 k(n)个初等张量的和，并依次排列这些和，会得到一个级数 sm，其中子序
列 sk(1)+···+k(n) 收敛到 u。这当然并不意味着整个级数的收敛，但如果我们可
以为所有 k(n− 1) < p ≤ k(n)找到表示

un =

k(n)∑
`=k(n−1)+1

x` ⊗ y` such that α

 p∑
`=k(n−1)+1

x` ⊗ y`

 ≤ 2α(un)
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，那就足够了。确实，对于 ε > 0，我们选择 n0 ∈ N 使得对所有 n ≥ n0 都
有 α(sk(1)+···+k(n) − u) ≤ ε。如果然后 m > k(1) + · · · + k(n0) 和 n ∈ N 在
k(1) + · · ·+ k(n) < m中是最大的，我们得到

α(sm − u) ≤ ε+ α

 m∑
`=k(n)+1

x` ⊗ y`

 ≤ ε+ 2α(un+1)

这表明级数收敛。结果因此由下一个引理得出。 �

引理 1. 对于两个向量空间的张量积X⊗Y 上的任意范数α，每个元素u ∈ X⊗Y

都有一个表示 u =
N∑̀
=1

x` ⊗ y` 使得 x` ∈ X 和 y` ∈ Y 满足

α

(
p∑

`=1

x` ⊗ y`

)
≤ 2α(u) for all 1 ≤ p ≤ N .

对于两个赋范空间的射影范数 α = π，引理显然适用于这样的表示 u =
N∑̀
=1

x` ⊗ y`，使得
N∑̀
=1

‖x`‖‖y`‖ ≤ 2π(u)。这给出了 Grothendieck定理的一个非

常初等的证明，包括级数的绝对收敛。

证明. 我们从一个任意表示 u =
m∑

k=1

ek ⊗ fk 开始，带有 ek ∈ X 和 fk ∈ Y。

Pełczyński 的简单技巧是写出，对于适当选择的 n ∈ N，

u =
1

n

n∑
j=1

u

=
1

n
e1 ⊗ f1 +

1

n
e2 ⊗ f2 + · · ·+ 1

n
em ⊗ fm

+
1

n
e1 ⊗ f1 +

1

n
e2 ⊗ f2 + · · ·+ 1

n
em ⊗ fm

...

+
1

n
e1 ⊗ f1 +

1

n
e2 ⊗ f2 + · · ·+ 1

n
em ⊗ fm

其中每一行n都加到 1
n
u。我们将N = nm放入并逐行重命名基本张量为x`⊗y`。

这给出了具有所需性质的 u的表示。事实上，p ∈ {1, . . . , N}可以唯一地写成
p = qm + r的形式，其中 q, r ∈ N0 满足 0 ≤ r < m。前 p项之和 x` ⊗ y` 包含
了上述矩阵的 q行（这些行之和为 q

n
u）以及接下来一行的前 r项。这表明

α

(
p∑

`=1

x` ⊗ y`

)
= α

(
q

n
u+

r∑
k=1

1

n
ek ⊗ fk

)
≤ q

n
α(u) +

1

n

r∑
k=1

α(ek ⊗ fk)

≤ α(u) +
m

n
max{α(ek ⊗ fk) : 1 ≤ k ≤ m}.
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对于足够大的 α(u) 6= 0和 n，最后一个表达式是 ≤ 2α(u)。如果 α(u) = 0，我
们有 u = 0，因此可以将 u表示为空的基本张量之和。(如果 α只是一个半范数
且 α(u) = 0我们可以得到一个表示对于任意给定的 ε使用 α (

∑p
k=1 xk ⊗ yk) ≤

ε) �

我们并不声称定理中的级数表示具有实际相关性，特别是因为对于逼近的
部分和的秩没有控制。然而，我们有如下应用，这是由 Grothendieck的另一个
结果 [Gro55, chapitre I, page 90]关于注入张量积所暗示的，即 C(K)⊗̂εY 同构
于紧拓扑空间 K 上的 Banach空间值函数的 Banach空间 C(K,Y )（具有一致
范数），自然同构将基本张量 f ⊗ y映射到函数 t 7→ f(t)y。

每个在紧致拓扑空间上取值于 Banach空间 Y 的连续函数 F ∈
C(K,Y )都有一个一致收敛的表示

F (t) =
∞∑

n=1

fn(t)yn

其中包含 fn ∈ C(K)和 yn ∈ Y。

将定理推广到局部凸拓扑空间 X⊗Y 的可度量化情况并不困难（引理中 un

的表示是根据生成拓扑的半范数递增序列 αn 中的第 n 个半范数 αn 在 X ⊗ Y

上选择的，引理证明中的最后一条备注涉及的可能性 αn(un) = 0，然后应该应
用于例如 ε = 1/n2）。从未使用张量积任何性质的论证实际上显示了以下结果。

命题 1. 设 A是具有稠密线性包的度量可局部凸空间 X 的子集。X 的完备化
X̂ 的每个元素 u都有一个表示

u =
∞∑

n=1

λnan with λn ∈ K and an ∈ A .

本文回答的问题相当幼稚。一个或许更好的问题则要求表示为一个无条件
地收敛级数。对于两个希尔伯特空间X,Y，紧算子 T ∈ K (X ′, Y ) = X⊗̂εY 的
施密特表示确实给出了无条件的表示。更一般地，对于两个巴拿赫空间的完备
注入张量积而言，其中一个具有无条件基就足够了。但对于一般情况，本文作者

并不知道答案。只要在上述引理中有一个更强的条件 α

(∑
k∈J

xk ⊗ yk

)
≤ cα(u)

对于常数 c和所有子集 J ⊆ {1, . . . , N}就足够了。
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