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Steklov型特征值问题在紧致曲面上的第一特征值的精
确下界估计

Gunhee Cho Keomkyo Seo

2025 年 6 月 28 日

摘要

设Ω是一个具有光滑边界的紧致曲面，且沿 ∂Ω的测地曲率 kg ≥ c > 0对某个常数
c ∈ R成立。我们证明了，如果高斯曲率满足K ≥ −α对于常数 α ≥ 0，则 Steklov
型特征值问题的第一特征值 σ1 满足

σ1 +
α

σ1
≥ c.

此外，等号成立当且仅当 Ω是半径为 1
c 和 α = 0的欧几里得圆盘。此外，我们获

得了第四阶 Steklov型特征值问题在 Ω上的第一个特征值的精确下界。

数学主题分类（2020）: 58C40, 35P15, 53C20.
关键词: Steklov型特征值问题，Schrödinger-Steklov特征值问题，双调和算子。

1 介绍

设 (Ω, g)为一个具有光滑边界 ∂Ω的 n维紧黎曼流形。考虑以下经典斯捷克洛夫问题：∆u = 0 in Ω,

∂u
∂ν = σ u on ∂Ω,

其中 ν 是 ∂Ω的向外单位法向量。众所周知，该问题的谱是离散且无界的：

0 = σ0 < σ1 ≤ σ2 ≤ · · · −→ ∞,

每个特征值根据其重数重复出现。近年来，Steklov 问题引起了广泛的关注（例如参
见 [1, 7–10, 12–14, 17, 20, 25]）。我们建议读者参考 Colbois – Girouard – Gordon –
Sher [6]和 Girouard – Polterovich [15]的综述文章，以了解该领域的最新进展。
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对于凸域 Ω在 R2 中，Payne [19]获得了第一 Steklov 特征值的最优下界，该下界
由 Ω边界的曲率最小值给出。更确切地说，他证明了以下内容。

定理 1.1 (佩因 [19]). 设 Ω ⊂ R2 为具有光滑边界 ∂Ω 的有界凸域。假设在某个常数

c ∈ R下，沿 ∂Ω的测地曲率 kg ≥ c > 0。然后第一个斯捷克洛夫特征值 σ1满足

σ1 ≥ c .

此外，等号成立当且仅当 Ω是半径为 1
c 的圆盘。

另一方面，Weinstock [24]获得了简单连通有界区域 Ω ⊂ R2 上的第一个 Steklov特征
值的上限如下：

σ1L(∂Ω) ≤ 2π,

其中 L(∂Ω)表示 ∂Ω的长度。此外，等号成立当且仅当 Ω是一个圆盘。应用高斯-博内
定理得到

σ1L(∂Ω) ≤ 2π =

∫
∂Ω

kg ds ≤
(

max
∂Ω

kg

)
L(∂Ω),

这表明

σ1 ≤ max
∂Ω

kg.

因此，根据定理 1.1，对于任何凸平面区域，其第一个 Steklov特征值位于边界上的测
地曲率的最大值和最小值之间。

在 [8]中，埃斯科巴将定理 1.1扩展到了二维黎曼流形。具体来说，他证明了以下
内容：

定理 1.2 (埃斯科巴 [8]). 设 (Ω, g)是一个具有光滑边界 ∂Ω的紧致曲面，并且其高斯曲

率满足 K ≥ 0。假设测地线曲率沿 ∂Ω满足 kg ≥ c > 0，对于某个常数 c ∈ R。则第一
个 Steklov特征值 σ1满足

σ1 ≥ c.

此外，等号成立当且仅当 Ω是半径为 1
c 的欧几里得圆盘。

受此启发，Escobar 提出了一个猜想：如果一个 n维黎曼流形Mn (n ≥ 3) 具有非负的

Ricci 曲率，并且第二基本形式 A满足 A ≥ cI 在 ∂M 上对于某个正常数 c，则 σ1 ≥ c

并且等号成立仅当M 是半径为 1
c 的欧几里得球。这一猜想最近由夏—熊在非负截面曲

率的情况下解决 [25]。
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在这篇论文中，我们关注的是在一个紧致表面上一个 Steklov型特征值问题的第一
个（非零）特征值的精确下界。设 Ω为具有光滑边界 ∂Ω的紧凑曲面，且设 ϕ ∈ C∞(R)
满足 

ϕ(t)

t
≥ 0 for t ∈ R \ {0},

lim
t→0

ϕ(t)

t
exists.

(1)

考虑以下 Steklov型特征值问题：
∆u = ϕ(u) in Ω,

∂u

∂ν
= σ u on ∂Ω,

(2)

其中 ν 表示沿 ∂Ω的向外单位余法线向量。令 u(x)是问题 (2)对应于特征值 σ1的第一

个特征函数。如果 Ω是一个高斯曲率满足 K(x) ≥ −ϕ′(u(x))对所有 x ∈ Ω的紧致曲

面，并且测地线曲率沿着 ∂Ω满足 kg ≥ c > 0，对于某个常数 c ∈ R，则

σ1 +
1

σ1
max
∂Ω

ϕ(u(x))

u(x)
≥ c.

此外，等号成立当且仅当 Ω是半径为 1
c 的欧几里得圆盘，并且 ϕ ≡ 0。这一结果是定

理 1.1和 1.2的扩展方向之一（参见证明 2.1）。特别地，当 ϕ(t) = αt对某个常数 α ≥ 0

成立时，不等式简化为

σ1 +
α

σ1
≥ c.

在这种情况下，等号成立当且仅当 Ω 是半径为 1
c 的欧几里得圆盘并且 α = 0（见推

论 2.2）。
在第 3节中，我们研究一个四阶 Steklov型特征值问题。设 Ω是一个具有光滑边界

∂Ω的紧凑曲面。考虑在 Ω上的四阶特征值边界问题如下：


∆2u = ϕ(u) in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

∆u = p1
∂u

∂ν
on ∂Ω,

(3)

其中，ν 表示沿 ∂Ω和 ϕ ∈ C∞(R)的外单位共法向量。特别地，当 ϕ = 0时，这个问

题由 Kuttler-Sigillito [16]和 Payne [19]提出。自那以后，许多数学家对其进行了发展
（例如参见 [4, 5, 11, 21]）。在 [19]中，Payne获得了问题 (3)的第一个特征值的精确下
界，如果 Ω ⊂ R2是一个有界的凸域并且 ϕ = 0。更准确地说，
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定理 1.3 (佩恩 [19]). 设 Ω ⊂ R2 是一个具有光滑边界 ∂Ω的有界凸域。假设测地曲率

沿着 ∂Ω满足 kg ≥ c > 0，其中 c ∈ R为某个常数。然后问题 (3)中带 ϕ = 0的首个特

征值 p1满足

p1 ≥ 2c.

此外，当且仅当 Ω是半径为 1
c 的圆盘时等式成立

随后，Wang–Xia [23]将定理 1.3扩展到具有边界和非负 Ricci曲率的紧致流形（参
见 [11]关于高维欧几里得域的情况）与 ϕ = 0。

最近，Batista–Lima–Sousa–Vieira [3]获得了欧几里得球体中自由边界极小曲面上
四阶 Steklov问题的第一个特征值的下界。在第 3节中，我们建立了问题 (3)的第一特征
值相同的锐下界，当 Ω是一个具有非负高斯曲率的紧致表面且函数 ϕ(t)满足 tϕ(t) ≤ 0

（见定理 3.1）。

2 二阶 Steklov型特征值问题的第一特征值

首个特征值 σ1对于 Steklov 型特征值问题 (2)的特性如下：

σ1 = inf
{∫

Ω |∇f |2 +
∫
Ω fϕ(f)∫

∂Ω f2
: f ∈ H1(Ω) \ {0}, fϕ(f) ∈ L1(Ω)

}
.

在本节中，我们在适当的曲率条件下建立了问题 (2)在紧致表面上首个特征值的精确下
界。更准确地说，我们证明了以下内容：

定理 2.1. 设Ω是一个具有光滑边界 ∂Ω的紧凑曲面。设 ϕ : R → R是一个满足条件 (1)
的光滑函数。假设测地曲率沿 ∂Ω满足 kg ≥ c > 0，对于某个常数 c ∈ R，并且高斯曲
率K 满足

K(x) ≥ −ϕ′(u(x)) for all x ∈ Ω,

其中 u(x)表示问题 (2)的第一个本征函数，对应的本征值为 σ1。然后我们有

σ1 +
1

σ1
max
∂Ω

ϕ(u(x))

u(x)
≥ c.

此外，等号成立当且仅当 Ω是半径为 1
c 的欧几里得圆盘，并且 ϕ ≡ 0在 Ω上。

证明. Bochner公式意味着
1

2
∆|∇u|2 = |Hessu|2 + 〈∇u,∇ϕ(u)〉+ Ric(∇u,∇u)

= |Hessu|2 + ϕ′(u) |∇u|2 +K |∇u|2

≥ 0, (4)
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这表明 |∇u|2是在 Ω中的次调和函数。根据强最大值原理，我们有两种情况：

情况一：函数 |∇u|2在 Ω上的最大值仅在边界 ∂Ω上出现。

情况二：函数 |∇u|2在 Ω上是常数。

在情形 I中，|∇u|2 的最大值在某点 p ∈ ∂Ω处达到。选择一个局部标准正交基底

{e1, e2}，在 p附近满足 e1与 ∂Ω和 e2 = ν 相切。注意

∇e1e1 = − kg e2,

其中 kg 表示 ∂Ω的测地曲率。请注意，在 p ∈ ∂Ω处，

0 = e1
〈
∇u,∇u

〉
= 2Hessu (e1,∇u)

= 2
(
〈∇u, e1〉Hessu(e1, e1) + 〈∇u, e2〉Hessu(e1, e2)

)
.

此外，

Hessu(e1, e2) = e1e2u− (∇e1e2)u

= e1(σ1 u)− kg e1u

= (σ1 − kg) 〈∇u, e1
〉
. (5)

因此我们得到 〈
∇u, e1

〉 (
Hessu(e1, e1) + (σ1 − kg) 〈∇u, e2〉

)
= 0,

这在 p处给出了两种可能性：

(i) 〈∇u, e1〉 = 0

（二）Hessu(e1, e1) = (kg − σ1) 〈∇u, e2〉.

对于 (i)，假设 〈∇u, e1〉 = 0在 p ∈ ∂Ω处。由上可知，

Hessu(e1, e2) = 0 at p.

由于 p是函数 |∇u|2的最大值点，我们有

Hess |∇u|2(e1, e1) ≤ 0 at p.
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从而得到

0 ≥ Hess |∇u|2(e1, e1)

= e1e1〈∇u,∇u〉 − (∇e1e1)〈∇u,∇u〉

= 2 e1
(
Hessu(e1,∇u)

)
+ kg e2〈∇u,∇u〉

= 2 e1
(
〈∇u, e1〉Hessu(e1, e1) + 〈∇u, e2〉Hessu(e1, e2)

)
+ 2 kg Hessu(e2,∇u)

= 2
[
Hessu(e1, e1)2 + 〈∇u,∇e1e1〉Hessu(e1, e1)

]
+ 2 〈∇u, e2〉 e1

(
Hessu(e1, e2)

)
+ 2 kg 〈∇u, e2〉Hessu(e2, e2),

其中用到了 〈∇u, e1〉 = 0和 Hessu(e1, e2) = 0在 p ∈ ∂Ω的事实。此外，由于边界条件

下的 〈∇u, e2〉 = σ1 u，我们有

e1〈∇u, e2〉 = σ1〈∇u, e1〉,

这表明

Hessu(e1, e2) + 〈∇u,∇e1e2〉 = σ1〈∇u, e1〉.

因此

Hessu(e1, e2) = (σ1 − kg) 〈∇u, e1〉.

在方向 e1上对两边求导数，并在 p ∈ ∂Ω处给出

e1
(
Hessu(e1, e2)

)
= e1

(
(σ1 − kg)〈∇u, e1〉

)
= (σ1 − kg)

(
Hessu(e1, e1) + 〈∇u,∇e1e1〉

)
.

使用这一点，我们得到

0 ≥ Hessu(e1, e1)2 − kg〈∇u, e2〉Hessu(e1, e1)

+ 〈∇u, e2〉(σ1 − kg)
(
Hessu(e1, e1)− kg〈∇u, e2〉

)
+ kg〈∇u, e2〉Hessu(e2, e2) (6)

在 p ∈ ∂Ω处。另一方面，Hopf边界点引理暗示了

0 < e2〈∇u,∇u〉

= 2Hessu(∇u, e2)

= 2 〈∇u, e2〉Hessu(e2, e2)

= 〈∇u, e2〉
(
ϕ(u)− Hessu(e1, e1)

)
(7)
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在 p ∈ ∂Ω处。结合 (6)和 (7)，我们得到

Hessu(e1, e1)2 + 2(σ1 − kg) 〈∇u, e2〉Hessu(e1, e1)− kg(σ1 − kg) 〈∇u, e2〉2

≤ σ1〈∇u, e2〉Hessu(e1, e1)− kg 〈∇u, e2〉 (ϕ(u)− Hessu(e1, e1))

< kg 〈∇u, e2〉
(
Hessu(e1, e1)− ϕ(u)

)
+ σ1 ϕ(u)〈∇u, e2〉

< σ1 ϕ(u) 〈∇u, e2〉

在 p ∈ ∂Ω处。我们声称 u(p) 6= 0。要看到这一点，假设 u(p) = 0。然后在 p ∈ ∂Ω处有

〈∇u, e2〉 =
∂u

∂ν
= σ1u = 0 (8)

，这与 (7) 矛盾。利用这一点，我们最终得到在 p ∈ ∂Ω处的

0 ≤ (Hessu(e1, e1) + (σ1 − kg)〈∇u, e2〉)2

< (σ1 − kg)
2〈∇u, e2〉2 + kg(σ1 − kg)〈∇u, e2〉2 + σ1 ϕ(u) 〈∇u, e2〉

= σ1(σ1 − kg)〈∇u, e2〉2 + σ1 u
ϕ(u)

u
〈∇u, e2〉

= σ1(σ1 − kg)〈∇u, e2〉2 +
ϕ(u)

u
〈∇u, e2〉2

=

(
σ2
1 − kg σ1 +

ϕ(u)

u

)
〈∇u, e2〉2

。因此我们有

σ2
1 − kg σ1 +

ϕ(u)

u
> 0,

，这就得出了结论。

对于（ii），假设

Hessu(e1, e1) = (kg − σ1) 〈∇u, e2〉 at p. (9)

霍普边界点引理表明

0 <
∂|∇u|2

∂ν
(p),

这给出

0 < e2〈∇u,∇u〉 at p. (10)
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结合（9）和（10）得到

0 < Hessu(e2,∇u)

= 〈∇u, e1〉Hessu(e1, e2) + 〈∇u, e2〉Hessu(e2, e2)

= 〈∇u, e1〉Hessu(e1, e2) + 〈∇u, e2〉
(
ϕ(u)− Hessu(e1, e1)

)
= (σ1 − kg) 〈∇u, e1〉2 + 〈∇u, e2〉

(
ϕ(u)− Hessu(e1, e1)

)
= ϕ(u) 〈∇u, e2〉+ (σ1 − kg) |∇u|2 (11)

在 p ∈ ∂Ω处。如果 u(p) = 0，则我们通过 (8) 和 (11) 得到

σ1 > kg(p)

。如果 u(p) 6= 0，则 (11) 表明

(σ1 − kg) |∇u|2 > −ϕ(u) 〈∇u, e2〉

= − 1

σ1

ϕ(u)

u
σ1 u 〈∇u, e2〉

= − 1

σ1

ϕ(u)

u
〈∇u, e2〉2

≥ − 1

σ1

ϕ(u)

u
|∇u|2

在 p ∈ ∂Ω处。这里我们使用了关于 ϕ的条件
ϕ(t)

t
≥ 0。因此

σ1 − kg +
1

σ1

ϕ(u)

u
> 0 at p,

这给出了结论。

在情况二中，|∇u|2在 Ω中是常数。从 (4) 可知，

Hessu = 0 and ϕ′(u) = −K.

由于在 Ω中∆u = ϕ(u) = 0，我们看到

K = 0 on Ω,

即，Ω是平坦的。此外，在边界 ∂Ω上，我们有

0 = (σ1 − kg)〈∇u, e1〉
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通过 (5)。假设 〈∇u, e1〉 = 0。由于∇u是常数且满足边界条件，可知 u也是常数，这与

之前的假设矛盾。因此，

σ1 − kg = 0

沿 ∂Ω，这意味着 Ω是一个半径为 1
σ1
的平坦圆盘。这完成了证明。

特别地，如果我们选择函数 ϕ(t) = αt对于某个常数 α ≥ 0，则本征值问题 (2)变
为一个薛定谔 –斯捷克洛夫本征值问题（例如见 [2, 18]）。在这种情况下，我们立即得
到以下结果。

推论 2.2. 设 Ω是一个具有光滑边界 ∂Ω的紧致曲面，并且其高斯曲率满足 K ≥ −α，

其中 α ≥ 0是某个常数。定义光滑函数 ϕ : R → R为 ϕ(t) = αt。假设测地曲率在 ∂Ω

上满足 kg ≥ c > 0，对于某个常数 c ∈ R。然后问题 (2)的第一特征值 σ1满足

σ1 +
α

σ1
≥ c.

此外，等号成立当且仅当 Ω是半径为 1/c和 α = 0的欧氏圆盘。

我们备注当 α = 0时，推论 2.2恢复了 Payne [19]和 Escobar [8]的结果。

3 四阶 Steklov型特征值问题的第一特征值

在本节中，我们考虑第 1节中引入的四阶特征值问题 (3)。问题 (3)的第一个特征
值 p1由以下变分特征给出：

p1 = inf


∫
Ω(∆f)2 −

∫
Ω fϕ(f)∫

∂Ω

(
∂f
∂ν

)2 : f ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), fϕ(f) ∈ L1(Ω), 0 6= ∂f

∂ν
∈ L2(∂Ω)

 .

我们将建立 p1的一个精确下界如下：

定理 3.1. 设Ω是一个具有光滑边界的紧致曲面，且其高斯曲率为K ≥ 0。设ϕ : R → R
是满足 tϕ(t) ≤ 0对所有 t ∈ R成立的光滑函数。假设测地曲率在 ∂Ω上满足 kg ≥ c > 0，

对于某个常数 c ∈ R。则问题 (3)的第一个特征值 p1满足

p1 ≥ 2c.

此外，等号成立当且仅当 Ω是半径为 1
c 的欧几里得圆盘。
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证明. 定义辅助函数 w为

w := |∇u|2 − u∆u.

在我们的假设下，Bochner公式表明

1

2
∆w =

1

2
∆|∇u|2 − 1

2
∆(u∆u)

= |Hessu|2 + 〈∇u,∇(∆U)〉+K|∇u|2

− 1

2

[
u∆2u+ (∆u)2 + 2〈∇u,∇(∆u)〉

]
= |Hessu|2 − 1

2
(∆u)2 +K|∇u|2 − 1

2
uϕ(u)

≥ 0, (12)

其中我们使用了维度 2中的 Schwarz不等式 |Hessu|2 ≥ 1
2(∆u)2。因此可以得出 w在 Ω

中是次调和的。根据强最大值原理，有两种情况：

情况一：函数 w在区域 Ω上的最大值仅在边界 ∂Ω上出现。

情况二：函数 w在区域 Ω上是常数。

对于情形 I，假设 w的最大值在某点 p ∈ ∂Ω处取得。如前所述，我们选择一个局

部正交标架 {e1, e2}在点 p附近，满足条件 e1切于 ∂Ω和 e2 = ν，其中

∇e1e1 = − kg e2,

这里 kg 表示 ∂Ω的测地曲率。在 p ∈ ∂Ω，

∂w

∂ν
(p) = e2w = e2〈∇u,∇u〉 − e2(u∆u)

= 2Hessu(∇u, e2)− 〈∇u, e2〉∆u. (13)

由于 u在 ∂Ω上消失，我们有 〈∇u, e1〉 = 0在 ∂Ω上。因此

Hessu(e1, e1) = e1e1u− (∇e1e1)u

= e1〈∇u, e1〉+ kg〈∇u, e2〉

= kg〈∇u, e2〉 (14)

在 p ∈ ∂Ω。结合 (13)、(14) 和边界条件得到

∂w

∂ν
(p) = 2〈∇u, e2〉Hessu(e2, e2)− p1〈∇u, e2〉2 (15)
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注意到，由 (14),

Hessu(e2, e2) = ∆u− Hessu(e1, e1)

= (p1 − kg)〈∇u, e2〉 (16)

在 p ∈ ∂Ω处。因此，从 (15) 和 (16)，可以得出

∂w

∂ν
(p) = 〈∇u, e2〉2(p1 − 2kg).

由于 ∂w
∂ν (p) > 0由 Hopf 边界点引理和 〈∇u, e2〉 6= 0，我们得到

p1 > 2kg,

这表明 p1 > 2c.

对于第二种情况，假设 w ≡ constant在 Ω中。由 (12)，我们看到

K ≡ 0 and ϕ ≡ 0 in Ω.

注意 u = 0在 ∂Ω上。由此可得

w =

(
∂u

∂ν

)2

= constant on ∂Ω,

这表明

∆u = p1
∂u

∂ν
= constant on ∂Ω.

由于∆u在 Ω中是调和的，我们得到如下的超定边值问题：


∆u = p1c1 in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

∂u
∂ν = c1 on ∂Ω

对于某个常数 c1。根据 Serrin 的著名结果 [22]，Ω是一个半径为 r的欧氏圆盘。可以

验证

p1 =
2

r
= 2kg ≥ 2c,

这完成了证明。
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