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超越整函数与其位移共享集合的周期性

SOUMON ROY AND RITAM SINHA

摘要. 本文旨在研究超级小于一的超越整函数的周期性。对于超级小于一的超越整函数和非零复
常数 c,f(z) ≡ f(z + c)，如果它们以权重二共享某个集合。

1. 介绍

我们用来证明主要结果的主要工具是值分布理论 [4]。
令 E 表示任意具有有限勒贝格测度的正实数集合，其中 E 可能在每次出现时有所不同。
我们使用M(C)来表示在 C上定义的所有亚纯函数的域。令 f ∈M(C)和 S ⊂ C∪ {∞}为
具有不同元素的非空集合。我们设置

Ef(S) =
⋃
a∈S

{z : f(z)− a = 0},

其中 f− a的一个零点以m的重数计数m次在 Ef(S)中。令 Ef(S)表示 Ef(S)中不同元素
的集合。
令 g ∈M(C)。我们说两个函数 f和 g共享集合 SCM（即。如果 Ef(S) = Eg(S)（相应地，
Ef(S) = Eg(S)）。
f的阶和超阶分别表示为 ρ(f)和 ρ2(f)，定义如下：

ρ(f) := lim sup
r→∞

logT (r, f)
log r

, and ρ2(f) := lim sup
r→∞

log logT (r, f)
log r

.

对于任何非常数亚纯函数 f，我们用 S(r, f)表示满足

S(r, f) = o(T (r, f)) as r → ∞, r /∈ E.

的任意量。移位的 f(z)意味着 f(z+ c)，其中 c是一个非零复常数。现在，我们回顾一些文
献中众所周知的定义。

定义 1.1. ([12]) 设 a ∈ C ∪ {∞}。对于一个正整数 k，我们定义

(i) Nk)(r, a; f) 作为 f的 a-点的记数函数，重数为 ≤ k,

(ii) N(k(r, a; f)作为 a-点的计数函数 f具有重数 ≥ k。

类似地，简化计数函数 Nk)(r, a; f)和 N (k(r, a; f)被定义。
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定义 1.2. ([6]) 令 k ∈ N。我们定义Nk(r, 0; f)为 f的零点计数函数，其中如果 q ≤ k，则 f

的重数为 q的零点被计算 q次；如果 q > k，则被计算 k次。

定义 1.3. ([3]) 一个非常数的一次项系数为 1的多项式 P (z)被称为亚纯函数的强唯一性
多项式，如果对于任意两个非常数的亚纯函数 f和 g，P (f) ≡ αP (g)意味着 f ≡ g，且 α是
一个非零常数。

1977年，Rubel和Yang[10]首次研究了整函数及其一阶导数的唯一性，并证明了以下
结果：

定理 A 1. 令 f为非常数整函数，a和 b为两个不同的有限复数值。如果 f(z)和 f′(z)共享
a，b厘米，那么 f(z) ≡ f′(z)。

1979年，Mues和 Steinmetz[8]通过将 CM共享替换为 IM共享改进了定理 A。

定理 B 1. 设 f是一个非常数整函数，a和 b是两个不同的有限复数值。如果 f(z)和 f′(z)

共享 a，bIM，则 f(z) ≡ f′(z)。

2011年，Heittokanges等人 [5]证明了一个与它们的位移相关的类似定理 A的结果。

定理 C 1. 令 f为有限阶非常数整函数，令 c为非零有限复数值，并且令 a，b为两个不同
的有限复数值。如果 f(z)和 f(z + c)共享 a，b厘米，则 f(z) ≡ f(z + c)。

同年，齐 [9]进一步改进了定理 C。

定理 D 1. 令 f为一个有限阶的非常数整函数，令 c为一个非零有限复数值，并且令 a,b为
两个不同的有限复数值。如果 f(z)和 f(z + c)共享 a，bIM，则 f(z) ≡ f(z + c)。

在 2010年，张 [13, 14]考虑了当 f(z)和它的移位 f(z + c)共享两个集合时的唯一性，
并得到了以下结果：

定理 E 1. [13] 设 c ∈ C，S1 = {1, ω, ω2, . . . ωn−1}和 S2 = {∞}。假设 f(z)是一个有限阶
的非常数亚纯函数，使得 Ef(z)(Sj ,∞) = Ef(z+c)(Sj ,∞)对于 j = 1, 2成立，其中 n ≥ 4。
那么 f(z) ≡ tf(z + c)，其中 tn = 1。

定理 F 1. [14]设 n ≥ 5是一个整数，a和 b是两个非零复数，使得方程 ωn+aωn−1+ b = 0

没有重根。设 S = {ω | ωn + aωn−1 + b = 0}和 c是任意非零复数。若对于一个有限级的
非常数整函数 f，有 Ef(z)(S) = Ef(z+c)(S)，则 f(z) ≡ f(z + c).

问题 1.1. 自然会问定理 F中的集合 S 是否可以被另一个有限集替代。

在这篇笔记中，我们试图回答上述问题。

2. 超越整函数的周期性

令 l为一个非负整数或无穷大。对于 a ∈ C ∪ {∞}，我们用 El(a; f)表示 f的所有 a点
的集合，其中具有m重度的 a点被计数m次，如果m ≤ l并且 l + 1次，如果m > l。
如果对于两个非常数亚纯函数 f和 g，我们有

El(a; f) = El(a; g),
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，则我们说 f和 g以权重 l共享值 a。因此 IM（分别地）CM)共享对应于权重 0（分别∞）。
加权共享的概念最早是在 [7]中引入的。
令 S ⊂ C ∪ {∞}。我们定义 Ef(S, l)为

Ef(S, l) =
⋃
a∈S

El(a; f),

，其中 l是非负整数或无穷大。显然 Ef(S) = Ef(S,∞)。

令
Q(z) = (z − a1)(z − a2) . . . (z − an) (2.1)

为一个 单式 和 强唯一性多项式，在 C[z] 中次数为 n 的 ai 6= aj , 1 ≤ i, j ≤ n。假设
Q(z)−Q(0)有m1个单根和m2个重根。进一步假设 k是 Q′(z)的不同零点的数量。取

S = {a1, a2, . . . , an} (2.2)

定理 2.1. 设 f是一个超级小于一的超越整函数，c是一个非零复数。如果 f和 f(z + c)共
享集合 S（在 2.2中定义）具有权重 2并且与 m1 +m2 > 2和 k ≥ 2具有 n > max{2k +

2,m1 +m2}，那么 f(z) ≡ f(z + c).

示例 2.1. [1] 考虑修改后的 Frank-Reinders多项式

P (z) =
(n− 1)(n− 2)

2
zn − n(n− 2)zn−1 +

n(n− 1)

2
zn−2 − c,

，其中 c ∈ C \ {0, 1, 1
2
}和 n ≥ 7。现在，

P (z)− P (0) = zn−2 ·
(
(n− 1)(n− 2)

2
z2 − n(n− 2)z +

n(n− 1)

2

)
.

因此这里m1 +m2 = 3。此外，注意

P ′(z) =
n(n− 1)(n− 2)

2
z3(z − 1)2.

因此，在这里，k = 2。另外，当 n ≥ 6时，P 是强唯一性多项式（参见定理 1.2，[1]）。考
虑集合 P (z)的零点集为 S。
对于任意超阶小于一的超越整函数 f，以及任意非零复数 c，如果 f和 f(z + c)共享集合 S

带有权重 2，那么 f ≡ f(z + c).

令 l为一个正整数或无穷大。对于 a ∈ C ∪ {∞}，我们用 El)(a; f)表示所有 a-点的集
合，这些点在 f中的重数不大于 l，并且每个这样的 a-点都根据其重数进行计数。
如果两个非常数亚纯函数 f和 g满足

El)(a; f) = El)(a; g),

我们就说 f和 g以“弱重 l”分享值 a。
让 S ⊂ C ∪ {∞}. 我们将

El)(S; f) =
⋃
a∈S

El)(a; f),

放在 l 是一个正整数或无穷大的地方。
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定理 2.2. 设 f是一个超阶小于一的超越整函数，c是一个非零复数。如果 f和 f(z + c)共
享集合 S（定义在 2.2中）具有弱权重 3并且与 n > max{2k+2,m1 +m2}、m1 +m2 > 2

和 k ≥ 2相关，则 f(z) ≡ f(z + c).

为了建立我们的结果，我们需要以下引理：

引理 2.1. ([2]) 设 f(z)是一个超级小于一的非常数超越亚纯函数，令 c是一个非零有限复
数。则

m

(
r,
f(z + c)

f(z)

)
= S(r, f) and m

(
r,

f(z)

f(z + c)

)
= S(r, f).

引理 2.2. ([15],引理 6)设 f(z)是一个超级小于一的亚纯函数，设 c是非零有限复数。那么

T (r, f(z + c)) = T (r, f) + S(r, f) and N(r, f(z + c)) = N(r, f) + S(r, f).

引理 2.3. [11] 令 f 为一个非常数亚纯函数。则

N(r, 0; f (k)) ≤ kN(r,∞; f) +N(r, 0; f) + S(r, f).

定理的证明 2.1. 令 f和 f(z+c)是两个超越整函数，它们以权重 2共享集合S = {a1, a2, . . . , an}。
给定 Q(z) = (z − a1)(z − a2) . . . (z − an)，其中 ai 6= aj ,1 ≤ i, j ≤ n。现在，我们定义

M(z) :=
1

Q(f(z))

和

N(z) :=
1

Q(f(z + c))
.

令 S(r) 为任意一个满足对于有限勒贝格测度集之外的 r → ∞ 有 S(r) = o(T (r, f) +

T (r, f(z + c)))的函数 S : (0,∞) → R。接下来我们考虑函数

ψ(z) :=
M ′′(z)

M ′(z)
− N ′′(z)

N ′(z)
.

首先，我们假设 ψ 6≡ 0。由于 ψ(z)可以写成

ψ(z) =
N ′(z)

M ′(z)

(
M ′(z)

N ′(z)

)′

,

的形式，所以 ψ的所有极点都是单极点。因此

N(r,∞;M | = 1) = N(r,∞;N | = 1) ≤ N(r, 0;ψ). (2.3)

现在根据第一个基本定理和对数导数引理，以及引理 2.1和 2.2，(2.3)可以写成

N(r,∞;M | = 1) = N(r,∞;N | = 1) ≤ N(r,∞;ψ) + S(r) (2.4)

现在我们观察到 ψ的可能极点来自于
(i)M 和 N 的极点。
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(ii)M ′和 N ′的零点。
另外，

M ′(Z) = − f′(z)Q′(f(z))

(Q(f(z)))2
, N ′(Z) = − f′(z + c)Q′(f(z + c))

(Q(f(z + c)))2
.

假设 {b1, b2, . . . , bk}是Q′(z)的 k个不同的零点。由于 f(z)和 f(z+ c)共享集合 S，其权重
为 2，因此我们可以写出

N(r,∞;ψ) ≤
k∑

j=1

(
N(r, bj ; f(z)) +N(r, bj ; f(z + c))

)
+N0(r, 0; f

′(z)) +N0(r, 0; f
′(z + c))

+N(r,∞; f(z)) +N(r,∞; f(z + c)) +N∗(r,∞;M,N), (2.5)

其中 N0(r, 0; f
′(z))表示非 Πn

i=1(f − ai)Π
k
j=1(f − bj)零点的 f′ 零点的约化计数函数。类似

地，N0(r, 0; f
′(z + c))被定义。由于 f(z)和 f(z + c)共享带有权重 2的 S，因此，

N(r,∞;M | ≥ 2) +N0(r, 0; f
′(z + c)) +N∗(r,∞;M,N)

≤ N0(r, 0;Q(f(z + c))| ≥ 2) +N0(r, 0; f
′(z + c)) +N0(r, 0;Q(f(z + c))| ≥ 3)

≤ N(r, 0; f′(z + c))

≤ N(r, 0; f(z + c)) + S(r, f(z + c)). (2.6)

现在，根据第二个基本定理、引理 2.2以及从 (2.4)、(2.5) 和 (2.6)，我们有

(n+ k − 1)T (r, f)

≤ N(r,∞; f(z)) +N(r, 0;Q(f)) +
k∑

j=1

(
N(r, bj ; f(z)

)
−N0(r, 0; f

′(z)) + S(r, f)

≤ N(r,∞;M ≥ 2) +N(r,∞;ψ) +
k∑

j=1

(
N(r, bj ; f(z)

)
−N0(r, 0; f

′(z)) + S(r, f)

≤ 2
k∑

j=1

(
N(r, bj ; f(z)

)
+

k∑
j=1

(
N(r, bj ; f(z + c)

)
+N0(r, 0; f

′(z + c))

+N∗(r,∞;M,N) +N(r,∞;M ≥ 2) + S(r, f)

≤ 2kT (r, f(z)) + kT (r, f+ c) +N(r, 0; f(z + c)) + S(r, f)

≤ (3k + 1)T (r, f) + S(r, f),

这与 n > 2k + 2相矛盾。因此，ψ ≡ 0。然后通过积分，我们有

1

Q(f(z))
≡ d0
Q(f(z + c))

+ d1.

这里，我们考虑两种情况。
情况 1假设 d1 6= 0。然后上述表达式可以写为

Q(f(z)) ≡ Q(f(z + c))

d0 + d1Q(f(z + c))
.
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因此

N

(
r,−d0

d1
;Q(f(z + c))

)
≤ N(r,∞;Q(f(z))) = N(r,∞; f(z)).

由于 Q(z)−Q(0)有m1个单根和m2个重根，所以我们可以假设

Q(z)−Q(0) = (z − b1)(z − b2) . . . (z − bm1
)(z − c1)

l1(z − c2)
l2 . . . (z − cm2

)lm2 ,

其中 li ≥ 2对于 1 ≤ i ≤ m2。此外，li < n作为 Q′(z)至少有两个零点。
若 Q(0) 6= −d0

d1
，则由第一和第二基本定理，我们有

nT (r, f(z + c)) +O(1) = T (r,Q(f(z + c)))

≤ N (r,∞;Q(f(z + c))) +N (r,Q(0);Q(f(z + c)))

+ N

(
r,−d0

d1
;Q(f(z + c))

)
+ S(r, f(z + c))

≤ (m1 +m2)T (r, f(z + c)) + S(r, f(z + c)),

这是不可能的，因为 n > m1 +m2。
若 Q(0) = −d0

d1
，则

Q(f(z)) ≡ Q(f(z + c))

d1 (Q(f(z + c))−Q(0))
.

因此，f(z + c)− bj (1 ≤ j ≤ m1) 的每个零点重数至少为 n，而 f(z + c)− ci (1 ≤ i ≤ m2)

的每个零点重数至少为 2。
因此由第二基本定理，我们有

(m1 +m2 − 1)T (r, f(z + c))

≤ N (r,∞; f(z + c)) +

m1∑
j=1

N (r, bj ; f(z + c)) +

m2∑
i=1

N (r, ci; f(z + c)) + S(r, f(z + c))

≤ 1

n

m1∑
j=1

N (r, bj ; f(z + c)) +
1

2

m2∑
i=1

N (r, ci; f(z + c)) + S(r, f(z + c))

≤
(m1

2
+
m2

2

)
T (r, f(z + c)) + S(r, f(z + c)),

这是不可能的。

情况 2因此我们假设 d1 = 0。然后 Q(f(z)) ≡ d0Q(f(z + c))。由于 Q是强唯一性多项
式，因此

f(z) ≡ f(z + c).

故定理得证。 �

定理的证明 2.2. 这个情况类似于定理 2.1。因此我们省略了细节。

3. 遵守伦理标准
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